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1 Schubert calculusの基本問題
Gを連結かつ単連結な半単純複素Lie群とし，そのBorel部分群B ⊂ G

を一つ固定する．これにより, ルート系∆は対応する正ルートの集合∆+

と負ルートの集合∆− = −∆+の和集合として表されることになり，単純
ルートの集合Πが一つ選択されたことになる．大雑把に言えば, Schubert

calculusとは旗多様体G/B, あるいは，双曲部分群 P ⊃ Bから決まる等
質空間G/P の交叉理論を組合せ的に（即ち，ルートデータを用いて）研
究することであると言えるだろう．
旗多様体G/Bのコホモロジー環H∗(G/B, Q)がWeyl群の余不変式環

RW として表されることは良く知られている．極大トーラスT ⊂ BのLie

環として得られるCartan部分代数を hとし，ウェイト格子を h∗
Zとする．

GのWeyl群W は h∗
Zに作用し，従って，多項式環 Sym h∗

Q, h∗
Q := h∗

Z ⊗Q,

に作用することになる．このWeyl群作用による不変式部分環 (Sym h∗
Q)W

は再び多項式環で，r = dim h個の同次多項式 f1, . . . , fr（基本W -不変式
と呼ばれる）で生成されることが知られている．ウェイト λ ∈ h∗

Zにより
定まるG/B上の直線束を Lλとおくと，次のような環同型が得られる．

α : RW := Sym h∗
Q/(f1, . . . , fr) →̃ H∗(G/B, Q)

λ 7→ c1(Lλ)

一方，G/B への自然な T 作用の固定点は，W の元を用いて wB/B,

w ∈ W, と表される．これらの点のB-軌道はCl(w)と同型になる．ここで
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l(w)はwの長さを表す．以下，これらのB-軌道の Zariski閉包を

Ωw := Bw0wB/B ⊂ G/B

と表すことにしよう．w0 ∈ W は長さ最大の元である．これらが Schubert

多様体と呼ばれるもので，ΩwはG/Bの中で余次元 l(w)の部分代数多様
体になっている．以下，Ωwが定めるコホモロジー類を [Ωw]で表すことに
すると，{[Ωw]|w ∈ W}は H∗(G/B, Q)の線型基底をなす．
このような設定の下で，Schubert calculusの基本的な問題とは差し当
たり次のような問題を念頭に置いているものと考えて良いだろう．

Problem 1.1. 余不変式環とコホモロジー環との同型αの下で，Schubert

類 [Ωw]を表すような多項式 Fw ∈ Sym h∗
Qを見つけよ．

Problem 1.2. 線型基底{[Ωw]|w ∈ W}に関するコホモロジー環H∗(G/B, Q)

の構造定数を記述せよ．

なお，一般に等質空間G/Pのコホモロジー環H∗(G/P, Q)はH∗(G/B, Q)

の部分環であり，ΩwたちのG/P への射影がやはり線型基底をなすこと
に注意しておく．

2 Schubert多項式
ここでは Lascouxと Schützenbergerによって導入された Schubert多
項式の定義とその基本性質についてまとめておく．Schubert多項式につ
いて詳しく書かれたものとしては [11], [27], [29]がある．Schubert多項
式は A型旗多様体の Schubert類たちを表す多項式の族であり，従って
Problem 1.1に対する解答を与えている．それだけでなく，これから見る
ように Schubert多項式たちはA型旗多様体のコホモロジー環の情報を多
項式レベルに「持ち上げ」ている．この事実こそが Schubert多項式の理
論の核心だと考えられる．

2.1 対称群の組合せデータ

まず，Schubert多項式の基本性質を述べるために必要な，対称群に関
する幾つかの言葉を準備しておく．

2



Definition 2.1. 以下，w ∈ Snとする．
(1) wの diagram D(w)とは，集合

D(w) = {(i, j) | 1 ≤ i, j ≤ n, j < w(i), i < w−1(j)}

のことである．D(w)は通常，「第 4象限」に置かれた箱の集合として図式
的に表される．iは「南」方向の座標，jは「東」方向の座標である．
(2)各 i = 1, . . . , nに対し，D(w)の中の (i, j)という形の元の数（第 i行の
箱の数）をci(w)とおく．これらを並べた数列c(w) = (c1(w), c2(w), . . . , cn(w))

をwの codeと言う．
(3) l(w) = #{(i, j) | i < j, w(i) > w(j)}を wの lengthと言う．また，
cover relation

w → w′ ⇔ ∃i, j, w′ = w · (i j), l(w′) = l(w) + 1

で定められるW 上の順序をBruhat順序と言う．
(4) wに対し，w(r) > w(r+1)であるような 1 ≤ r ≤ n−1を wのdescent

という．
(5) wが唯一つの descentを持つとき，wは Grassmannianであると言う．
形式的に，単位元は 0を descentとするGrassmannian置換であると決め
ておく．

Remark 2.1. 実は，w ∈ Snの code c(w)から wを回復することが出来
る．c(w) = (c1(w), c2(w), . . . , cn(w))は 0 ≤ ci(w) ≤ n − iを満たす数列
だが，逆に 自然数列 j = (j1, . . . jn)が ji ≤ n− iを満たすとき，j = c(w)

となるようなw ∈ Snが唯一つ存在する．

2.2 差分商作用素

対称群 Snは n変数多項式環 Pn = Z[x1, . . . , xn]に変数の添字の置換で
作用している．Snの単純互換 si := (i i + 1), i = 1, . . . , n − 1に対応して
差分商作用素 ∂1, . . . , ∂n−1が次のように定められる．

∂if :=
f − sif

xi − xi+1

この ∂iは捩れ Leibniz則

∂i(fg) = ∂i(f)g + si(f)∂i(g)

を満たす．
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Proposition 2.1. ∂1, . . . , ∂n−1は次の関係式を満たす．

∂2
i = 0,

∂i∂j = ∂j∂i, |i − j| > 1,

∂i∂i+1∂i = ∂i+1∂i∂i+1

この関係式から，w ∈ Sn に対する ∂w を次のように定めることがで
きる．

Definition 2.2. w ∈ Snの最短表示w = si1 · · · silをとり，ここで現れた
i1, . . . , ilを用いて ∂w := ∂i1 · · · ∂il と定める．

Proposition 2.1より，上の定義はwの最短表示の取り方に依らない．ま
た，si1 · · · sikが最短でないときには∂i1 · · · ∂ik = 0となる．従ってu, v ∈ Sn

に対し，

∂u∂v =

{
∂uv, if l(uv) = l(u) + l(v),

0, otherwise,

となることもすぐに分かる．
次の補題は簡単だが，しばしば有用である．

Lemma 2.1. 全ての i = 1, . . . , n − 1に対し，∂if = 0 ⇔ f ∈ P Sn
n

捩れLeibniz則より，差分商作用素 ∂iたちは基本対称式 e1, . . . , enで生
成されるイデアル Inを保ち，従って余不変式環RSn = Pn/Inへの作用を
誘導していることが分かる．
また，RSn は自然な次数付き環なので，環準同型

ε : Pn → Z
f 7→ f(0)

は，環準同型 ε̄ : RSn → Zに落ちていることにも注意しておこう．この
ε̄を用いると次のような双線型形式が定義できる．

⟨ , ⟩ : RSn × RSn → Z
(f, g) 7→ ε̄∂w0(fg).

実は，この双線型形式はコホモロジー環上の交叉形式に対応するもので
ある．
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2.3 Schubert多項式の定義

対称群 Snに対する Schubert多項式とは，Snの元で添字付けられたPn

の中の多項式の族で，次のように定義されるものである．

Definition 2.3. まず，長さ最大の元w0 ∈ Snに対しては

Sw0 := xn−1
1 xn−2

2 · · · xn−1

と定める．一般のw ∈ Snに対しては，

Sw := ∂w−1w0
Sw0

と定義する．

Remark 2.2. アプリオリには上記の Schubert多項式の定義は各 nに依
存している．しかし，後で見るように実は nに依らずに定義されている
ことが分かる．

定義からすぐに

∂iSw =

{
Swsi

, if wsi → w,

0, otherwise

が分かる．次の命題を確認しておこう．

Proposition 2.2. 多項式SwはH∗(Fln)において Schubert類 [Ωw]を表
す．即ち α(Sw) = [Ωw].

(証明のアイデア)　旗多様体 Flnは，partial flag variety

Yi := {0 = E0 ⊂ E1 ⊂ · · · ⊂ Ei−1 ⊂ Ei+1 ⊂ · · · ⊂ En = Cn | dim Ej = j}

上の P1-束の構造を持つ．ここで，ファイバー積 Fln ×Yi
Flnから第一成

分，第二成分への射影を π
(i)
1 , π

(i)
2 で表すことにする．主張は

(π
(i)
1 )∗(π

(i)
2 )∗([Ωw]) =

{
[Ωwsi

], if wsi → w,

0, otherwise

と，α ◦ ∂i = (π
(i)
1 )∗(π

(i)
2 )∗ ◦ α, そして後で見るようにSid = 1であること

から従う．

5



2.4 Schubert多項式の基本性質

Proposition 2.3. (1) Swは deg Sw = l(w)の同次式で，Sw = xc(w) +

· · ·+(辞書式順序に関して高次の項).

(2) Sid = 1, Ssk
= x1 + · · · + xk.

(3) {Sw}w∈Sn は余不変式環RSn の線型基底をなす．
(4) Snを n個の文字 1, . . . , nの置換群と考えると埋め込み ι : Sn → Sn+1

が得られる．この埋め込みに関して Schubert多項式は安定である．即ち，
w ∈ Snに対して Sι(w) = Sw.

証明　 (1)前半の主張は明らか．後半はwの長さについての帰納法を使
う．w(k) < w(k+1)となるような最大の1 ≤ k ≤ n−1をとり，v = wskと
おくとSw = ∂kSv. 一方 v(k) > v(k +1) > · · · > v(n)となっているので，
i ≥ kのとき ci(v) = n−i.あとは帰納法の仮定から，Sv = xc(v)+

∑
j ajx

j,

aj ̸= 0, と表したとき，ji > ci(v)となるような最小の iは kより小さくな
ることに注意すると証明できる．
(2) Sid = 1は (1)から．Ssk

= x1 + · · · + xkは

∂iSsk
=

{
1, if i = k,

0, if i ̸= k,

から分かる．
(3) {xj1

1 · · · xjn−1

n−1 |ji ≤ n−i}がRSnを生成することはnについての帰納法で
分かる．(1)より，{Sw}w∈SnもRSnを生成．RSnの中で，

∑
w∈Sn

awSw =

0, aw ∈ Z, という線型関係が成立しているとする．

ε̄∂uSv =

{
1, if u = v,

0, if u ̸= v,

なので，上の線型関係の両辺に ε̄∂uを施してやれば au = 0が出る．従っ
て {Sw}w∈Sn は RSn の中で一次独立．
(4) 各 Sn に対して定義される Schubert多項式を区別するために，ここ
では Snに対する Schubert多項式をS

(n)
w で表すことにする．また，Snの

長さ最大の元は w
(n)
0 と表し，Sn は Sn+1 の部分群と見なすことにする．

∂
(w

(n)
0 )−1w

(n+1)
0

S
(n+1)

w
(n+1)
0

= S
(n)

w
(n)
0

を言えばよい．

(w
(n)
0 )−1w

(n+1)
0 = (n + 1, 1, 2, . . . , n − 1, n) = snsn−1 · · · s1
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なので，∂n∂n−1 · · · ∂1(x
n
1x

n−1
2 · · · xn)を計算すればよい．これが xn−1

1 xn−2
2 · · · xn−1

と一致することは容易に確かめられる．　

上の命題から重要な結論が導かれる．埋め込み Pn → Pn+1に関して
帰納的極限をとり，P∞ = Z[x1, x2. . . . ]を考える．同様に S∞ =

∪∞
n=1 Sn

を考えると {Sw}w∈S∞ は P∞ の線型基底をなす．また，Sw ∈ Pn かつ
w ̸∈ Snであるようなケースを考えるとSw ∈ In, 言い換えると，Sw = 0

in RSn となることが分かる．このことから，第 1節の Problem 1.2に関
して次のようなアプローチが可能になることが分かる．まず， Schubert

多項式Su, Sv, u, v ∈ S∞, の積を P∞で考えると，再び {Sw}w∈S∞ の一
次結合として次のように一意的に表される．

SuSv =
∑

w∈S∞

cw
uvSw, cw

uv ∈ Z.

ここでの和は実質的有限和である．この等式を mod Inで考えると w ̸∈ Sn

であるようなSwたちの項が落ちて

SuSv =
∑
w∈Sn

cw
uvSw mod In

が得られることになる．つまり，多項式環 P∞の {Sw}w∈S∞ に関する構
造定数がそのままRSn の構造定数になっていることが分かる．このよう
な意味で，Schubert多項式はRSn の構造を P∞へ自然に持ち上げている
ものだと言うことができる．例えば，Schubert多項式の理論の応用とし
てTamvakis [34]による旗多様体の数論的Chow環に関する研究があるが，
そこでも P∞での理論が出来ているということが本質的な役割を果たす．

RSnの構造定数に関しては，Monkの公式と呼ばれる公式が有名である．
これも Schubert多項式を用いると P∞での公式として定式化できる．

Theorem 2.1. (Monk formula) P∞において，次の公式が成立．

xkSw =
∑

i>k,l(w(ki))=l(w)+1

Sw(ki) −
∑

i<k,l(w(ik))=l(w)+1

Sw(ik)

証明　次数に関する帰納法で示す．任意の i = 1, 2, . . . に対し，両辺に
∂iを施したものが一致することを言えば良い．Lemma 2.1で n → ∞と
すると，∂if = 0, i = 1, 2, . . . となるような f ∈ P∞は定数しかないこと
に注意．

Monkの公式の特別な場合として，次の transition formulaが得られる．
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Corollary 2.1. (Transition formula) w ∈ Snに対し，wの最大のdescent

を rとする．また，w(s) < w(r)であるような最大の sをとり，v = w(rs)

とおく．このとき，

Sw = xrSv +
∑

i<r, l(v(ir))=l(w)

Sv(ir).

Transition formulaから，次の正値性が出る．これは，次数と r, sの位
置に関する帰納法で示すことができる．

Corollary 2.2. 任意の w ∈ Snに対し，

Sw ∈ N[x1, . . . , xn−1].

ここで分かったように，Schubert多項式が自然数を係数とする多項式
であるとすれば，その係数は一体何をカウントしているのだろうか．こ
れに答えるのが後で扱う Stanley予想である．

ここまでの議論から，pairing ⟨ , ⟩に関する直交性も分かる．

Proposition 2.4. {Sw}w∈Sn は，⟨ , ⟩に関して次の直交性を満たす．

⟨Su,Sv⟩ =

{
1, if u = w0v,

0, otherwise.

2.5 Schur多項式

w ∈ Snが唯一つの descent rを持つ Grassmannian置換であるとき，
λi(w) = w(r − i + 1) − (r − i + 1), 1 ≤ i ≤ r, と置くと

λ1(w) ≥ λ2(w) ≥ · · · ≥ λr(w) ≥ 0

となり，分割 λ(w) := (λ1(w), λ2(w), . . . , λr(w))ができる．

Theorem 2.2. w ∈ Snが唯一つの descent rを持つ Grassmannian置換
であるとき，

Sw(x) = sλ(w)(x1, . . . , xr).
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証明　 v = ww
(r)
0 とすると l(v) = l(w)+ l(w

(r)
0 ).従って，∂

w
(r)
0

Sv = Sw.

また，

∂
w

(r)
0

=

∑
w∈Sr

(−1)l(w)w∏
1≤i<j≤r(xi − xj)

なので，

Sv = x
λ1(w)+r−1
1 x

λ2(w)+r−2
2 · · · xλr(w)

r

が分かれば Jacobi-Trudi formulaから Sw = sλ(w)が従う．これは，|λ(w)|
に関する帰納法で次のように証明できる．λ(w)を Young図形と思い，λ(w)

から k行目右端の箱を一つ取り除いてもやはりYoung図形 λ−が得られ
ているとする．ここで w(l) = w(r − k + 1) − 1 となるような lをとると
l > rとなっており，

w−(i) :=


w(i), if i ̸= r − k + 1, l,

w(l) = w(r − k + 1) − 1, if i = r − k + 1,

w(r − k + 1), if i = l,

と定めた w−は再びGrassmannianで，λ(w−) = λ−. ここで Monk公式
を使うと xkSw−w

(r)
0

= Svが分かる．

Schur多項式の principal specialization sλ(1, q, q
2, . . . , qr−1)に関しては

次の公式が知られている．

Theorem 2.3. (Hook-content formula, [33])

sλ(1, q, q
2, . . . , qr−1) = q

Pr
i=1(i−1)λi

∏
(i,j)∈λ

1 − qr+j−i

1 − qhλ(i,j)

ここで，hλ(i, j)は Young diagram λの box (i, j)の hook length.

Schur多項式が Schubert多項式の特別なケースとして現れるのは既
に見た通りである．それでは Schubert多項式に対しても その principal

specialization Sw(1, q, q2, . . . , qn−1)に関して何か言えないだろうか？　
実はこれに関しても組み合わせ的な公式が Macdonald予想として知られ
ている．これについては後で触れる．
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3 Schubert多項式の仲間たち
ここでは，Schubert多項式の仲間として知られている多項式を簡単に
紹介する．詳しくは引用文献を参照されたい．

3.1 二重Schubert多項式

Definition 3.1. 　二重 Schubert多項式とは，対称群Snの元で添字付け
られた
Z[x1, . . . , xn, y1, . . . , yn]の多項式 {Sw(x, y)}w∈Sn であって，長さ最大の
元w0 ∈ Sn に対しては

Sw0(x, y) :=
∏

i+j<n+1

(xi − yj)

と定め，一般のw ∈ Snに対しては

Sw(x, y) := ∂
(x)

w−1w0
Sw0(x, y)

と定義する．

(二重でない)Schubert多項式Sw(x)は二重 Schubert多項式において y

変数を 0 と置いたもの，Sw(x) = Sw(x, y)|y=0と一致する．
二重Schubert多項式は flag bundleのコホモロジーにおける degeneracy

locus に対応している．Xを多様体とし，X上の階数 rの複素ベクトル束
E → X と部分ベクトル束のなす flag F• : 0 = F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fn = E
から決まっている flag bundle π : Fl(E) → X が与えられているとする．
Fl(E)上のdegeneracy locus Ω̃wを定義するために，部分ベクトル束のflag

E• : 0 = E0 ⊂ E1 ⊂ · · · ⊂ En = E を一つ固定し，E ′
i := π∗Eiとする．また，

Fl(E)上の universal flagを U• : 0 ⊂ U0 ⊂ U1 ⊂ · · · ⊂ Un = π∗(E) とす
る．各点 x ∈ Fl(E)において自然な写像 E ′

q(x) → Un/Un−p(x) があること
に注意する．Degeneracy locus Ω̃wは Schubert多様体と同様に，

Ω̃w = {x ∈ Fl(E) | rk(E ′
q(x) → Un/Un−p(x)) ≤ rw(p, q), ∀p, q}

と定義される．Flag bundle Fl(E)のコホモロジー環は

H∗(Fl(E)) ∼= H∗(X)[x1, . . . , xn]/(e1(x) − c1(E), . . . , en(x) − cn(E))
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という構造を持つ．ここで，xi = c1(Un−i+1/Un−i), yi = c1(Ei/Ei−1) とす
ると，

[Ω̃w] = Sw(x, y) ∈ H∗(Fl(E)).

Remark 3.1. (1) ここで紹介した Schubert多様体 (又は degeneracy lo-

cus)と (二重)Schubert多項式との関係はChow環のレベルで成立してい
る [10]．
(2) SL(n,C)の極大トーラス T の旗多様体への作用を考えたとき，旗多
様体のT -同変コホモロジーはT -分類空間上のflag bundleのコホモロジー
なので二重 Schubert多項式は T -同変コホモロジーで Schubert多様体を
表す多項式と考えることもできる．

二重 Schubert多項式に関しては次の Cauchy公式と呼ばれる公式も知
られている．

Cauchy公式

Sw0(x, y) =
∑
v∈Sn

Sv(x)Svw0(−y).

ここで左辺は，
∏

i+j<n+1(xi − yj) の形に分解しているため，積和公式の
一種と見ることができる．

3.2 Grothendieck多項式

Grothendieck多項式 [24]はSchubert多項式のK理論版と言うべきもの
であるが，(二重)Schubert多項式の定義で差分商作用素∂iを等圧 (isobaric)

差分商作用素 πi = ∂i ◦ (1 − xi+1) (ここで (1 − xi+1)は掛け算作用素)に
置き換えることで得られる．πiたちも組み紐関係式を満たしていること
から，w ∈ Snの最短表示 w = si1 · · · sil に対し πw = πi1 · · · πil とすれば，
やはり最短表示の取り方によらない．

Definition 3.2. 二重Grothendieck多項式Gw(x, y) ∈ Z[x1, . . . , xn, y1, . . . , yn]

は次のように定義される．まず w0 ∈ Snに対しては

Gw0(x, y) :=
∏

i+j<n+1

(xi − yj)

11



と定める．一般のw ∈ Snに対しては

Gw(x, y) := π
(x)

w−1w0
Gw0(x, y)

と定める．Grothendieck多項式Gw(x)は，Gw(x) := Gw(x, y)|y=0と定義
する．

Remark 3.2. Schubert多項式は斉次多項式であったが，Grothendieck

多項式は斉次ではない．Grothendieck多項式の最低次部分が Schubert多
項式に一致している．Grothendieck多項式に関しては，そのままでは係
数の正値性も成り立たなくなっていることに注意．また，Schubert多項
式はProposition 2.4の意味で self-dualであるが，Grothendieck多項式は
Euler characteristicから来る K理論的 pairingに関して self-dualではな
い．双対Grothendieck多項式というものが別にある．

多様体X上の flag bundle Fl(E)のK環は

K(Fl(E)) = K(X)[ξ1, . . . , ξn]/(e1(ξ) − e1(η), . . . , en(ξ) − en(η))

という構造をもつ．ここで，ξi = [Un+1−i/Un−i], ηi = [Ei/Ei−1] である．

Theorem 3.1. ([24], [12])　K(Fl(E))において，

[OΩ̃w
] = Gw(ξ, η)

が成り立つ．

3.3 A型以外のケース

Schubert多項式の構成は対応するルート系がA型であるということに
非常に強く依存しており，他のタイプのルート系で類似の構成をしよう
とすると，A型の時に成り立った性質を何か諦めなくてはならなくなる．
例えば係数の整数性・正値性と旗多様体の Schubert多様体との対応とを
同時に満たせなくなるようなことが起こり得る．従ってどの性質を重視
するかでいくつか異なった種類の Schubert多項式の類似が古典型ルート
系に対して提案されている．例えば [2], [8]参照．さらに，古典型の二重
Schubert多項式がKresch-Tamvakis [20], Ikeda-Mihalcea-Naruse [16], [17]

により構成されている．
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一般の旗多様体G/Bのコホモロジー環の中で Schubert多様体Ωwを表
す多項式については，Bernstein-Gelfand-Gelfandによる多項式が知られ
ている [1]．これはまずWeyl群W の長さ最大の元w0に対して，全ての
正ルートの積を#W で割ったものを Pw0 と定め，あとは Schubert多項
式と同様に差分商作用素を施して得られるものである．これもある意味
Schubert多項式の仲間といえるだろう．BGG多項式の利点はルート系に
依らない一様な定義が与えられていることであり，より広く有限Coxeter

群の余不変式環に対しても自然な基底を与える多項式として構成できる
[15]．例えば，An−1型の場合をみると

Pw0(x) =
1

n!

∏
1≤i<j≤n

(xi − xj).

これを見て分かるように BGG多項式は整数性・正値性をみたしていな
い他，独立でない変数 xnを含む等，余不変式環の中でしか良い振る舞い
を示さない．従って，組み合わせ的にはあまり良い性質を持っていない．
一般のG/BのK環で Schubert多様体の構造層を表す多項式について
は Kostant-Kumar [19], Ram-Pittie [32]を参照されたい．

3.4 量子化

Schubert多項式の量子化は，幾何学的には旗多様体の量子コホモロジー
環を考えることに対応している．ここでは Fomin, Gelfandと Postnikov

[6]による量子化の手法について紹介する．量子変形のためのパラメータ
q1, q2, . . . を用意する．P̃∞ = Z[q1, q2, . . . ][x1, x2, . . . ]に作用する作用素 X̃k

(k = 1, 2, . . . )を次のように定める．(FGP作用素)

X̃k = xk −
∑
i<k

qiqi+1 · · · qk−1∂(ik) +
∑
j>k

qkqk+1 · · · qj−1∂(kj).

ここで，xkは掛け算作用素であり，∂(ik)は既に定義した差分商作用素 ∂w

において wが互換 (ik)の場合のものである．

Proposition 3.1. (1) X̃iたちは互いに可換である．[X̃i, X̃j] = 0.

(2) X̃iたちは代数的に独立である．

[6]では上の命題を示すことにより，次のように多項式の量子化写像を
定義している．
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Definition 3.3. 多項式の量子化とは，写像

P̃∞ → P̃∞

f(x1, x2, . . . ) 7→ F (x) := f(X̃1, X̃2, . . . )(1)

の逆写像 (F 7→ f)として得られる Z[q1, q2, . . . ]-線型写像である．量子
Schubert多項式Sq

w(x)はこの意味でのSchubert多項式Sw(x)の量子化と
して定義される．また量子二重Schubert多項式Sq

w(x, y)は二重Schubert

多項式Sw(x, y)の x変数に関してのみ量子化したものとする．

Remark 3.3. 量子化写像は環準同型ではなく，単にZ[q1, q2, . . . ]-線型写
像である．

Schubert多項式たちがP∞のZ-基底をなしていたように，量子Schubert

多項式たちは P̃∞のZ[q1, q2, . . . ]-基底となっている．そこで再び二つの量
子 Schubert多項式の積が量子 Schubert多項式の一次結合としてどのよう
に表されるかが問題となる．量子化の定義の直接の帰結として次の公式
が示される．

量子Pieri公式 P̃∞において，

(x1 + · · · + xi)S
q
v(x) =

∑
(j,k)

Sq
v(jk)(x) +

∑
(j,k)

qjqj+1 · · · qk−1S
q
v(jk)(x)

右辺第一項で (j, k)の動く範囲は通常の Pieri公式と同じ．第二項は j ≤
i < kかつ l(v(jk)) = l(v)− 2(k − j) + 1を満たすような組 (j, k)について
和を取っている．

旗多様体の (small)量子コホモロジー環の構造について簡単に見ておく．
行列

Mn :=


x1 q1 0 · · · 0

−1 x2 q2 · · · 0

0 −1 x3 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · xn


の特性多項式 ∆n(t|x1, . . . , xn) := det(tI + Mn)を tについて

∆n(t|x1, . . . , xn) = tn +
n∑

i=1

eq
i (x)tn−i
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と展開し，現れた係数 eq
i (x)たちを量子基本対称式という．量子基本対称

式は対称式ではないことに注意する．旗多様体Flnの量子 cohomology環
QH∗(Fln)は

QH∗(Fln) ∼= Z[q1, . . . , qn−1][x1, . . . , xn]/(eq
1(x), . . . , eq

n(x))

という構造を持つ [13]．また，量子コホモロジー環はコホモロジー群の
上の環構造だけを変形したもので，土台のコホモロジー群自体は取り替
えていない．従って Schubert類 [Ωw]は自然にQH∗(Fln)の元として入っ
ている．

Theorem 3.2. w ∈ Snのとき，上の同型の下で

[Ωw] = Sq
w(x) ∈ QH∗(Fln).

これにより量子 Schubert多項式の幾何学的な意味は明らかになったわ
けだが，先に紹介した量子Pieri公式により，量子コホモロジー環の構造
定数についての情報も古典的な場合と同様の手続きで得られる．つまり
量子 Schubert多項式は P̃∞の中でも量子コホモロジー環の積構造の情報
を覚えているということになる．これは量子 Schubert多項式を用いるこ
とで多項式環の中から旗多様体の Gromov-Witten不変量の情報も取り出
せることを意味しており，驚くべき結果であると思われる．

最後にCauchy公式の量子化版を紹介する．

量子Cauchy公式 ([5], [18]) Snの量子二重 Schubert多項式Sq
w0

(x, y)に
ついて

Sq
w0

(x, y) =
n−1∏
i=1

∆i(−yn−i|x1, . . . , xi)

が成り立つ．

Remark 3.4. (1) A型以外のルート系に対しても，BGG多項式の量子
化が Maré [30]により定義されている．
(2) 量子コホモロジー環のK理論版である量子K理論というものもあり，
旗多様体の場合には Giventalと Lee [14]により差分戸田系との関係など
が詳しく調べられている．これに対応する Grothendieck多項式の量子化
もある [26].
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3.5 Affineのケース

量子化にも関係した話題として，affine Grassmannianの Pontryagin環
やそこで Schubert類を表す多項式の話題がある．ここでは概略のみに留め
るので，詳しくは以下に挙げる文献を参照されたい．F = C((z))を 1変数
Laurent級数環とし，その部分環として冪級数環O = C[[z]]を考える．連
結かつ単連結な半単純複素 Lie群Gに対して定まる affine Grassmannian

Ĝrとは，Gの F -値点のなす群G(F )を O-値点のなす部分群G(O)で割っ
て得られる等質空間 (ind-schemeの構造を持つ)，即ち，Ĝr := G(F )/G(O)

として定められるものである．この Ĝrも，通常の Grassmannianと同様
にSchubert cellによる stratificationを持ち，各 Schubert cell Ω◦

λは coroot

格子の元 λ ∈ h∨
Z で添字付けられている．Schubert多様体 Ωλは やはり

Ω◦
λの閉包として定義される．
Ĝrは Gの極大コンパクト部分群Kの base-pointを保つループ群ΩK

とホモトピー同値になっており，ΩKの群演算からホモロジー群H∗(Ĝr)

に環構造が誘導される．これが Pontryagin環と呼ばれるもので，可換環
になっている．この構造は Bott [4]により調べられており，例えば An型
の場合は多項式環 Z[h1, . . . , hn] (deg hi = i) と同型である．すると，こ
の環の中で Schubert類を表す多項式が何かと言うことが問題になるが，
そのような多項式は 実質的にLapointe-Lascoux-Morse [23]の k-Schur多
項式と一致することが Shimozonoによって予想され，Lam [21]によって
証明されている．実際の多項式の計算は，実は二重 Schubert多項式を用
いて実行することが可能である．この手順については Magyar [28]に詳
しく書いてある．

Pontryagin環 H∗(Ĝr)は，対応する旗多様体G/Bの量子コホモロジー
環（を適当に局所化したもの）と環同型になることが Peterson [31]によ
り指摘された．この事実は Lam-Shimozono [25]により証明されている．
具体的な同型写像は

H∗(Ĝr) → QH∗(G/B)loc

ΩwλΩ
−1
µ 7→ qλ−µΩw

という形で与えられる．ここで，w ∈ W で，λ, µ ∈ h∨
Z は coroot格子の

anti-dominantな元．QH∗(G/B)locは大雑把に言うと量子変形のパラメー
タ q1, q2, . . . の逆元を付け加えた局所化である．
その他に，H∗(Ĝr)はこの次の節で扱う nilCoxeter代数や，それを拡大
した affine nilHecke代数というものと密接な関係があり，これらの代数
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の部分代数として自然に実現できることが知られている ([31])が，詳し
くは [21]を参照されたい．

4 NilCoxeter代数
Definition 4.1. a, bは適当な値をとるパラメータとする．(A型の)Hecke

代数Hn
a,bとは，Z上の単位元1を持つ結合的代数であって，記号u1, . . . , un

で生成され，関係式 u2
i = aui + b, uiuj = ujui (|i − j| > 1), uiui+1ui =

ui+1uiui+1 を持つものである．Hn
0,0を nilCoxeter代数という．

Hecke代数の生成元 ui たちが組み紐関係式を満たしていることから，
w ∈ Snの最短表示w = si1 · · · sil に対して uw := ui1 · · · uil ∈ Hn

0,0 が最短
表示の取り方に依らず定義できる．
例えば，Hn

0,1は群環 Z⟨Sn⟩である．次に見るように，nilCoxeter代数
Hn

0,0は差分商作用素 ∂wたちのなす代数とも見なせる．

Proposition 4.1. Hn
0,0 の Pn (あるいは RSn)への作用を ui.f := ∂if,

i = 1, . . . , n− 1 と定めると，これは well-definedでHn
0,0の忠実な表現を

定めている．

証明　Well-definednessは Proposition 2.1からわかる．Schubert多項
式の構成から {uw}w∈SnがHn

0,0の基底を成していることも分かるので，こ
の表現は忠実．

Proposition 4.2. Hn
0,0とRSnは互いに双対である．つまり，双線型形式

Hn
0,0 × RSn → Z
(uw, f) 7→ ε̄∂wf

は perfect pairing.

証明　 Proposition 2.3 (3)の証明からわかる．

Remark 4.1. NilCoxeter代数は一般に Coxeter群に対して定義できる．
従って affine Weyl群に対しても定義できる．前節で出てきた affine nil-

Hecke代数は，affine Weyl群に対して定まる nilCoxeter代数と Sym h∗
Q

との cross積である．
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5 Fomin-Kirillovによる構成法
NilCoxeter代数を用いて Schubert多項式を構成するため，[7]に従い

nilCoxeter代数の元hi(α) := 1+αui (i = 1, . . . , n)を導入する．ここで α

は他の元と可換な変数である．hi(α)たちは可逆な元でhi(α)−1 = hi(−α),

さらにYang-Baxter関係式

hi(α)hi+1(α + β)hi(β) = hi+1(β)hi(α + β)hi+1(α)

を満たしていることに注意する．この hi(α)たちを用いて

Ai(α|y1, . . . , yn−i) := hn−1(α − yn−i)hn−2(α − yn−i−1) · · ·hi(α − y1)

と定める．簡単のため，Ai(α) = Ai(α|y1, . . . , yn−i)と略記する．

Definition 5.1. まず，S(x, y) := A1(x1)A2(x2) · · ·An−1(xn−1)とし，こ
れを基底 {uw}w∈Sn の一次結合として次のように分解する．

S(x, y) =
∑
w∈Sn

S′
w(x, y)uw.

ここで係数として現れた多項式たち {S′
w(x, y)}wが二重 Schubert多項式

の第二の定義である．

Theorem 5.1. 二通りの方法で定義した二重Schubert多項式たちは一致
する．即ち，Sw(x, y) = S′

w(x, y)が成り立つ．

この定理の証明は与えないが，S(x) := S(x, y)|y=0と定めたときS(x, y) =

S(y)−1S(x) と分解することと，差分商作用素が ∂
(x)
i S(x, y) = S(x, y)ui

と作用することがキーとなる事実である．
ここで，y変数を全て 0とおけば Schubert多項式Sw(x)の表示が得ら
れる．即ち，

(∗)
n−1∏
i=1

(hn−1(xi)hn−2(xi) · · ·hi(xi)) =
∑
w∈Sn

Sw(x)uw

である．ここで
∏n−1

i=1 は左から右への積を表している．この表示は Schu-

bert多項式の基本性質を示すのに非常に有用である．例えば，安定性や
正値性などはほとんど明らかとなる．
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Remark 5.1. Hecke環Hn
1,0を用いて同様の構成をすると二重Grothendieck

多項式Gw(x, y)が得られる．

Theorem 5.2. (Stanley予想，[3]と [9]で証明されている．)

Sw(x) =
∑
(a,b)

xb1xb2 · · · xbl

ここでの和は次のような組 (a, b)にわたって取っている．対称群の元w ∈ Sn

の最短表示の集合を R(w)と表す．即ち，R(w) = {(i1, . . . , il) | w =

si1 · · · sil , l = l(w)}. 上式で a = (a1, . . . , al)は R(w)の元を動く．また，
a ∈ R(w)に対し b = (b1, . . . , bl)が a-compatibleであるとは，bi ≤ bi+1,

bi ≤ ai (i = 1, . . . , l) かつ，ai < ai+1 ⇒ bi < bi+1を満たしていることを
言う．上式で bは a-compatible sequence全体を動いている．

[3]での証明は nilCoxeter代数を用いないもので かなり難しいが，[9]

に従い 公式 (∗)を用いると容易に示せる．

Theorem 5.3. (Macdonald予想 [27]，これも [9]で証明されている．)

Sw(1, q, . . . , qn−1) =
1

[l(w)]!

∑
a∈R(w)

[a1] · · · [al(w)]q
P

i iχ(ai<ai+1)

ここで [n]は q-integer [n] = (1 − qn)/(1 − q)で，[n]! = [1][2] · · · [n]であ
る．χ(P )は命題 P が真のとき値 1, 偽のとき値 0をとる．

これは，nilCoxeter代数 Hn
0,0の中で

S(1, q, . . . , qn−1) =
∏
k≥0

n−1∏
j=1

hj(q
k(1 − qj))

という等式を示すことで得られる．
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