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一般相対論と幾何



1. 一般相対論



一般相対論

Riemann幾何学(ローレンツ計量) 

Einstein方程式 時間 空間

Einstein 1915~1916

Einstein, Hilbert

宇宙項

G : Newtonの重力定数



真空解

(Ricci平坦)Einstein方程式

-平坦時空(Minkowski時空)

-Schwarzschild解

簡単な解の具体例

1916



ベクトル

x,y,z

t
光の進行方向



光円錐

光円錐

時間的ベクトル

空間的ベクトル

光的ベクトル

時間的未来

時間的過去

「原点を通る光の軌道/光波面」



ADM(Arnowitt-Deser-Misner) mass

漸近的に平坦な時間一定面 (Σ,q)

正質量定理 Schoen&Yau1981, Witten1981

「時空が突然なくなることはない。」



正質量定理 I 

漸近的に平坦な非負スカラー曲率の空間

(i) ADM質量は非負
(ii) ADM質量ゼロ ⇔ 平坦空間

Schoen & Yau(1979)



正質量定理 II

-漸近的に平坦な時空

-Einstein方程式, 優エネルギー条件

(i)  ADM質量は非負(ADM運動量は因果的) 

(ii) ADM質量ゼロ(等式成立) ⇔ 平坦時空

Schoen & Yau(1981),Witten(1981)  



2. 正質量定理とブラックホール



Penrose不等式

(エネルギー密度が非負で、漸近的に平坦な全測地的な時間一定面上
の最外捕捉面の面積に対して、)

漸近的に平坦でスカラー曲率が非負の時間一定面上の極小曲面
の面積 A に対して、

帯電black holeの場合 ↝ Khuri, Weinstein, Yamada 2017

Jang & Wald 1977, Huisken & Ilmanen 2001, Bray 2001

～ブラックホール時空が存在する場合の正質量定理～

等号成立はSchwarzschild時空に限る



静的ブラックホールの唯一性定理

4次元、静的、真空、漸近的に平坦なブラックホール時空は
Schwarzschild時空に限る Israel 1967



唯一性定理の証明とPenrose不等式

真空のEinstein方程式

球対称

Israel 1967

Schwarzschild解



唯一性定理と正質量定理

ADM質量 0, スカラー曲率 0

正質量定理 : 平坦 球対称

Bunting & Masood-ul-Alam  1987, Gibbons, Ida & Shiromizu 2002

ADM質量 0, スカラー曲率 0

無限遠コンパクト化, スカラー曲率 0

事象の地平面

Schwarzschild時空



3. 時空/空間の分解



葉層化

誘導計量

第二基本形式



Riemannテンソルの分解

[ガウス方程式]

上のベクトル



Ricci/Einsteinテンソルの分解



Einstein方程式の分解



Geroch版正質量定理の証明

逆平均曲率流(inverse mean curvature flow, IMCF)

Geroch 1973

Σλ 上の微分



正質量定理とPenrose不等式

極小曲面(k=0)が存在する場合、

Jang and Wald 1977



Null平均曲率

光波の面積変化は強重力場を特徴付けるのに有益



捕獲面: 重力の強さの指標

光波面の面積は増大

捕獲面

外向きの光

外向きの光

重力が弱ければ

光波面の面積が減少!

重力が強ければ

Penrose 1965



安定最外捕獲面
(stable most outer trapped surface, SMOTS )

SMOTS

優エネルギー条件

Shiromizu, Nakao, Maeda and Kodama 1993

Hayward, Shiromizu and Nakao 1994

Maeda, Ishibashi, Narita and Koike 1998

Shiromizu, Izumi, Lee and Soligon 2022

Gauss-Bonnet定理



例：Schwarzschild-deSitter時空

r
rBH rCH

BHの面積半径 宇宙の地平面の面積半径



例：Sch-dS時空 - critical case -

r
rBH rCH=



4. Schoen-Yau1981と高次元宇宙



Schoen & Yau 1979



Schoen & Yau 1981

SY 1979

仮想的高次元空間

~ Black Brane



Jang方程式

Black (mem)brane



Black hole/brane との関係



Randall-Sundrum model

adS5

(5次元反deSitter時空)

adS5

(mem)brane (4次元平坦時空)

1999

超関数曲率

高次元時空：最新版



接続条件

(mem)brane近傍(y~0)で

Israel  1966



Randall-Sundrum modelの場合

対称性

braneの張力とその上に局在した物質



Gauss方程式からEinstein方程式
Shiromizu, Maeda and Sasaki 2000

5次元Weylテンソル

brane上



無の泡解
Witten 1981

余剰次元がコンパクト化されていると、正質量定理は成り立たない

5次元真空解

Ida, Shiromizu & Ochiai 2001Randall-Sundrumモデル ↝
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