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アインシュタイン方程式
アインシュタイン時空：n次元ローレンツ多様体 (Nn,g) n = 4, 5
ローレンツ計量g(符号 : −+ · · ·+)はアインシュタイン方程式 (EE)

Gab := Rab −
1
2R gab = Tab

をみたす.　Rg: gの（リッチ）スカラー曲率, Rab: gのリッチ曲率
Tab:エネルギー・運動量テンソル.
EEはHilbert-Einstein汎関数ののオイラー・ラグランジュ方程式：

H(g) =
∫
N

{Rg + L} dµg

真空アインシュタイン方程式⇔ゼロ・リッチ曲率
Rab −

1
2R gab = 0 ⇒ R = 0 ⇒ Rab = 0;
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3 + 1 アインシュタイン時空の Weyl 座標系
H. Weyl (1916) は　シュバルツシルト計量 (1915)　

ds2 = −(1− m

r
)dt2 + (1− m

r
)−1dr2 + r2dω2

S2.

を以下のように表した：

ds2 = −ρ2

eu
dt2 + eudϕ2 + eα(dρ2 + dz2).

ここで u = u(ρ, z). 真空アインシュタイン方程式　Rij = 0 は、
1
ρ

∂u

∂ρ

(
ρ
∂u

∂ρ

)
+ ∂2u

∂z2
= 0

αρ =
ρ

2ρ(u
2
ρ − u2z −

2
ρ
uz), αz =

ρ

2(2uzuρ −
2
ρ
uz)
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1
ρ

∂u

∂ρ

(
ρ
∂u

∂ρ

)
+ ∂2u

∂z2
= 0

は、円柱座標を介したラプラス方程式4R3u = 0にほかならず（uはϕ
に依らない）、これは

dα = 1
2ρ (Re|∂u|

2) dξ (ξ = ρ+ iz)

の可積分条件になる．
以下の漸近平坦性を境界条件として課す:

u → 2 log ρ at ∞

Schwarzschild解が特定される．
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Ernst還元法と3 + 1次元Kerr計量
時間対称性と 軸対称性R× U(1); キリング・ベクトル場 ∂

∂t and
∂
∂ϕ .

X := ‖η‖2g ただし η := ∂
∂ϕ

Y は　 dY = ∗(η ∧ dη) のポテンシャル
(X,Y )は、R× U(1)が作用している軌道に計量を与える．

g = Gij(ρ, z)dxi ⊗ dxj + eα(ρ,z)(dρ2 + dz2)
= [−ρ2

X dt2 +X(dϕ+ ωdt)2] + eα(dρ2 + dz2).

ここで、x0 = t, x1 = ϕ、また ρ =
√

| detGij|

Gij =
(

−ρ2/X +Xω2 Xω
Xω X

)
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この設定において、gがVEEの解であることは
(ρ, z, ϕ) 7→ (X,Y )

[G] = 1
X

(
1 Y
Y X2 + Y 2

)
が調和写像 (B. Carter)、つまり

R3 \ {ρ = 0} → SL(2,R)/SO(2)

のディリクレ・エネルギー∫ (
|∇X|2 + |∇Y |2

X2

)
dµR3.

を最小化していることと等価である．
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2軸対称性をもつ4 + 1次元定常時空
5次元アインシュタイン時空 (N 5,g)上で、3つのキリング・ベクト
ル場

∂

∂t
,

∂

∂ϕ1
,

∂

∂ϕ2

がリー群R× U(1)2を生成しているとき、(N 5,g)が含む事象の地平
線の各連結成分は,　Yamabe正な 3次元多様体Σ3 に微分同相である
[Galloway-Schoen]ことが知られている.　ここでさらに 2軸プラス時
間対称性R× U(1)2を課すと, ホライズンの各連結成分は、以下に微
分同相 [Hollands-Yazadjiev] である：

S3, S1 × S2,RP 3, L(p, 1).

Hawking: 3 + 1次元のホライズン∼= S2
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2軸対称性をもつ4 + 1次元定常時空の例

• R4,1

• Myers-Perry spacetime (S3 horizon, 5D Kerr, VEE)
• Emperan-Reall (S2 × S1 horizon, VEE)
• Kunduri-Lucietti (RP 3 horizon, supersymmetry)
• Nozawa-Tomizawa (L(p, 1) horizon, supersymmetry)
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Ernst 還元法と4 + 1次元アインシュタイン計量
N 4+1上のアインシュタイン計量gは、

[R× U(1)2]× {(ρ, z) | ρ ∈ R, z > 0}

という（大域）座標系で定義：

g = Gijdx
i ⊗ dxj + e2ν(dρ2 + dz2)

ここで

ρ =
√

| detGij|, ν = ν(ρ, z), Gij = Gij(ρ, z)

はR5 \ {ρ = 0}上で滑らか.
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gがVEEをみたすことは、Gijが、対称空間SL(3,R)/SO(3)への調和
写像として表現されることと同値：

u : (ρ, z, ϕ) 7→ [G]
ここで [G]は、Gによって決定されるSL(3,R)/SO(3)の元；

Gijdx
idxj = −ρ2

f
dt2 +

2∑
1≤i,j,≤2

fij(dϕi + ωidt)(dϕj + ωjdt),

[G]は明示的には以下で与えられる [D. Maison] (f = det fij)

[G] = 1
f

 1 −v1 −v2
−v1 ff11 + (v1)2 ff12 + v1v2
−v2 ff21 + v2v1 ff22 + (v2)2


正定値、対称、det[G] = 1 行列．
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3 + 1次元と同様に uはディリクレ・エネルギーを最小化：∫ (
1
4
df 2

f 2 + 1
4f

ijfkldfikdfjl +
1
2f

ij dvidvj
f

)
dµR3.

ここで viは、Ernstポテンシャルとよばれ、 ∂
∂ϕiで生成される対称性の

hypersurface orthogonalityからの乖離を表す. （Y の高次元一般化）
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以上をまとめると
• 商空間N 5/(R× U(1)2) は ρz-右半平面 (ρ > 0)と同一視
• Gijdx

idxj はR× (S1)2のファイバー上のローレンツ計量.
• G(ρ, z)は、右半平面 ρz上で定義された滑らか、かつ非退化な
3× 3対称行列

• ρ :=
√

| detG| → 0 ⇒ dim ker(G(0, z)) ≥ 1、さらに
{dim ker(G(0, z)) ≥ 2}は z = {ρ = 0}軸上で離散的：

−∞ = a0 < a1 < · · · < aN < aN+1 = ∞.
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G(0, z)のゼロ固有値を持つ固有ベクトルV (z)

G(0, z)V (z) = 0

は、互いに素な正の整数係数をもつ線型結合

V = α
∂

∂t
+ β

∂

∂ϕ1
+ γ

∂

∂ϕ2

G(0, z)がランク 2のとき、
• V (z) が光的ベクトル　⇒　「ホライズンロッド」(an, an+1) 3 z
は、事象の地平線を表す． ∂

∂ϕ1
と ∂

∂ϕ2
の積分曲線で生成されたT 2

の集合
• V (z) が空間的ベクトル　⇒ 「軸ロッド」(am, am+1) 3 z は
U(1)2 作用が freeでない、つまりV の積分曲線が退化している
状況.
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定義
ロッド構造:

z軸の分解 = ∪N
i=0[ai, ai+1]と固有ベクトルVi.
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調和写像の存在
定理
[Khuri-Weinstein-Y. 2018] ロッド構造、および各軸ロッドに角運動量
があたええられたとき、それらを漸近的無限遠の境界条件とする調和
写像

u : R → SL(3,R)/SO(3)
が一意的に存在する．そのuは右半平面上に定義される 2軸対称性を
持つ定常アインシュタイン計量を定める．(Stationary vacuum black
holes in 5 dimensions. Communications in PDE(2018). )

注意 z軸上に、特異点（cone singularity）? 有限次元のパラメーター
空間を用いて除去可能? (cf. Weyl-Bach, Emperan-Reall)
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最も簡単な 4 + 1D VEEの解であるミンコフスキー計量は、
g = −dt2 + dr2 + r2dωS3

= −dt2 + dr2 + r2[dθ2 + sin2 θ(dϕ1)2 + cos2 θ(dϕ2)2)]
= {−dt2 + r2 sin2 θ(dϕ1)2 + r2 cos2 θ(dϕ2)2)}+ dr2 + r2dθ2

= Gijdx
idxj + dr2 + r2dθ2 (0 ≤ θ ≤ π/2)

= Gij(ρ, z)dxidxj +
1√

ρ2 + z2
(dρ2 + dz2)

と表される．ここで最後の行の変数変換は、
ρ = 1

2r
2 sin 2θ, z = 1

2r
2 cos 2θ

(リーマン写像: z 7→ z2は (R×R4)/(R×U(1)2) = R≥0 ×R≥0を ρz 半
平面に共形変換)
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調和写像uを確認：

ds2 = Gij(ρ, z)dxidxj +
1√

ρ2 + z2
(dρ2 + dz2)

= − ρ2

eu1+u2
dt2 + eu1dϕ2

1 + eu2dϕ2
2 + eα(dρ2 + dz2)

= −dt2 + eu1dϕ2
1 + eu2dϕ2

2 + eα(dρ2 + dz2)

に対して、u1 = log(r + z) は、(0, 1)軸ロッド {z ≤ 0}が極集合,
u2 = log(r − z) は、(1, 0)軸ロッド {z ≥ 0}が極集合． r =

√
ρ2 + z2.

Gij =

 −1 0 0
0 eu1 0
0 0 eu2

 , [G] =

 1 0 0
0 r+z

ρ 0
0 0 r−z

ρ
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次に、3 + 1 Schwarzschild計量の調和性を確認：

ds2 = −ρ2

eu
dt2 + eudϕ2 + eα(dρ2 + dz2)

ここではグリーン関数u = 2 log ρ−u0は極集合{z > m}と{z < −m}
という軸ロッドをもつ. u0は電荷を帯びた [−m,m]軸のポテンシャ
ル、uは電荷を帯びた z軸 \[−m,m]のポテンシャル. 調和写像は

Gij =
(

−ρ2

eu

0 eu

)
, [G] =

(
e−u 0
0 eu

)
であたえられる．uの像は、H2の測地線.
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軸ロッドΓの正則性:

Circumference
2πRadius = 2πeu/2

2π
∫ ρ
0 eα/2dρ

∼ eu/2

ρeα/2
→ 1
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Weyl–Bach(1923)は重ね合わせの原理から、2つの 3 + 1 Schwarzschild
計量を並列

ds2 = −ρ2

eu
dt2 + eudϕ2 + eα(dρ2 + dz2)

ここでは、u = 2 log ρ− u0、u0は、帯電したロッド [−3m,−m]と
[m, 3m]のポテンシャル.
有限軸ロッドΓ0 := [−m,m]上では、
Cone Singularities of the rod Γ0:

Circumference
2πRadius = 2πeu/2

2π
∫ ρ
0 eα/2dρ

∼ eu/2

ρeα/2
→ 1 + ε > 1.
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Myers (1987) と　Korotkin-Nikolai (1994) は無限個の 3 + 1
Schwarzschild計量を重ね合わせ

ds2 = −ρ2

eu
dt2 + eudϕ2 + eα(dρ2 + dz2)

ここでのグリーン関数はu = 2 log ρ− u0

u0 = lim
m→∞

( ∑
|j|≤m

uj − c logm
)
.

ujは、j版目のホライズン・ロッドのポテンシャル. 「繰り込み」が
可能な理由：uj(ρ, z) ∼ c

n for fixed (ρ, z).
Weyl-Bachの特異点は解消 無限個の穴からくる対称性（バランス）
非漸近平坦 エンドの構造はKasner: u− 2 log ρ → 2m

2L 2 log ρ.
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重力ソリトン

定義：非自明な、静的、測地的完備なアインシュタイン計量、ただし
ブラックホールはなし．
• 4D asymptotically flat vacuum gravitational soliton ⇒ the
Minkowsky spacetime and its quotients (Lichnerowitz, Anderson)

• 4D spherically symmetric Einstein-SO(2) Yang-Mills equation:
Bartik-McKinnon (1988) McLeod-Smoller-Wasserman-Yau (1991)

• Higher dimensional vacuum solitons? (∃ super-symmetric examples)
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4 + 1次元重力ソリトン

定理
4 + 1次元真空アインシュタイン方程式のソリトン解が存在する．

Corollary: 4D 重力インスタントン: i.e. 4次元,非特殊ホロノミー、第
2ベッチ数= ∞, リッチ平坦、完備なリーマン多様体　Kasner型エン
ド構造.
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4 + 1次元重力ソリトン
4 + 1次元時空で、(1, 0)軸ロッドと (0, 1)軸ロッドが z軸に周期性を
もって配置されたアインシュタイン計量

ds2 = −ρ2

eu
dt2 + eu1dϕ2

1 + eu2dϕ2
2 + eα(dρ2 + dz2)

ここでu = u1 + u2, u1, u2は、全てグリーン関数、
u1 = lim

m→∞

( ∑
|j|≤m

u[2j]−c1 logm
)
, u2 = lim

m→∞

( ∑
|j|≤m

u[2j+1]−c2 logm
)
.

は収束. u[2j]は 2j番目 (1, 0)型軸ロッドのポテンシャル u[2j]+1は 2j
番目 (0, 1)型軸ロッドのポテンシャル、 αは、u1とu2が与えられれ
ば、 dα = F (u1, u2∂u1, ∂u2)の求積法で定まる．
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コメント ρ2

eu = 1　キリング・ホライズンは存在しない；z軸は全体に
電荷を帯びている：

ds2 = −dt2 + eu1dϕ2
1 + eu2dϕ2

2 + eα(dρ2 + dz2)

よってu1 + u2 = 2 log ρがしたがう.
円錐型特異点は除去可能 α, u1, u2のそれぞれの定数を調整することで

Circumference
2πRadius =∼ eui/2

ρeα/2
→ 1 (i = 1, 2)

漸近平坦ではなくKasner: ρ → ∞にしたがって, 以下の計量に漸近;

ds2 = −dt2 + ρdϕ2
1 + ρdϕ2

2 +
1
√
ρ
(dρ2 + dz2)
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漸近平坦ではなくKasner

u = 1
2L

∫ L

−L

udz ⇒ u = a+ b log ρ

(2D-動径方向に変数を持つ) 調和関数.
dα = F (u1, u2, ∂u1, ∂u2)に求積法を用いて

eα = 1
√
ρ

よって
ds2 = −dt2 + ρdϕ2

1 + ρdϕ2
2 +

1
√
ρ
(dρ2 + dz2)

ρ → ∞のエンドは 3次元トーラスT3 = (S1)2 × S1 3 (ϕ1, ϕ2, z)．
(S1)2は拡大し、S1は縮小．
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ソリトン計量

ds2 = −ρ2

eu
dt2 + eu1dϕ2

1 + eu2dϕ2
2 + eα(dρ2 + dz2)

の 3つのキリング・ベクトル ∂t, ∂ϕ1, ∂ϕ2に対応する計量,

Gij =

 −1 0 0
0 eu1 0
0 0 eu2

 , [G] =

 1
ρ2 0 0
0 eu1 0
0 0 eu2


は調和写像uを定めるが、その像は 5次元対称空間SL(3)/SO(3)の 2
次元フラット (∼= R2)に含まれているため、非線形写像であるはずの
uは、スカラー（グリーン）関数の組 (u1, u2)として表れている. (cf.
Iwasawa 分解 G = KAN)
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5次元ソリトン時空の位相タイプ
4 + 1次元のソリトン計量

g = −dt2 + eu1dϕ2
1 + eu2dϕ2

2 + eα(dρ2 + dz2)

の時間一定面は
• 2 consecutive axis rods (1, 0), (0, 1) ⇒ S4 \ (T 2 × B2)
• 4 consecutive axis rods
(1, 0), (0, 1), (1, 0), (0, 1) ⇒ (S2 × S2) \ (T 2 × B2)

• the whole spaceimte #∞(S2 × S2) so that π2 = ∞
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空間的周期性をもつ5次元ブラックホール時空の
構成
4 + 1次元のブラックホール計量

g = −dt2 + eu1dϕ2
1 + eu2dϕ2

2 + eα(dρ2 + dz2)

は以下のホライズンをもつものをも構成できる．
• String of spheres (Schwarzschild-Tangherlini)
• String of double spheres
• String of Black Saturns
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重力インスタントン
Myers-Korotkin-Nikolai 3 + 1次元時空

ds2 = −ρ2

eu
dt2 + eudϕ2 + eα(dρ2 + dz2)

にWick回転 t 7→
√
−1tを施すと、4次元リーマン計量が得られる．

ds2 = +ρ2

eudt
2 + eudϕ2 + eα(dρ2 + dz2)

= eu1dϕ2
1 + eu2dϕ2

2 + eα(dρ2 + dz2)

ここで ρ2

eu =: u1とu =: u2は、u1 + u2 = 2 log ρをみたす調和関数であ
る．.　これは 4 + 1次元重力ソリトンの時間一定面の計量

g := g
∣∣∣
t=0

:= eu1dϕ2
1 + eu2dϕ2

2 + eα(dρ2 + dz2)

にほかならない． 35 / 38



この 4次元リーマン計量 gは、 リッチ平坦、 Ambrose-Singerの定理
を用いて,　そのホロノミー群は generic、 i.e. not hyper-Kähler. (cf.
Gibbons-Hawking ansatz)
位相的な分類：
• 2 consecutive axis rods (1, 0), (0, 1) ⇒ S4 \ (T 2 × B2)
• 4 consecutive axis rods
(1, 0), (0, 1), (1, 0), (0, 1) ⇒ (S2 × S2) \ (T 2 × B2)

• the whole spaceimte #∞(S2 × S2) so that 2nd Betti number = ∞
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幾何学的な応用
Gromov: 断面曲率Kgが非負なリーマン多様体 (Mn, g)のベッチ数に
関して

∃Cn such that
n∑

i=0
bi < Cn

Q. リッチ曲率Ricgが非負なリーマン多様体 (Mn, g)? (e.g. Sha–Yang
examples of b∗ = ∞ with Ricg > 0, JDG(1989) )
A. そのようなCn (n ≥ 4)は存在しない．上の重力インスタントン
が反例：

b2 = ∞ for Ricg = 0.
cf. Gravitational solitons and complete Ricci flat Riemannian manifolds
of infinite topological type, Pure and Applied Mathematics Quarterly
(2024).
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まとめ
• Einstein equation with time symmetry ↔ Harmonic maps to
symmetric spaces

• Harmonic map as a solution of asymptotic Dirichlet problems,
boundary condition: spatial axial symmetries cf. Toric varieties
(work with Yukio Matsumoto:Plumbing Constructions and the
Domain of Outer Communication for 5-Dimensional Stationary
Black Holes )

• Static, space-periodic solutions: harmonic functions (Image ⊂ flats
of the symmetric space)

• New constructions of gravitational solitons, and gravitational
instantons of various topologies.
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