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－既知と未知が逆転したときに何が視えるか？－

微分方程式に対する逆問題
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14:30～15:30 Sturm-Liouville 逆問題 ：望月 清氏 (中大・理工)

16:00～18:00 逆問題における不連続性の抽出のための解析的方法–探針法 10年–

：池畠 優氏 (群馬大・工)

11月 22日 (土)

10:30～12:00 Gelfand-Levitan理論, 境界制御法から逆散乱理論まで ：磯崎 洋氏 (筑波大・数理)

14:00～15:00 平面上のポテンシャルの再構成について ：渡辺 道之氏 (東京理科大・理工)

15:30～17:00 非破壊検査、画像復元の数理 ：山本 昌宏氏 (東大・数理)

17:10～ ワインパーティー（懇親会）

別紙の趣旨に沿った集会の第 48回を以上のような予定で開催いたします．非専門家向けに入門的
な講演をお願い致しました．多くの方々のご参加をお待ちしております．
講演者による講演内容へのご案内を添付いたしますので御覧下さい．

112-8551 東京都文京区春日 1-13-27 中央大学理工学部数学教室，応用数理センター； 03-3817-1745

ENCOUNTER with MATHEMATICS: homepage : http://www.math.chuo-u.ac.jp/ENCwMATH

三松 佳彦 : yoshiATmath.chuo-u.ac.jp (ATを＠に変更)

The original image of this background (Israel Gelfand, one of the founders of the area) was taken from

‘Paul R. Halmos, I Have a Photographic Memory’, c©1987 by the American Mathematical Society.



Sturm-Liouville 逆問題

中央大学 理工学部 望月　清

質量 m の物体を地表から高さ h のところでそっと離す. 空気抵抗は無視できる
として, t 秒後の物体の位置を (0, 0, z(t)) とすると, Newton の運動方程式

m
d2z

dt2
= −mg, z(0) = h,

dz

dt
(0) = 0

(g = 9.80[m/sec2] は地表での重力加速度) が得られる. 方程式を積分すれば

dz

dt
= −gt, z = −1

2
gt2 + h

となる.

ここでは重力加速度 g を既知としているが, 実はこの落下運動を観測することに
より, 逆に g の値を決定することができる. 地表に到達するのにかかる時間 t0 がわ
かれば g = 2h/t20 のように求まる. これはひとつの逆問題である. また, g は既知と
して, 時間 t0 で地表に到達した物体の, はじめの位置 h を決定することもできる.

逆問題と対比させるとき, はじめの初期値問題は順問題と呼ばれる.

ここでは Sturm-Liouville 作用素のスペクトル逆問題を考える.

区間 [0, 1] に張られた弦の微少振動は波動方程式によって記述されるが, 変数分離
法により, これは境界条件をともなった微分作用素

Lu = −d2u

dx2
+ q(x)u, x ∈ (0, 1)

の固有値問題に帰着される. ここで q(x) は弦の線密度から導かれるポテンシャルで
ある.「振動を観測してポテンシャル q(x) を決定することは可能であろうか.」これ
が我々の逆問題である. 振動を観察するとは作用素 L のスペクトル（固有値列）や
固有関数列のなんらかの性質を知ることであり, その意味でこれをスペクトル逆問
題という.

以下ではこの問題の解の一意性と再構成について, お話したいと思う.



逆問題における不連続性の抽出のための解析的方
法-探針法10年-

池畠優
群馬大学大学院工学研究科

http://www.tech.gunma-u.ac.jp/gakka/ikehata/Index.html

平成 20 年 10 月 9 日

概 要

本講演では偏微分方程式に対する逆問題を扱う. ここで逆問題とは, さまざまな
物理量からなる観測データから未知の対象に関する情報をいかに抽出するかという問
題である. 多くの重要な逆問題は偏微分方程式に対する逆問題として定式化され, 観
測データはその解を使って記述され, 数学サイドからもさまざまな研究がなされてい
る [45, 52, 56, 65]. 特に, 生体あるいは材料などの非侵襲的あるいは非破壊的な検査
などに由来する媒質中の空洞, 介在物, 亀裂, 障害物などの不連続性を抽出する逆問
題における直接的解法を見出す方向の研究で, ほぼ 10年前, 講演者は探針法 [21]お
よび囲い込み法 [25] を発見した. 不思議なことにその時期を前後して他の方法とし
て (1) Colton-Kirschの線形サンプリング法 [12] (2) Kirschの因数分解法 [54, 55](3)
Potthastの特異源泉法 [61] などもあらわれている. 現在でもそれら自身の研究と同時
に, そのさまざまな変形や他の逆問題への適用範囲の拡大の試みがなされている. し
かし残念ながら日本ではこの方向の研究は函数方程式のなかでもいまだに十分認識さ
れているとは言いがたい現状である. そこで本講演ではあらためて探針法および囲い
込み法のアイデアを, Laplace方程式, Helmholtz方程式および熱方程式に対するいく
つかの原型的逆問題を例にして紹介するとともに, 研究の現状と今後の課題について
も論じる1 .
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Gelfand-Levitan理論, 境界制御法から逆散乱理論まで

筑波大学大学院数理物質科学研究科　　磯崎　洋

ラプラシアンあるいはそれを摂動した作用素のスペクトルと固有函数の情報から作用素の係数を再構成
する問題をスペクトル逆問題と呼ぼう. １次元のスペクトル逆問題の歴史は Strum-Liouvilleの時代にまで遡
るのかもしれないが, 数学として形を整えたのは 1929 年の Ambartsumyan による有限区間での Neumann
問題の逆問題の一意性の定理がその始めであろう. Heisenbergによる S行列理論は量子力学におけるポテ
ンシャル散乱の逆問題への関心を呼び起こした. また Borg（1945）は固有値問題の逆問題の一意性をさら
に一般化し, 係数の再構成にまで進んだ. ロシアでは微分作用素のスペクトル理論の研究が成長しつつあっ
たが, 1951 年の Gelfand-Levitan の論文は Volterra 型積分方程式を解くことによりスペクトル函数からポ
テンシャルを再構成する手法を確立した. さらにMarchenko（1955）は１次元 Schrödinger 作用素の S 行
列からポテンシャルを再構成する手段を与え, １次元の散乱の逆問題は完全な解決をみた. また固有値問題
における逆問題も解決された.

1957 年の Amsterdam の国際会議において Gelfand は多次元におけるスペクトルデータからの逆問題
を提唱した. M. Kac の論文 ”Can one hear the shape of a drum?” (1966) は等スペクトル多様体に関する
興味深い一連の研究を導いたが, 以下では固有値のみならず固有函数の情報も用いて元の作用素を再構成す
るGelfand 流の逆問題に焦点を絞る. 1965年から 10 年ほどの間に Faddeev は多次元における Schrödinger
作用素の逆散乱理論の重要な基礎を築いた. 一方 1950年代初めに M.G.Krein も逆問題に重要な貢献をして
いる. Kreinのアイディアは波動方程式を基礎とするものであったが, それはスペクトル的な概念に覆い隠さ
れていたようである. Krein の仕事の中の波動としての側面, 特に有限伝播性の逆問題における重要性を見
抜いたのが Blagovestchenskii（1971）である. これが多次元につながる道であった. 波動現象の時間依存性
に依拠することにより, 境界制御法と呼ばれる多次元逆問題解決への路を与えたのが Belishev（1986）であ
る. さらに Kurylev と共にリーマン計量の決定に関する Gelfand のスペクトル逆問題が肯定的に解決され
た（1992）. その際, Tataru（1995）による境界値問題の解の一意性の定理（これは Holmgren (1901) 以来
の偏微分方程式論の課題であった）が重要な役割を果たすことは特筆されるべきであろう. Belishv-Kurylev
の 1992 年の論文ではこのことを仮定していた. 境界制御法は現在のところリーマン計量を決定できるほぼ
唯一の手法である. 非コンパクト多様体上の逆散乱理論への応用も現在進行中である. このようなスペクト
ル逆問題の研究の歴史と現状, ならびに基本的な考え方を解説したい.
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平面上のポテンシャルの再構成について
渡辺道之　（東京理科大学・理工学部）

直接見たり触れたりするのが困難な物の正体（または性質）を知るにはどうしたらよいか？1つの方法は，
未知の対象物に何らかの刺激を与え，その反応を観測する．この実験を繰り返し得られた観測データから対象
の正体を予想することである．この事を理論的に説明し，解明しようというのが偏微分方程式の逆問題である．
物理現象を偏微分方程式で記述する際，物理的現象を特徴づける物理係数はしばしば偏微分方程式の係数

に現れる．偏微分方程式の通常の理論では，方程式の係数，初期条件，境界条件，初期値及び境界値は既知量
であり，時刻と場所 における方程式の解が求めるべき未知量である．既知量に適当な条件を課すことで，解の
一意存在がわかり，その解の漸近挙動などのいろいろな性質を調べることが出来る．このような問題は順問題
と呼ばれている．
一方で，現実の問題では順問題で既知量と考えているものは，いくつかが未知量である場合が多い．たと

えば，方程式に現れる係数は考えている系の物理的特性を現すものであるが，これら全てが既知である場合は
少なくない．このような場合，順問題とは逆に解についての何らかの情報からこれらの未知量を推定すること
を逆問題と呼んでいる．
ここでは，単純で基本的な方程式 {

−Δu + V u = 0, in Ω,
u = f, on ∂Ω,

の逆問題を考える．Ω ⊂ R2は滑らかな境界を持つ有界領域とし，V ∈ Lp(Ω) (p > 2)で複素数値関数とする．
適当な条件の下，f を与えるとそれに応じて解 uが唯 1つ定まる．f と解 uの法線方向微分の境界での値 ∂u

∂ν

∣∣∣
∂Ω

が与えられた境界上のデータとする．すなわち，Dirichlet-Neumann写像（DN写像）ΛV

ΛV f =:
∂u

∂ν

∣∣∣
∂Ω

と呼ばれるものが与えられているとする．境界値逆問題とは，DN写像 ΛV から V (x)を求めよ，という問題
である．とくに，ΛV から V (x)を一意的に決定できるか？これを一意性の問題と呼ぶ．もし一意的に求まるの
であれば，V (x)を ΛV を用いて計算せよ，これを再構成の問題と呼ぶ．
多次元逆問題に関しては，DN写像から V (x)を一意的に決定でき，さらに再構成の手続きも与えられてい

る（例えば，Nachmann ’88）．空間 2次元の場合，最近一意性が Bukhgeim ’08によって証明された．
本講演では，空間 2次元の再構成の問題，すなわち，どのような手順で ΛV から複素数値関数 V (x)を構成

するか，について紹介する．



非破壊検査、画像復元の数理

山本昌宏
東京大学大学院・数理科学研究科
153-8914 東京都目黒区駒場 3-8-1
myama@ms.u-tokyo.ac.jp

要旨

逆問題の本質は、考えている現象において平滑化や分散などで平均化された
データから、もとの原因などを決定することにある。この場合、現象を引き起こ
した原因は、例えば媒質における非均質性などがあるが、空間的に離れた場所で
しかも時間が経過した後でしかデータを取れないことが普通であり、その結果も
ともとの非均質性などのプロファイルの輪郭がぼけた形でしかデータに反映され
ない。したがって、このようなことから逆問題特有の不安定性が生じ、数学解析
にも数値計算にも工夫が必要になる。
さらに、製造プロセスの適切なモニターリングや制御などのために、逆問題

の解法は多くの産業場面でも強く要求される現実的にも重要な問題であり、逆問
題の数理に基づいた数値計算手法の開発が強く望まれている。
ここではそのような逆問題の特質と不安定性とそれに伴う数学解析ならびに

数値計算手法の一端について、次の３つの話題に基づいて解説し、逆問題では何
が問題となり、そしてどのように課題が解決されていくのかを紹介することを目
的とする。
（１）チホノフ正則化を用いた数値微分と画像復元
（２）チホノフ正則化解を用いた界面の再構成
（３）非定常サーモグラフィーによる薄板内の疵検知の数理と数値計算
（１）の数値微分とは、区間の有限個の点のみで近似的に与えられた関数の

値からもとの関数の微分係数を再構成するという、最も単純な逆問題であるが、
画像復元におけるエッジ検知や option-pricing に関連する逆問題などにおける基
礎となるものである。チホノフ正則化解の空間局所的な滑らかさが逆問題の解の
特異点（不連続点など）の近くで落ちることを利用して、もとの特異点の位置を
決定することが基本的なアイデアであり、理論面の結果と焦点のぼけた写真から
もとの写真を再構成した数値例を紹介する。画像復元は、医学診断をはじめとし
て、例えば自動車などの自動操縦のためにコンピュターによる路上の対象物の自
動認識などとも関連して、実に多様な場面で重要になっている典型的な逆問題の
１つである。
（２）は（１）を発展させたアイデアで、重力場における逆問題などに関す

る数値的な試みを紹介する。
（３）は製造プロセスにおける非破壊検査と関連した１つの逆問題であり、安

定性に関する成果を数値例とともに紹介する。
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