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1 モンジュの問題とモンジュ・カントロヴィッチ問題（桑江）

本稿では最適輸送理論の歴史的経緯を交えながら基本となる考え方や方法を伝えたい.

より詳しくはC. Villani氏やAmbrosio-Gigli-Savaré 諸氏による教科書 [143, 144, 4]を, 日
本語による解説では會田茂樹氏による講演スライド [147]や三上敏夫氏や太田慎一氏によ
る論説 [153, 148, 149]を参照されたい.

1.1 モンジュの問題とモンジュ・カントロヴィッチ問題の歴史

次の問題を考える.

問題 1.1 ([103]) ある砂山をそれと同じ体積の穴に移したい. 砂粒一つ一つの移動には移
動距離に依存したコストがかかるとき, 最適な移動のさせ方は何か？ 　

　この問題は仏の数学者・工学者であるGaspard Monge の 1781年の論文 [103]の中で提
唱され, モンジュ 1の最適輸送問題, 略してモンジュの問題と呼ばれています. モンジュは
フランス革命時に海軍大臣を務めたこともあり, モンジュの問題は物資の輸送におけるコ
ストの節約の観点から現実的な要請が背景にあったと考えられます.

さて問題の文面のままでは何が問題なのか分りにくいですが, 実は砂山の砂粒はそれを
移動させたら空中 (地中？ )で静止してそこに留まっていることを暗に仮定しています.

解りやすい形に言い換えると次のようになります.

問題 1.2 n個の工場と n個の店舗があり, 各工場から各店舗にそれぞれ一個の製品のみを
移動させ距離に応じてコストがかかるとき, 総コストを最小にする移動のさせ方は何か？

　問題 1.2 2の解は工場と店の具体的な配置から決まります. しかも移動のさせ方は n! 通
りしかないので計算して具体的な解を (しらみつぶしかコンピュータで)求めることが原
理的に可能です. 最初の問題 1.1 は問題 1.2 において工場の個数が無限でしかも至る所密
に詰っていて, さらに移動先の店舗も無限で密に詰っている状況の問題と解釈することが
できます. さらに一歩進めて「密に詰った無限の各工場から密に詰った無限の各店舗に総
コストが最小になるような１対１上への写像を決める問題」と理解できます. 問題 1.1を
数学的に述べると以下のようになります.

1モンジュはラプラス, フーリエと並んでナポレオンに仕えた数学者の一人である. 真面目で正義感の強
い人物だったが, それが災いしてナポレオンを最後まで信奉したため悲惨な末路を迎えた逸話が残っている.

2この問題は, n個の工場とm個の店舗を考え, Pi が i番目の工場の供給製品数, Qj が j番目の店舗の必
要製品数を表し, Xij を i番目の工場の製品数 Piのうち j 番目の店舗へ配送する供給数, その移動コストを

Cij として
n∑
i=1

Pi =
m∑
j=1

Qj =
n∑
i=1

m∑
j=1

Xij の条件下で総コスト C(X) =
n∑
i=1

m∑
j=1

XijCij を最小にする配送数

行列 X = (Xij)を求めよという問題に一般化できる. これをヒッチコック型輸送問題という. 問題 1.2は
n = mで C が単位行列の場合を考えている.
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問題 1.3 D1, D2は R3の部分集合で同じ体積 1をもつとする. 位置 xの砂を位置 yに移
動するのに要する価格は単位体積あたり c(x, y) 3 だけかかるとする. D1からD2への写
像 T で次の条件 (1), (2) を満たすものを考える:

(1) T は全単射である. すなわち x ̸= x′ならば T (x) ̸= T (x′), かつD1の T による像
T (D1) = {T (x) | x ∈ D1} はD2である.

(2) D1の任意の部分集合 U に対してその像 T (U)と U の体積は同じである.

これらの条件下でC(T ) :=

∫
D1

c(x, T (x))dxを最小にする写像 T を求めよ.

問題 1.3はたいへんな難問で解決されるまで長い年月がかかりました. Sudakov [135, 136]

が 1979 年にモンジュの問題の解である最適輸送写像 T の存在証明を発表しましたが, そ
れには一部誤りがありました. 修復された証明は測度の台が互いに素でコンパクトという
強い仮定の下で Evans-Gangbo [49] (1999), 密度をもつ仮定の下で Ambrosio [2] (2000),

Trudinger-Wang [139] (2001), Caffarelli-Feldman-McCann [23] (2002) 4等によりなされま
した.

1979 年の Sudakov [135, 136]以前にこの問題に関して重要なアイディアを提出したの
がロシアの数学者・経済学者 Leonid Kantorovich(レオニード・カントロヴィッチ)(1912-

1986)です. カントロビッチはモンジュの問題を, 写像を決めるのでなく,「工場の散らば
り (確率分布 µ)と店舗の散らばり (確率分布 ν)が与えられているときに xから yへの移動
コスト c(x, y)の総コスト

C(π) :=

∫
Rn×Rn

c(x, y)π(dxdy)

が最小になるような工場と店舗の配置の結合分布 π(輸送計画)を決めよ」という問題に置
き換えました. これをモンジュ・カントロビッチ問題 (以下MK問題)と呼びます. MK問
題はモンジュの問題よりは解決が数学的には易しく, モンジュの問題の解決に向けて大き
な進展が得られました. カントロビッチは線形計画法 5において先駆的な業績を挙げてお
り, 資源の適正配分に関する一連の研究により 1975年にノーベル経済学賞を受賞してい
ます．MK問題の解から対応するモンジュの問題の解 T の満たすべき性質が予想できま
す. そのことに基づいてコスト関数 c(x, y) が良い条件を満たすとき初めて厳密に解いた
のがYann Brenier です (1987年).

定理 1.4 (Yann Brenier(1987), cf. [19, 20]) µ, ν は Rn 上の連続型確率分布で, ２次
の積率をもつとし, µは n-次元ルベーグ測度に関して絶対連続なものとする. コスト関数
c(x, y) = 1

2
|x−y|2に対するMK問題の解π ∈ Π(µ, ν)に対してπ(A×B) = µ(A∩T−1(B)),

3c(x, y)はここでは必ずしも R3 のユークリッド距離 |x− y|に依存しているとは限らないものとする.
4Brenierの定理の結果と異なり, 最適輸送写像の一意性は成立しない.
5ジョージ・ダンツィーグ (George Dantzig 1914–2005)が 1948年に線形計画法を確立した.
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∀A,B ∈ B(Rn) 6を満たす写像 T : Rn → Rnが存在する. さらに凸関数 ϕ : Rn → Rで
T = ∇ϕ µ-a.s. をみたすものが存在する. ここで

Π(µ, ν) := {π ∈ P(Rn × Rn) | π(A× Rn) = µ(A), π(Rn ×B) = ν(B) ∀A,B ∈ B(Rn)}

は µ, νの結合分布 (カップリング)と呼ばれるRn ×Rn確率測度の全体で, P(Rn ×Rn)は
Rn × Rn = R2n上のボレル確率測度の全体である.

証明 (定理 1.4の証明の概略) π0 ∈ Π(µ, ν)を

D2[π] :=

∫
Rn×Rn

|x− y|2π(dxdy), π ∈ Π(µ, ν)

を最小にする輸送計画とする (後述の定理 1.6からこの最小点 π0 ∈ Π(µ, ν)は存在する).

すると任意の x, y ∈ Rnで φ(x) + ψ(y) ≤ 1
2
|x − y|2をみたす有界連続関数 φ, ψ ∈ Cb(Rn)

7について

1

2
D2[π] =

1

2

∫
Rn×Rn

|x− y|2π(dxdy) ≥
∫
Rn×Rn

(φ(x) + ψ(y))π(dxdy)

=

∫
Rn

φ(x)µ(dx) +

∫
Rn

ψ(y)ν(dy)

となって, これより

1
2

inf
π∈Π(µ,ν)

D2[π] ≥ sup

{∫
Rn

φ(x)µ(dx) +

∫
Rn

ψ(y)ν(dy)

∣∣∣∣∣
φ, ψ ∈ Cb(Rn), φ(x) + ψ(y) ≤ 1

2
|x− y|2 ∀x, y ∈ Rn

} (1.1)

を得る. 右辺を最大化する関数の組 (φ, ψ) ∈ L1(µ) × L1(ν) 8で, 任意の x, y ∈ Rn で
φ(x) + ψ(y) ≤ 1

2
|x− y|2を満たし, かつ

π0-a.s. (x, y) ∈ Rn × Rn で φ(x) + ψ(y) =
1

2
|x− y|2 (1.2)

をみたすものが存在することが (µ, νの２次の積率有限性から後述の定理 1.24(2)が適用
できて)わかり, (1.1)で等号が成立する (Kantorovich双対性, 定理 1.24(3)). 特に (1.2)か
ら µ-a.s. x ∈ Rnに対し, φ(x) + ψ(y) = 1

2
|x− y|2をみたす y ∈ Rnが存在する. 実際,

A :=

{
x ∈ Rn

∣∣∣∣ φ(x) + ψ(y) =
1

2
|x− y|2 を満たす y が存在する

}
6これは T のグラフ G(T ) := {(x, T (x)) ∈ R2n | x ∈ Rn}に対して π(G(T )) = 1と同値である.
7Cb(Rn)は Rn 上の有界連続関数の全体.
8この最大化する関数の組 (φ,ψ)の φをKantorovich potentialという. また ψはこの場合, ψ(y) :=

φc(y) := infz∈Rn

{
1
2 |z − y|2 − φ(z)

}
と定め, その帰結として φ(x) + ψ(y) ≤ 1

2 |x− y|2, x, y ∈ Rn となる.
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とすると

µ(A) = π0(A× Rn)

= π0

({
x ∈ Rn

∣∣∣ φ(x) + ψ(y) =
1

2
|x− y|2 を満たす y が存在する

}
× Rn

)
≥ π0

({
(x, y) ∈ Rn × Rn

∣∣∣ φ(x) + ψ(y) =
1

2
|x− y|2

})
= 1

となる. x ∈ Aをとれば, φ(x) + ψ(y) = 1
2
|x− y|2をみたす y毎に

z 7→ 1

2
|z − y|2 − φ(z)

は xで最小値をとることがわかる. 特に, x ∈ Aで

φ(x) ≤ inf
w∈Rn

(
1

2
|x− w|2 − ψ(w)

)
≤ 1

2
|x− y|2 − ψ(y) = φ(x)

から,

φ(x) = inf
w∈Rn

(
1

2
|x− w|2 − ψ(w)

)
(1.3)

を得る.

φk(z) := inf
|w|<k

{
1

2
|z − w|2 − ψ(w)

}
とおくと, φk は局所 Lipschitz連続であり, x ∈ Aとして十分大きい k ∈ Nに対して
|y| < kになることから φ(x) = φk(x) を得る. これより µ-a.s. x ∈ Rn で k ∈ N がとれ
て φ(x) = φk(x)となる. したがって Rademacherの定理 ([144, Theorem 10.8(ii)])より
µ-a.s. x ∈ Rn で φは微分可能となる. そこで

D(T ) := A ∩
{
x ∈ Rn | φは xで微分可能

}
とする. 明らかに µ(D(T )) = 1である. x ∈ D(T )において φ(x) + ψ(y) = 1

2
|x− y|2の両

辺を微分して

(x− y)−∇φ(x) = ∇
(
1

2
| · −y|2 − φ

)
(x) = 0,

すなわち y = x−∇φ(x)を得る. つまり x ∈ D(T )毎に φ(x) + ψ(y) = 1
2
|x− y|2をみたす

y がこの表示から一意的に決まる. そこで写像 T : D(T ) → Rnを

T (x) = x−∇φ(x) = ∇
(
1

2
| · |2 − φ

)
(x), x ∈ D(T )

で定めることにする. リーマン多様体での指数写像 expxをユークリッド空間の場合に適
用すると

T (x) = x−∇φ(x) = expx (−∇φ(x))
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と表される. そこで

ϕ(z) := sup
w∈Rn

(
ψ(w)− 1

2
|w|2 + ⟨z, w⟩

)
で関数 ϕを定めると, ϕは表示から明らかにRn上の凸関数であり 9, (1.3)から

ϕ(x) =
1

2
|x|2 − φ(x), x ∈ A

となることから T = ∇ϕ = exp·(−∇φ) µ-a.s.を得る.

最後に π0 = (Id, T )♯µ
10を示そう. これから最適輸送計画 π0は一意に定まることがわ

かり, ν = T♯µ
11も従う.12 まず T のグラフを G(T ) := {(x, T (x)) | x ∈ D(T )}とする.

Γ0 := {(x, y) ∈ Rn × Rn | φ(x) + ψ(y) = 1
2
|x − y|2}とすると写像 T の構成の手続きから

G(T ) = Γ0 ∩ (D(T )× Rn)がわかるので π0(Γ0) = 1から

π0(G(T )) = π0(Γ0 ∩ (D(T )× Rn)) = π0(D(T )× Rn) = µ(D(T )) = 1

となる. これより, 任意のA,B ∈ B(Rn)に対して

π0(A×B) = π0((A×B) ∩G(T ))
= π0({(x, T (x)) | x ∈ D(T ) ∩ A, T (x) ∈ B})
= π0({(x, T (x)) | x ∈ D(T ) ∩ A ∩ T−1(B)})
= π0([(D(T ) ∩ A ∩ T−1(B))× Rn] ∩G(T ))
= π0((D(T ) ∩ A ∩ T−1(B))× Rn)

= µ(D(T ) ∩ A ∩ T−1(B)) = µ(A ∩ T−1(B)) = (Id, T )♯(A×B)

となり, π0 = (Id, T )♯µを得る. 2

注意 1.5 (1) 定理 1.4の帰結としてBrenier [19, 20]による極因子分解定理 (Polar fac-

torization Theorem)がわかる: λnを n-次元ルベーグ測度とし, ν ∈ Pac
2 (Rn) 13を

考える. 可測ベクトル場X : Rn → Rnが

X♯λ
n ≪ λn

9ϕ((1 − t)x + ty) = supw∈Rn{ψ(w) − 1
2 |w|

2 + ⟨(1 − t)x + ty, w⟩} = supw∈Rn{(1 − t)(ψ(w) − 1
2 |w|

2 +
⟨x,w⟩) + t(ψ(w)− 1

2 |w|
2 + ⟨y, w⟩)} ≤ (1− t)ϕ(x) + tϕ(y).

10ここで (Id, T )♯µは µの直積写像 (Id, T )による押し出し測度 (確率論の教科書では像測度)と呼ばれる
もので (Id, T )♯µ(C) := µ((Id, T )−1(C)) = µ({x ∈ Rn | (x, T (x)) ∈ C}), C ∈ B(Rn × Rn)で定義される.

11T♯µも写像T : Rn → Rnによるµの押し出し測度で, T♯µ(B) := µ(T−1(B)) = µ({x ∈ Rn | T (x) ∈ B}),
B ∈ B(Rn)で定義される. µ (resp. ν)が n-次元 Lebesgue測度 λn に関して絶対連続で, その密度関数を
f(x) (resp. g(x)) とするとき, T が λn-a.e. で可微分ならば, ν = T♯µ は |det( ∂Ti

∂xj
(x))|g(T (x)) = f(x)

λn-a.e. x ∈ Rn と同等である. ここで det( ∂Ti

∂xj
(x))は T のヤコビ行列式である. T = ∇ϕ λn-a.e.と T が

凸関数 ϕの勾配で表示されていれば, T は λn-a.e.で微分可能で g が正なら, ϕは Monge-Ampére方程式
det∇2ϕ(x) = f(x)

g(∇ϕ(x)) の解となる.
12ν = T♯µを直接的に示すこともできる. これは (φ,ψ)が (1.1)の右辺を最大化することから, h ∈ C1

0 (Rn)
に対して

∫
Rn h ◦ Tdµ−

∫
Rn hdν = limε→0

1
ε (J(φ+ εh ◦ T, ψ− εh)− J(φ,ψ)) = 0となることでわかる. こ

こで J(f, g) :=
∫
Rn fdµ+

∫
Rn gdν である.

13Pac
2 (Rn) := {µ ∈ P(Rn) | µ は Lebesgue 測度に関して絶対連続 }.

7



を満たせば, ある凸関数 ψと η♯ν = ν をみたす写像 η : Rn → Rnが存在してX =

∇ψ ◦ η ν-a.s. と表せる.

証明 µ := X♯ν とすると仮定から µ ∈ Pac
2 (Rn)であり, 定理 1.4からコスト関数

c(x, y) = 1
2
|x− y|2と µ, νに関する最適輸送写像 T は下半連続な凸関数 ϕを用いて

T = ∇ϕ µ-a.s.の表現を持ち

ν = T♯µ = (∇ϕ)♯µ = (∇ϕ)♯X♯ν = (∇ϕ ◦X)♯ν

と表せる. η := ∇ϕ◦Xとおくと上式は η♯ν = νを表している. ϕのFenchel-Legendre

変換を ϕ∗(y) := sup{⟨x, y⟩ − ϕ(x) | x ∈ Rn} とおくと, これは下半連続凸関数で
∇ϕ∗ ◦ ∇ϕ = Id µ-a.s. 14となるのでX = ∇ϕ∗ ◦ η ν-a.s. を得る. 2

(2) 定理 1.4はMikami [99]によって確率論的な別証明が与えられている.

(3) 定理 1.4はユークリッド空間の設定でGangbo-McCann [56]においていくつかの条
件をみたす狭義凸関数 h : Rn → [0,+∞[ 15を用いたコスト関数 c(x, y) = h(x − y),

x, y ∈ Rnの場合に拡張されている. 詳細は [153]の解説を参照されたい. モンジュ
の問題を解決したTrudinger-Wang [139], Caffarelli-Feldman-McCann [23]の証明は
Gangbo-McCann [56]の結果に立脚している.16

(4) 定理 1.4はMcCann [97]によってコンパクトリーマン多様体の場合に, その後Fathi-

Figalli [52], Figalli-Gigli [53]によって非コンパクトリーマン多様体 (M, g)の場合に
拡張された. その場合もリーマン距離 dg(x, y)を用いた c(x, y) = 1

2
d2g(x, y)をコスト

関数とする µ0 ∈ Pac
2 (M)と µ1 ∈ P2(M)に関する最適輸送写像 T は局所弱凸関数 φ

が存在して
T = exp· (∇φ) µ-a.s.

と表現される. また勾配ベクトル場に沿う µ0の押し出し測度

µt := (Tt)♯µ0, Tt(x) := expx (t∇φ(x)) , t ∈ [0, 1]

が後述のL2-Wasserstein空間 (P2(M),W2)
17における µ0から µ1への最短測地線を

与える. すなわち

W2(µ0, µt) = tW2(µ0, µ1), W2(µt, µ1) = (1− t)W2(µ0, µ1), t ∈ [0, 1].

14凸関数の組 (ϕ, ϕ∗)は µ := X♯νと νに対してコスト関数 c(x, y) = −⟨x, y⟩に後述のKantorovich双対性
(定理 1.24)を適用して, (−ϕ,−ϕ∗)が supπ∈Π(µ,ν)

∫
Rn×Rn⟨x, y⟩π(dxdy) = inf(φ,ψ)∈Φc∩Cb

J(−φ,−ψ)の右
辺を最小化するものであり, 左辺の最大点 π0 ∈ Π(µ, ν)について等式 ⟨x, y⟩ = ϕ(x) + ϕ∗(y) π0-a.s. (x, y) ∈
Rn × Rn をみたすものになっている. ϕ(x) (resp. ϕ∗(y))は Lebesgue測度に関して a.e. x (resp. a.e. y)で
微分可能であるので π0-a.s. (x, y)で ϕ(x)と ϕ∗(y)は微分可能となり, 等式 ⟨x, y⟩ = ϕ(x) + ϕ∗(y)の両辺を
y について微分することで x = ∇ϕ∗(y), xについて微分することで y = ∇ϕ(x) を得て, x = ∇ϕ∗ ◦ ∇ϕ(x)
π0-a.s. (x, y)となる, したがって x = ∇ϕ∗ ◦ ∇ϕ(x) µ-a.s. x ∈ Rn となる.

15h(x) = |x|p, x ∈ Rn, p ∈]1,+∞[などが一例.
16コスト関数 cp(x, y) = |x − y|p に対するモンジュ・カントロヴィッチ問題の一意的な解において極限

p→ 1をとることで c(x, y) = |x− y|に対するモンジュ・カントロヴィッチ問題の解を構成している.
17P2(M) はリーマン多様体 (M, g) における２次積率有限なボレル確率測度の全体である. すなわち

P2(M) := {µ ∈ P(M) | ∃x0 ∈M s.t.
∫
M
d 2
g (x, x0)µ(dx) <∞} (dg は (M, g)上のリーマン距離).
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1.2 モンジュ・カントロヴィッチ問題の解の存在

定理 1.6 (最小点の存在) X, Y をポーランド空間18とし, µ ∈ P(X), ν ∈ P(Y )をそれ
ぞれの空間上の確率測度とする. コスト関数 c : X × Y → [0,∞] 19 は下半連続とする.∫
X×Y c(x, y)π(dxdy) <∞をみたす π ∈ Π(µ, ν)が存在すれば, モンジュ・カントロヴィッ
チ問題

inf
π∈Π(µ,ν)

∫
X×Y

c(x, y)π(dxdy) <∞ (1.4)

の最小点 π0 ∈ Π(µ, ν)が存在する. この π0を µから νへの最適輸送計画, あるいは µと ν

の最適カップリングと呼ぶ.

注意 1.7 (1) (1.4) の 最小点である最適輸送計画 π0は一般に一意ではない.

(2) MK 問題は確率論的には

inf {E [c(U, V )] | U♯P = µ, V♯P = ν} (1.5)

を最小化するX×Y -値確率変数 (U, V )を求めることでもある. (U, V )の分布 (U, V )♯P

は U の分布 U♯P = µ, V の分布 V♯P = νのカップリングに他ならない.

定義 1.8 (半連続性) (E,O(E))を位相空間とする. 関数 f : E → Rの x ∈ Eにおける下
極限 (lower limit)を

lim
y→x

f(y) := sup
U∈U(x)

inf
y∈U

f(y) (1.6)

で定める. 同様に上極限 (upper limit)を

lim
y→x

f(y) := inf
U∈U(x)

sup
y∈U

f(y) (1.7)

で定める. ここで U(x)は x ∈ Eでの位相の近傍系である. (E,O(E))が第一可算で, 点列
{xn}が xに収束しているときは

lim
y→x

f(y) = lim
n→∞

f(xn) := sup
n∈N

inf
k≥n

f(xk), (1.8)

lim
y→x

f(y) = lim
n→∞

f(xn) := inf
n∈N

sup
k≥n

f(xk) (1.9)

となる. (E,O(E))が距離 dから定まる位相空間のときは

lim
y→x

f(y) = lim
ε→0

inf
d(x,y)<ε

f(y), (1.10)

lim
y→x

f(y) = lim
ε→0

sup
d(x,y)<ε

f(y) (1.11)

18ポーランド空間とは完備可分な距離空間と位相同型な位相空間である. この講演で扱う空間は全てポー
ランド空間である.

19ここでは簡単のためコスト cは非負としているが, 非負の条件を弱めて上半連続な a ∈ L1(X;µ), b ∈
L1(Y ; ν)がとれて c(x, y) ≥ a(x) + b(y) ∀(x, y) ∈ X × Y が成立するとしても同じ結論を得る.
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となる. 関数 f : E → R が x ∈ E で下半連続 (lower semi continuous at x ∈ E)

(resp. x ∈ Eで上半連続 (upper semi continuous at x ∈ E))であるとは f(x) ≤ limy→x f(y)

(resp. f(x) ≥ limy→x f(y)) のこととする. また f : E → RがE上で下半連続 (lower semi

continuous on E) (resp. E上で上半連続 (upper semi continuous on E) とは fが全ての点
x ∈ Eで下半連続 (resp. 全ての点 x ∈ Eで下半連続)のこととする.

補題 1.9 (E, d)を距離空間とする. 下に有界な下半連続関数f : E → Rに対して Lipschitz

連続な有界関数からなる単調非減少列{fn}でf(x) = limn→∞ fn(x)となるものが存在する.

証明 fn, gnを

gn(x) := inf
y∈E

{nd(x, y) + f(y)} , fn(x) := gn(x) ∧ n

とおくと, 明らかに gn(x) ≤ gn+1(x) ≤ f(x)で, gn は n-Lipschitz であるので fn も同
じ性質をもつ. f が下に有界であることから gn, fnも下に一様に有界で同じ下界をもつ.

gn(x) → f(x) as n → ∞のみ示せばよい. f(x) − supn∈N gn(x) > 0として 0 < ε <

f(x)− supn∈N gn(x)をとる. これから点列 {yn}で nd(x, yn) + f(yn) < f(x)− εをみたす
ものがとれる. したがって

d(x, yn) <
f(x)− f(yn)− ε

n
≤ f(x)− infy∈E f(y)− ε

n
→ 0 n→ ∞

となるので limn→∞ yn = xとなる. これとfの下半連続性からf(x) ≤ lim
n→∞

f(yn) ≤ f(x)−ε

を得て矛盾するので, f(x) = supn∈N gn(x)となる. 2

定義 1.10 (弱収束) (E, d) を距離空間とする. {µk} ⊂ P(E) が µ ∈ P(E) に弱収束
(weakly convergent)するとは, 任意の φ ∈ Cb(E)

20に対して

lim
k→∞

∫
E

φ(x)µk(dx) =

∫
E

φ(x)µ(dx) (1.12)

が成立することとする. このとき µk
w→ µと記す. これらは次の条件と同値である.

(1) 任意の有界な下半連続関数 φに対し,

∫
E

φ(x)µ(dx) ≤ lim
k→∞

∫
E

φ(x)µk(dx).

(2) 任意の下に有界な下半連続関数 φに対し,

∫
E

φ(x)µ(dx) ≤ lim
k→∞

∫
E

φ(x)µk(dx).

(3) 任意の有界な上半連続関数 φに対し,

∫
E

φ(x)µ(dx) ≥ lim
k→∞

∫
E

φ(x)µk(dx).

(4) 任意の上に有界な上半連続関数 φに対し,

∫
E

φ(x)µ(dx) ≥ lim
k→∞

∫
E

φ(x)µk(dx).

20Cb(E)は E 上の有界連続関数の全体.
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(5) 任意の開集合Gに対し, µ(G) ≤ lim
k→∞

µk(G).

(6) 任意の閉集合 F に対し, µ(F ) ≥ lim
k→∞

µk(F ).

(7) 任意のボレル集合Aで µ(∂A) = 0をみたすものに対し, µ(A) = lim
k→∞

µk(A).

証明 (定義 1.10での主張の同値性の証明) (5), (6), (7) と (1.12)との同値性は標準的な
テキスト (例えば, 小谷 [151, 命題 9.2])に記述があるので略する. (1) と (3) との同値性は
φを−φにすることで自明. したがって (1) を仮定すると (3) とあわせて (1.12) が得られ
る. 逆に (1.12) を仮定すると, 補題 1.9から任意の有界な下半連続関数 φが有界な連続関
数列 {φn}の単調増大極限であることから∫

E

φdµ =↑ lim
n→∞

∫
E

φndµ ≤ lim
n→∞

lim
k→∞

∫
E

φndµk ≤ lim
k→∞

∫
E

φdµk

となり (3) を得る. (1)=⇒(2) と (3)=⇒(4) は自明, (2)=⇒(1) は φn := φ ∧ nとして∫
E

φndµ ≤ lim
k→∞

∫
E

φndµk ≤ lim
k→∞

∫
E

φdµk

から従う. (4)=⇒(3) も同様である. 2

注意 1.11 (1) 距離空間 (E, d)においてP(E)上の弱収束は距離化可能な位相から決ま
る. この位相を弱位相 (weak topology)という ([4, Remark 5.1.1]).

(2) 距離空間 (E, d)において確率測度の全体P(E)は有界連続関数全体Cb(E)の位相的
双対空間 (Cb(E))

∗の単位球とみなせることからP(E)の弱位相は (Cb(E))
∗のweak∗

位相とみなせる.

定義 1.12 (緊密性 (tightness)) (E, d)を距離空間, P(E)を E上のボレル確率測度の全
体とする. E上の確率測度の族Π(⊂ P(E))が緊密 (tight)であるとは ∀ε > 0に対し, コ
ンパクト集合 ∃Kεで sup

µ∈Π
µ(Kc

ε) < εを満たすものがとれることとする.

定理 1.13 (Prokhorov’s Theorem)

(E, d)を可分距離空間とする. E上の確率測度の族Π(⊂ P(E))に対し,

(1) Πは緊密 (tight) である.

(2) ΠはP(E)の弱収束で相対点列コンパクトである.

としたとき, (1)⇒(2) が成立する. さらに (E, d)が完備なら (2)⇒(1) が成立する.

注意 1.14 (1) 定理 1.13の証明についてはBillingsley [16, Theorems 5.1 and 5.2], Ikeda-

Watanabe [73, Theorem 2.6], Dellacherie-Meyer [41, III-59]や小谷 [151, 定理 9.4]

等の確率論の教科書を参照されたい.
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(2) 定理 1.13からEがポーランド空間ならΠの緊密性とΠの弱位相での相対コンパク
ト性が同値になる. このような性質をもつ位相空間をラドン空間 (Radon space)

という ([4, Definition 5.1.4]). 定理 1.13はポーランド空間ならラドン空間であるこ
とを主張している.

証明 (定理 1.6の証明) {πn} ⊂ Π(µ, ν)を (1.4) の 最小化列とすると, {πn}はP(X × Y )

において緊密 (tight)な族になる. 実際, X,Y がポーランド空間であることからProkhorov

の定理 (定理 1.13)より∀ε > 0に対してコンパクト集合K1 ⊂ X,K2 ⊂ Y でµ(Kc
1), ν(K

c
2) <

ε/2となるものがとれるのでπn((K1×K2)
c) ≤ πn(K

c
1×Y )+πn(X×Kc

2) = µ(Kc
1)+ν(K

c
2) <

εから supn∈N πn((K1 ×K2)
c) < εとなるので {πn}は緊密な族である. これと Prokhorov

の定理 (定理 1.13)から {πn}から部分列 {πnk
}がとれて, ある π0 ∈ P(X × Y )に弱収束す

る. コスト関数の下半連続性から∫
X×Y

c(x, y)π0(dxdy) ≤ lim
n→∞

∫
X×Y

{c(x, y) ∧ n}π0(dxdy)

= lim
n→∞

lim
k→∞

∫
X×Y

{c(x, y) ∧ n}πnk
(dxdy)

= lim
k→∞

∫
X×Y

c(x, y)πnk
(dxdy)

= inf
π∈Π(µ,ν)

∫
X×Y

c(x, y)π(dxdy)

から π0が最小点であることがわかる. 次に π0 ∈ Π(µ, ν)になることを示す. A ∈ B(X)に
対して π0(A× Y ) = µ(A)のみ示せば十分である. f ∈ Cb(X)に対して f ∈ Cb(X × Y )で
もあるので πnk

∈ Π(µ, ν)とルベーグ積分の変数変換公式から∫
X

f(x)πnk
(dxdy) =

∫
X

f(x)µ(dx)

を得る. これより∫
X

f(x)π0(dxdy) = lim
k→∞

∫
X

f(x)πnk
(dxdy) =

∫
X

f(x)µ(dx)

である. これから開集合G ∈ O(X)に対して 1G(x) = limn→∞ nd(x,Gc) ∧ 1から

π0(G× Y ) =

∫
X

1G(x)π0(dxdy)

= lim
n→∞

∫
X

(nd(x,Gc) ∧ 1)π0(dxdy)

= lim
n→∞

∫
X

(nd(x,Gc) ∧ 1)µ(dx)

=

∫
X

1G(x)µ(dx) = µ(G)
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を得る. 補集合をとることでXの閉集合 F に対しても π0(F × Y ) = µ(F )を得る.

A = {A ∈ B(X) | π0(A× Y ) = µ(A)}

と置くと上記のことからO(X) ⊂ A ⊂ B(X)であり, AがX上の σ-加法族になることか
らA = B(X), すなわち 任意のA ∈ B(X)に対して π0(A× Y ) = µ(A)を得る. 2

ボレル可測写像 T : X → Y で T♯µ = ν をみたすものに対して πT := (Id, T )♯µとおく
と πT は µと νのカップリングになる. 実際, A ∈ B(X), B ∈ B(Y )に対し πT (A × Y ) =

µ((Id, T )−1(A × Y )) = µ(A × T−1(Y )) = µ(A), πT (X × B) = µ((Id, T )−1(X × B)) =

µ(X × T−1(B)) = µ(T−1(B)) = ν(B)である. このような型の輸送計画において最小化を
考えるのが (一般化された)モンジュの問題である：

定義 1.15 ((一般化された)モンジュの問題)

inf

{∫
X×Y

c(x, y)πT (dxdy)

∣∣∣∣∣ T : X → Y ボレル可測, T♯µ = ν

}

= inf

{∫
X

c(x, T (x))µ(dx)

∣∣∣∣∣ T : X → Y ボレル可測, T♯µ = ν

}

を最小にする T♯µ = νをみたすボレル可測写像 T : X → Y を求めることを (一般化され
た)モンジュの問題という. “一般化”とは必ずしも T に全単射性を要請しないことを意
味する. 以後, 一般化された意味でのモンジュの問題を単にモンジュの問題と呼ぶことに
する.

例 1.16 (ディラック測度のケース I ) X,Y を位相空間とする. µ ∈ P(X), ν ∈ P(Y )に
おいて ν = δb, b ∈ Y と仮定する. このとき µと ν のカップリングは直積測度 µ × δbの
みである. 実際, b /∈ B なら π(A × B) ≤ π(X × B) = δb(B) = 0なので b ∈ B なら
π(A × B) = π(A × Y ) = µ(A)となることから, π(A × B) = µ(A)δb(B)がわかる. また
T♯µ = δbをみたす輸送写像 T は T (x) := b, x ∈ Xとなる定値写像なので πT = µ× δbがわ
かり ∫

X×Y
c(x, y)πT (dxdy) =

∫
X

c(x, b)µ(dx)

がMK問題かつモンジュの問題の最小値である. T は定値写像なので全射でも単射でもな
いことに注意されたい. 特に µ = δa, ν = δb (a ∈ X, b ∈ Y )のとき, µと νのカップリン
グは直積測度 δa × δbのみで c(a, b)がMK問題かつモンジュの問題の最小値である.

例 1.17 (ディラック測度のケース II) X,Y を位相空間とする. µ ∈ P(X), ν ∈ P(Y )に
おいて µ = δa, a ∈ X のみを仮定する. このとき例 1.16 と同様に µと νのカップリング
は直積測度 δa × νのみである. したがって∫

X

c(a, y)ν(dx)
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がMK問題の最小値である.　しかしながら T♯δa = δT (a)なので ν = δT (a)の場合を除いて
T♯δa = νとはできない. したがって ν = δT (a)の場合を除いてモンジュの問題を定式化す
ることはできない.

例 1.18 (有限集合のケース) X, Y を位相空間とする. µ ∈ P(X) ν ∈ P(Y )が同じ個数の
有限集合をそれぞれ台とする一様離散確率測度とする. すなわち

µ =
1

n

n∑
i=1

δxi , ν =
1

n

n∑
i=1

δyi

とする. この場合, µ と ν のカップリング π は双確率行列 Π = (πij) を用いて π =

1
n

n∑
i,j=1

πijδ(xi,yj)と表示される. ここで双確率行列とは

∀j,
n∑
i=1

πij = 1, ∀i,
n∑
j=1

πij = 1

をみたす行列Π = (πij)のことである. したがってMK問題は

inf

{
1

n

n∑
i,j=1

πijc(xi, yj)

∣∣∣∣∣ Π ∈ Bn

}

を最小化する問題となる. ここでBnはn×nの双確率行列の全体である. この問題はn×n
行列全体の有界凸部分集合 Bn 上の線形最小化問題そのものである. Choquet の定理 (定
理 1.48)により, このMK問題の最小点は Bnの端点集合の全体である. ここで Bnの端
点とは Bn内の任意の異なる２点を結ぶ線分の内点でない点を指す. Birkhoff の定理 (定
理 1.49)により, Bnの端点Π = (πij)は置換 σ ∈ Snを用いて πij = δjσ(i)と表現される. 写
像 T を T (xi) := yσ(i), i ∈ {1, 2, · · · , n}をみたすようにとると T♯µ = νが確認できる. し
たがってMK問題は離散モンジュ問題

inf

{
1

n

n∑
i=1

c(xi, yσ(i))

∣∣∣∣∣ σ ∈ Sn

}

を最小化する問題となる.

1.3 Kantorovich双対性

Kantorovich双対性 (定理 1.24)とKantorovich-Rubinstein Theorem (定理 1.27)の説明
と証明のため以下の諸概念を準備する.

定義 1.19 (c-変換, c-凹性, c-劣微分) X, Y を空でない集合とする. c : X × Y → Rを任
意の関数とする.
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(1) 関数 u : X → Rに対して, その c-変換 (c-transform) uc : Y → Rを

uc(y) := inf
x∈X

(c(x, y)− u(x))

で定める. ここで c(x, y) = u(x) = +∞のときは c(x, y)− u(x) := +∞と規約する.

同様に, 関数 v : Y → Rに対して, その c-変換 (c-transform) vc : X → Rを

vc(x) := inf
y∈X

(c(x, y)− v(y))

で定める. c ≡ +∞のときは上記の規約性から uc ≡ +∞となり, ucc ≡ +∞となる.

(2) 関数 u : X → Rが c-凹 (c-concave)とは, ある関数 v : Y → Rを用いて u = vcと表
されることとする. 同値な言い換えとして uが c-凹であるとは, ある {(yi, ti)}i∈I ⊂
Y × Rで

u(x) = inf
i∈I

(c(x, yi) + ti) ∀x ∈ X (1.13)

が成立することである. 同様に, 関数 v : Y → Rが c-凹 (c-concave)とはある関数
u : X → Rを用いて v = ucと表されることとする.

(3) φ : X → Rが c-凸関数 (c-convex) 21であるとは−φが c-凹関数であることとする.

(4) c-凸関数 φの x ∈ Xでの c-劣微分 ∂cφ(x)を

∂cφ(x) := {y ∈ Y | φ(z) + c(z, y) ≥ φ(x) + c(x, y) for any z ∈ X}

で定める. また c-凸関数 φの c-劣微分 ∂cφを

∂cφ := {(x, y) ∈ X × Y | y ∈ ∂cφ(x)}

で定める.

注意 1.20 X = Y = Rnで c(x, y) = −⟨x, y⟩ = −
∑n

i=1 xiyi, x, y ∈ Rnのとき, φの c-凸性
と通常の凸性は一致し, ∂cφ(x) = ∂φ(x), ∂cφ = ∂φとなる. このとき, u : Rn → Rの c-変
換は Fenchel-Legendre変換

f ∗(y) := sup{⟨x, y⟩ − f(x) | x ∈ Rn}

を用いると uc(y) = −(−u)∗(y)と表される. ここで

∂φ(x) := {y ∈ Rn | φ(z)− φ(x) ≥ ⟨y, z − x⟩ for any z ∈ Rn}

は凸関数 φの xにおける劣微分 (subdifferential at x ∈ Rn)で, ∂φ := {(x, y) | y ∈
∂φ(x)}は φの劣微分 (subdifferential)である. φが xで微分可能なときは ∂φ(x) =

{∇φ(x)}となるので φが微分可能関数のときは ∂φ = {∇φ(x) | x ∈ Rn}となる.

21後述のK-凸性の概念とは意味が異なるので注意を要する.
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補題 1.21 X, Y を空でない集合とする. c : X × Y → [0,+∞]を任意の関数とする. 次が
成立する.

(1) 関数 u : X → Rに対し, ucc ≥ uが成立する. 等号が成立するのは uが c-凹のときで
ある. 同様に, 関数 v : Y → Rに対し, vcc ≥ vが成立する. 等号が成立するのは vが
c-凹のときである.

(2) cが連続なら関数 u : X → Rに対し, ucは上半連続である. 関数 v : Y → Rに対し
ても同様の主張が成立する.

証明 (1): ucc(x) = −∞のときは, ある {yi} ⊂ Y がとれて c(x, yi)− uc(yi)
i→∞→ −∞とな

る. 部分列をとることで全ての iで c(x, yi) < ∞としてよい. 実際, 有限個の iを除いて
c(x, yi) = +∞とすると c(x, yi)−uc(yi) = +∞がuc(yi)の値に依らず成立するので矛盾であ
る. このとき, u(x) = c(x, yi)−(c(x, yi)−u(x)) ≤ c(x, yi)−uc(yi) → −∞からu(x) = −∞
となり主張が成立する. ucc(x) = +∞のときは自明な主張である. したがって ucc(x) ∈ R
と仮定してよい. 任意の ε > 0に対して ∃y ∈ Y s.t. ucc(x) ≤ c(x, y)− uc(y) < ucc(x) + ε

となる. uc(y) = +∞とすると c(x, y) < ∞なら ucc(x) = −∞となり矛盾, c(x, y) = +∞
なら c(x, y) − uc(y) = +∞ < ucc(x) + εとなるので矛盾. したがって, uc(y) < +∞とな
り, c(x, y) < +∞を得る. ゆえに

ucc(x) + ε ≥ c(x, y)− uc(y)

= c(x, y)− inf
z∈X

(c(z, y)− u(z))

≥ (c(x, y)− c(x, y) + u(x)) = u(x)

において ε → 0として ucc(x) ≥ u(x)を得る. 等号成立ならあきらかに uは c-凹である:

u = ucc ⇐⇒ u = (uc)c. 逆に uが c-凹とする. すなわち u = vcとなる関数 v : Y → Rがあ
るとする. vccc ≤ vcを示せばよい. これは

vccc(x) ≤ c(x, y)− vcc(y) ≤ c(x, y)− v(y)

から自明である.

(2) は自明な主張である. 2

定義 1.22 (c-巡回的単調性) X, Y をポーランド空間とし, c : X × Y → [0,∞]を任意の
関数とする. Γ ⊂ X×Y が c-巡回的単調 (c-cyclically monotone)であるとは任意のn ∈ N,
{(xi, yi)}ni=1 ⊂ Γと置換 σ ∈ Snに対し,

n∑
i=1

c(xi, yσ(i)) =
n∑
i=1

c(xσ(i), yi) ≥
n∑
i=1

c(xi, yi)

が成立することとする.

補題 1.23 c-凸関数 φ : X → Rに対し, ∂cφは c-巡回的単調である.
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証明 n ∈ N, {(xi, yi)}ni=1 ⊂ ∂cφ, σ ∈ Snに対し, yi ∈ ∂cφ(xi)なのでφ(xσ(i))+c(xσ(i), yi) ≥
φ(xi) + c(xi, yi)が成立する. 両辺を i = 1, 2, · · · , nについて和をとれば主張を得る. 2

定理 1.24 (Kantorovich双対性) X, Y をポーランド空間とし, c : X × Y → [0,∞]は
proper で下半連続とする. π ∈ P(X × Y ), (φ, ψ) ∈ L1(X;µ)× L1(Y ; ν)に対して

C[π] :=

∫
X×Y

c(x, y)dπ(x, y), J(φ, ψ) :=

∫
X

φdµ+

∫
Y

ψdν

とし,

Φc ∩ L1 :=
{
(φ, ψ) ∈ L1(X;µ)× L1(Y ; ν)

∣∣∣ φ(x) + ψ(y) ≤ c(x, y)

for µ-a.s. x ∈ X ν-a.s. y ∈ Y } , (1.14)

Φc ∩ Cb :=
{
(φ, ψ) ∈ Cb(X)× Cb(Y )

∣∣∣ φ(x) + ψ(y) ≤ c(x, y)

for (x, y) ∈ X × Y } (1.15)

とする. このとき次が成立する.

(1) π0が最適輸送計画で
∫
X×Y c dπ0 <∞をみたすとする. このとき, ある c-巡回的単調

なボレル集合 Γ ⊂ X × Y で π0(Γ) = 1をみたすものがとれる. さらに cが連続なら
Γ ⊃ supp[π0]となり supp[π0]は c-巡回的単調になる.

(2) c <∞とする. ある c-巡回的単調なボレル集合 Γ ⊂ X × Y で π0(Γ) = 1をみたすも
のがとれるとする. さらに

µ

({
x ∈ X

∣∣∣∣∣
∫
Y

c(x, y)ν(dy) <∞

})
> 0, (1.16)

ν

({
y ∈ Y

∣∣∣∣∣
∫
X

c(x, y)µ(dx) <∞

})
> 0 (1.17)

を仮定する. このとき, π0は最適輸送計画となり,
∫
X×Y c dπ0 < ∞となる. さらに

sup(φ,ψ)∈Φc∩Cb
J(φ, ψ)を最大化する関数の組 (φ, ψ) ∈ L1(X;µ)× L1(Y ; ν) 22で φが

µ-a.s.で c-凹かつψ = φcでφ(x) + ψ(y) = c(x, y) π0-a.s. (x, y) ∈ X × Y となるもの
がとれる. さらに次の等式が成立する.

inf
π∈Π(µ,ν)

C[π] = sup
(φ,ψ)∈Φc∩L1

J(φ, ψ) = sup
(φ,ψ)∈Φc∩Cb

J(φ, ψ). (1.18)

(3) (1.18) が常に成立する.

22組 (φ,φc)は (1.18)の中辺の最大点ではあるが, 有界連続になるとは限らないので (φ,φc)は (1.18) の
右辺の最大点とは限らない.
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注意 1.25 CaffarelliによるKantorovich双対性の解釈：φの替わりに−φを考えると, (1.18)

の等式

inf
π∈Π(µ,ν)

∫
X×Y

c dπ = sup

{∫
Y

ψ dν −
∫
X

φ dµ

∣∣∣∣∣ (−φ, ψ) ∈ Φc ∩ Cb

}
(1.19)

は以下のように解釈できる:

• φ(x): xにおける単位当たりの供給商品の価格.

• ψ(y): yにおける単位当たりの需要商品の価格.

• 輸送業者は xから yに商品を輸送するに当たり, 価格 φ(x)で供給源から購入して,

価格 ψ(y)で需要先に売却する.

• ψ(y)−φ(x)は xから yへの商品の輸送に関する輸送業者の収入を表し, J(−φ, ψ) =∫
Y
ψ dν −

∫
X
φ dµは輸送業者の総収入を表す.

• 条件 (−φ, ψ) ∈ Φc ∩Cbは, 商品を輸送するにあたり全ての x, yに対し輸送業者の収
入ψ(y)−φ(x) が xから yへの輸送コスト c(x, y)以下に制限されることを意味する.

• 商品の供給と需要を統括する会社は輸送会社に最小の総コストで支払うことを希望
し, 輸送業者の方は輸送コストを越えない制限下で最大収入を得ることを希望する.

それらが一致することを表現するのが双対性の式 (1.19)である.

系 1.26 (有界な距離 dでのKantorovich-Rubinstein Theorem)

(E, d)をポーランド空間とし, dを有界な距離とする. µ, ν ∈ P(E)と π ∈ Π(µ, ν)に対し,

D[π] :=
∫
X×X d(x, y)π(dxdy)として

inf
π∈Π(µ,ν)

D[π] = sup
φ∈L1(µ)

J(φdd, φd)

= sup
φ∈L1(µ)

J(−φd, φd) = sup
f∈1-Lip(E)

J(f,−f). (1.20)

証明 d-凹な φに対しては φ = φddなので定理 1.24 から, あきらかに infπ∈Π(µ,ν)D[π] ≤
supφ∈L1(µ) J(φ

dd, φd). φ ∈ L1(E;µ)に対し, φd(y) := infx∈E(d(x, y)− φ(x))は 1-Lipschitz

連続で, dの有界性から φd ∈ L1(E; ν)となる. また, φdの 1-Lipschitz 連続性から

−φd(x) ≤ inf
y∈E

[d(x, y)− φd(y)] ≤ −φd(x)

となって, φdd = −φdを得る. したがって

sup
φ∈L1(µ)

J(φdd, φd) = sup
φ∈L1(µ)

J(−φd, φd) ≤ sup
f∈1-Lip(E)

J(f,−f)

≤ sup
(φ,ψ)∈Φd

J(φ, ψ) = inf
π∈Π(µ,ν)

D[π].

2
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証明 (定理 1.24の証明) (1): π0 ∈ Π(µ, ν)を最適輸送計画とする. {(φn, ψn)} ⊂ Cb(X)×
Cb(Y ), φn(x) + ψn(y) ≤ c(x, y) (n ∈ N)を (1.18) の右辺を最大化する関数列とする.

φn, ψn ともに各点で nに関して単調増加していると仮定していても一般性を失わない.

cn := c−φn−ψn ≥ 0 on X×Y から
∫
X×Y cn dπ0 =

∫
X×Y c dπ0−

∫
X
φn dµ−

∫
Y
ψn dν → 0

as n→ ∞なので部分列 {nk}で {cnk
}は 0に π0-a.s. で収束する. そこで

Γ := {(x, y) ∈ X × Y | lim
k→∞

cnk
(x, y) = 0, c(x, y) <∞}

とおくと明らかに π0(Γ) = 1となる. cが連続の場合, Γ上で {cn}が cに各点において単調
減少で収束することから, Diniの定理を適用することで Γが閉集合になり, Γ ⊃ supp[π0]

を得る.

{(xi, yi)}1≤i≤n ⊂ Γに対し,

n∑
i=1

c(xi, yσ(i)) ≥
n∑
i=1

(φnk
(xi) + ψnk

(yσ(i)))

=
n∑
i=1

(φnk
(xi) + ψnk

(yi))

=
n∑
i=1

(c(xi, yi)− cnk
(xi, yi))

から k → ∞として
∑n

i=1 c(xi, yσ(i)) ≥
∑n

i=1 c(xi, yi), すなわち Γの c-巡回的単調性を得
る. cが連続の場合での supp[π0]の c-巡回的単調性は Γ ⊃ supp[π0]から明らかである.

(2): Γを c-巡回的単調なボレル集合で π0(Γ) = 1を仮定する. 一般性を失うことなく,

Γ =
∪∞
k=1 Γk, 各 Γkはコンパクトで c|Γk

は連続としてよい. また cℓを補題 1.9で構成され
た cに単調増大で収束する有界連続な非負関数列とする. まず固定された (x0, y0) ∈ Γ1に
対し, φを

φ(x) := inf

{
n∑
i=0

(c(xi+1, yi)− c(xi, yi))

∣∣∣∣∣ n ∈ N, x = xn+1, {(xi, yi)}ni=1 ⊂ Γ

}

とおく.

φn,m,ℓ(x) := inf

{
n∑
i=0

(cℓ(xi+1, yi)− c(xi, yi))

∣∣∣∣∣ n ∈ N, x = xn+1, {(xi, yi)}ni=1 ⊂ Γm

}

とすると
φ(x) = lim

n→∞
lim
m→∞

lim
ℓ→∞

φn,m,ℓ(x)

がわかるので, φn,m,ℓの上半連続性から φのボレル可測性がわかる.

一方で n = 1として

φ(x) ≤ c(x, y1)− c(x1, y1) + c(x1, y0)− c(x0, y0)
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となるので (x1, y1) = (x0, y0)として φ(x) ≤ c(x, y0)− c(x0, y0)を得る. Γが c-巡回的単調
なので φ(x) ≥ 0である. また x′ ∈ Xに対し, x′n+1 := x′, xn+1 := x, x′i = xi, (xi, yi) ∈ Γ,

(1 ≤ i ≤ n)とすると,

n∑
i=0

(c(x′i+1, yi)− c(x′i, yi))−
n∑
i=0

(c(xi+1, yi)− c(xi, yi)) ≤ c(x′, yn)− c(x, yn)

から, xn+1 = xn = x, yn = yとおくと

φ(x′) ≤
n∑
i=0

(c(xi+1, yi)− c(xi, yi)) + c(x′, yn)− c(x, yn)

=
n−1∑
i=0

(c(xi+1, yi)− c(xi, yi)) + c(x′, y)− c(x, y) + c(x, y)− c(x, y)

=
n−1∑
i=0

(c(xi+1, yi)− c(xi, yi)) + c(x′, y)− c(x, y)

が任意の n ∈ N, (xi, yi) ∈ Γ, (1 ≤ i ≤ n− 1)で成立し,

φ(x′) ≤ φ(x) + c(x′, y)− c(x, y) <∞, (x, y) ∈ Γ (1.21)

を得る. (1.21) に x′ = x0を代入することで 0 ≤ φ(x0) ≤ c(x0, y1)− c(x1, y1) + c(x1, y0)−
c(x0, y0) = 0 for (x1, y1) = (x0, y0)から φ(x0) = 0を得る. これを再び (1.21) に代入して
φ > −∞ on p1(Γ)を得て φ(x′) <∞と合わせて φ ∈ R µ-a.s. on Xが成立する.

以下ψ := φc 23 とする. φ(x′) > −∞なら c(x′, y)−φ(x′) ≥ c(x, y)−φ(x)から y ∈ p2(Γ)

なら

c(x, y)− φ(x) ≤ inf
x′∈X,φ(x′)>−∞

(c(x′, y)− φ(x′))

≤ inf
x′∈X

(c(x′, y)− φ(x′)) =: ψ(y)

≤ c(x, y)− φ(x)

すなわち φ(x) + φc(y) = c(x, y)が (x, y) ∈ Γで成立する. 特に φ + φc = c π0-a.s. on

X × Y となる. これより, µ-a.s. x ∈ Xに対し, φ(x) + ψ(y) = c(x, y)をみたす yが存在す
る. そこで

A := {x ∈ X | φ(x) + ψ(y) = c(x, y) をみたす y ∈ Y が存在する }

とすると µ(A) = 1であり, x ∈ Aをとれば, φ(x) + ψ(y) = c(x, y)をみたす y毎に

z 7→ c(z, y)− φ(z)

23ψ := φc とすることで, φ(x) + ψ(y) ≤ c(x, y)が任意の (x, y) ∈ X × Y で成立する.
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は xで最小値をとることがわかる. 特に,

φ(x) ≤ inf
z∈Y

(c(x, z)− ψ(z)) ≤ c(x, y)− ψ(y) = φ(x)

から,

φ(x) = inf
z∈Y

(c(x, z)− ψ(z)) ,

すなわち φ(x) = ψc(x) = φcc(x), x ∈ Aとなり, φの µ-a.s. な c-凹性を得る.

次に π0 =
∫
Y
πyν(dy)を測度 π0の測度分解 (後述の定理 1.32)とすると πy(Γy) = 1 ν-a.s.

から

ψ(y) =

∫
X

(c(x, y)− φ(x))πy(dx) ν-a.s. y ∈ Y.

y 7→ πyがボレル写像をなす (定理 1.32の直前を参照)ことから ψ = φcは ν-可測である.

(1.16) とφ ∈ R µ-a.s. から ∃x ∈ X s.t.
∫
Y
c(x, y)ν(dy) <∞ and φ(x) ∈ R. また (1.17)

と ψ ∈ R ν-a.s. から ∃y ∈ Y s.t.
∫
X
c(x, y)µ(dy) <∞ and ψ(x) ∈ Rなので

ψ+ ≤ c(x, ·) + φ−(x) ∈ L1(Y ; ν) for some x ∈ X,

φ+ ≤ c(·, y) + ψ−(y) ∈ L1(X;µ) for some y ∈ Y

を得る. したがって∫
X×Y

c dπ0 =

∫
Γ

c dπ0 =

∫
Γ

(φ+ ψ)dπ0 =

∫
X×Y

(φ+ ψ)dπ0

=

∫
X

φ dµ+

∫
Y

ψ dν <∞

から

φ− = (ψ − c)+ ≤ (ψ+ − c)+ ≤ ψ+ ∈ L1(X;µ),

ψ− = (φ− c)+ ≤ (φ+ − c)+ ≤ φ+ ∈ L1(Y ; ν)

なので φ ∈ L1(X;µ), ψ = φc ∈ L1(Y ; ν)を得る. したがってこの φ ∈ L1(X;µ)と任意の
(φ̃, ψ̃) ∈ Φc ∩ L1に対して

J(φ, φc) =

∫
X

φ dµ+

∫
Y

φc dν =

∫
X×Y

(φ+ φc)dπ0

=

∫
X×Y

c(x, y)π0(dxdy) = C[π0] (∵ φ+ φc = c π0-a.s.)

≥
∫
X×Y

(φ̃+ ψ̃)dπ0 = J(φ̃, ψ̃) (∵ φ̃+ ψ̃ ≤ c π0-a.s.)

から

J(φ, φc) ≥ inf
π∈Π(µ,ν)

C[π] ≥ sup
(φ̃,ψ̃)∈Φc∩L1

J(φ̃, ψ̃) ≥ J(φ, φc)
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となり, infπ∈Π(µ,ν)C[π] = sup(φ̃,ψ̃)∈Φc∩L1 J(φ̃, ψ̃)を得る. 同様にして infπ∈Π(µ,ν)C[π] =

sup(φ̃,ψ̃)∈Φc∩Cb
J(φ̃, ψ̃)も示せる. π0の最適性も, 任意の π ∈ Π(µ, ν)に対し　∫

X×Y
c dπ0 =

∫
X×Y

(φ+ φc) dπ0 =

∫
X

φ dµ+

∫
Y

φc dν

=

∫
X×Y

(φ+ φc) dπ ≤
∫
X×Y

c dπ

から自明である.

(3): cが有界連続のときは (1), (2) から主張は成立する. 一般の proper下半連続な c :

X × Y → [0,+∞]のときは補題 1.9から cを有界連続な cn : X × Y → [0,+∞[ の単調増
加極限で表現できる. 前半の議論から cnに対して等式

inf
π∈Π(µ,ν)

Cn[π] = sup
(φ,ψ)∈Φcn∩L1

J(φ, ψ) = sup
(φ,ψ)∈Φcn∩Cb

J(φ, ψ) (1.22)

が成立する.

inf
π∈Π(µ,ν)

C[π] ≤ lim
n→∞

inf
π∈Π(µ,ν)

Cn[π] (1.23)

が示されれば, (1.22)から

inf
π∈Π(µ,ν)

Cn[π] = sup
(φ,ψ)∈Φcn∩Cb

J(φ, ψ)

= sup

{∫
E

φ(x)µ(dx) +

∫
E

ψ(y)ν(dy)

∣∣∣∣∣ (φ, ψ) ∈ Φcn ∩ Cb

}

≤ sup

{∫
E

φ(x)µ(dx) +

∫
E

ψ(y)ν(dy)

∣∣∣∣∣ (φ, ψ) ∈ Φc ∩ Cb

}

なので

inf
π∈Π(µ,ν)

C[π] ≤ sup
(φ,ψ)∈Φc∩Cb

J(φ, ψ) ≤ sup
(φ,ψ)∈Φc∩L1

J(φ, ψ) (1.24)

となる. 逆向きの不等式は自明なので主張を得る. (1.23)を示そう. 定理 1.6の証明で見た
ようにΠ(µ, ν)も緊密なのでProkhorovの定理 (定理 1.13)から確率測度の弱収束の位相で
相対コンパクトである. {πkn}を infπ Cn[π]の最小化列とすると, 部分列をとることである
πn ∈ P(E×E)に弱収束する. 特にこれからf, g ∈ Cb(E)に対し

∫
E
(f(x)+g(y))πn(dxdy) =

limk→∞
∫
E
(f(x)+ g(y))πkn(dxdy) =

∫
E
f(x)µ(dx)+

∫
E
g(y)ν(dy)となって πn ∈ Π(µ, ν)が

わかり (この議論からΠ(µ, ν)はコンパクトである)

inf
π∈Π(µ,ν)

Cn[π] = lim
k→∞

Cn[π
k
n] = Cn[πn]
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を得る. Π(µ, ν)のコンパクト性から部分列をとることで {πn}がある π∗ ∈ Π(µ, ν)に弱収
束するとしてよい. このとき,

Cm[π∗] = lim
n→∞

Cm[πn] ≤ lim
n→∞

Cn[πn]

から

inf
π∈Π(µ,ν)

C[π] ≤ C[π∗] = lim
m→∞

Cm[π∗] ≤ lim
n→∞

Cn[πn] = lim
n→∞

inf
π∈Π(µ,ν)

Cn[π]

となり, (1.23)を得る. 2

X = Y = Eでコスト関数がE上の距離関数 dのときは次のことが成立する.

定理 1.27 (Kantorovich-Rubinstein Theorem) (E, d)をポーランド空間とし, µ, ν ∈
P(E)と π ∈ Π(µ, ν)に対し, D[π] :=

∫
X×X d(x, y)π(dxdy)とする. このとき,

inf
π∈Π(µ,ν)

D[π] = sup
f∈1-Lip(E)

{∫
E

f(x)µ(dx)−
∫
E

f(y)ν(dy)

}
(1.25)

が成立する. ここで 1-Lip(E)は距離 dに関する 1-Lipschitz関数の全体である.

証明 dが有界な距離の場合は系 1.26で示した. 実際 dn := d/(1 + n−1d)は dn ≤ dであ
り, 各点で単調増大で下の距離に収束する. 特に dnに関する 1-Lipschitz関数は d 関する
1-Lipschitz関数になる. dnで主張が成立したとする. Dn[π] :=

∫
E×E dn(x, y)π(dxdy)と

して

inf
π∈Π(µ,ν)

D[π] ≤ lim
n→∞

inf
π∈Π(µ,ν)

Dn[π] (1.26)

が示されれば,

inf
π∈Π(µ,ν)

Dn[π] = sup

{∫
E

f(x)µ(dx)−
∫
E

f(y)ν(dy)

∣∣∣∣∣ |f(x)− f(y)| ≤ dn(x, y)

}

≤ sup

{∫
E

f(x)µ(dx)−
∫
E

f(y)ν(dy)

∣∣∣∣∣ |f(x)− f(y)| ≤ d(x, y)

}

から

inf
π∈Π(µ,ν)

D[π] ≤ sup
f∈1-Lip(E)

{∫
E

f(x)µ(dx)−
∫
E

f(y)ν(dy)

}
(1.27)

となる. 逆向きの不等式は自明なので (1.25) を得る. (1.26) の証明は (1.23)の証明と同様
なので省略する. 2
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1.4 Wasserstein 距離

定義 1.28 (Wasserstein 距離) (E, d)をポーランド空間, p ∈ [1,∞[とする. E上の確率
測度 µ, νに対し, その p-次のWasserstein距離Wpを

Wp(µ, ν) := inf
π∈Π(µ,ν)

(∫
E×E

d p(x, y)π(dxdy)

)1/p

(≤ ∞), (1.28)

= inf {E[d p(X1, X2)] | (X1)♯P = µ, (X2)♯P = ν} (≤ ∞) (1.29)

で定める. ここでΠ(µ, ν)は µ, ν ∈ P(E)のカップリングの全体であり, X1, X2は確率空
間 (Ω,F,P)上のE-値確率変数で (X1)♯P = µはX1の分布が µであること 24 を表す.

注意 1.29 (1) 後の講演では我々は主に p = 2の場合を扱い, 単にWassersteinといえば
2-次のWasserstein空間 (P2(E),W2))等のことを指すことにする.

(2) W1 を Kantorovich-Rubinstein距離とも呼ぶ. Wasserstein 距離Wp への本質的な
寄与は Kantorovich(-Rubinstein) に負う ([141, 142]). 後年, この距離は様々な研
究者によって独立に発見もしくは再発見された. 確率解析における田中の公式で
有名な慶応大学名誉教授・田中洋先生 [137]もそのうちの一人である. 年代順に
列挙すると, Gini [64, (1914)], Salvemini [123, (1943)], Kantorovich [77, (1942)],

Kantorovich–Rubinshtein [78, (1958)], Dall’Aglio [39, (1956)], Fréchet [55, (1957)],

Vasershtein [140, (1969)], Mallows [96, (1972)], Tanaka [137, (1973)]となる. Gini [64,

(1914)] の研究対象は R 上の離散分布のカップリングで W1,W2 を扱い, Salvem-

ini [123, (1943)]も離散の設定で扱った. Dall’Aglio [39, (1956)]は離散分布とは
限らない一次元確率分布 µ, νの場合を扱い,

Wp(µ, ν) =

(∫ 1

0

|F−1
µ (t)− F−1

ν (t)|pdt
) 1

p

(1.30)

を最初に示した. ここでFµ, Fνはそれぞれµ, νの分布関数である.25 Gini [64, (1914)]

は (1.30)を µ, νが経験分布で p = 1, 2の場合で示している. Fréchet [55, (1957)] は
Wpの距離としての性質を扱った. Mallows [96, (1972)]も統計学の範疇でW2のみを
扱った. 一方で Tanaka [137, (1973)]は Boltzmann方程式での平衡状態への収束の
記述のためW2を扱った.

(3) Wasserstein距離の名称は Vasershtein [140] に起源をもつ. この名称を最初に名付け
たのは Dobrushin [43, (1970)]である. Vasershtein [140]自身は (Kantorovichの研究
を知らずに) Kantorovich-Rubinstein距離W1が研究対象であった. Vasershtein 26は

24P(X1 ∈ C) = µ(C), ∀C ∈ B(E)
25Fµ(t) := µ(]−∞, t]), Fν(t) := ν(]−∞, t])
26Leonid Vasershtein, Pennsylvania State University 数学教室教授, 専門は代数学と力学系, Moscow

State University で lya I. Piatetski-Shapiro の下で 1969年に学位を取得した. 1978年以後に欧州・合衆国
に移籍した.
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英語の文献では Wasserstein とするのが通例である. これはVaserstein がドイツ語
圏を起源とする名称であることに由来する27(Rubinstein の名称も昔はRubinshtein

であった).

(3) 確率測度間の距離としてWp以外に以下の距離が知られている:

(i) Lévy–Prokhorov距離 (あるいは単に Prokhorov距離):

dP (µ, ν) := inf

{
ε > 0

∣∣∣∣∣ ∃π ∈ Π(µ, ν) s.t.

∫
E×E

1{d(x,y)>ε}π(dxdy) ≤ ε

}
.

(ii) 有界 Lipschitz距離:

dbP (µ, ν) := sup

{∫
E

φ dµ−
∫
E

φ dν

∣∣∣∣∣ ∥φ∥∞ + ∥φ∥Lip ≤ 1

}
.

(iii) 局所コンパクト距離空間E上の確率測度空間でのweak*距離: {φk}∞k=1を (C0(E), ∥·
∥∞)内の可算稠密集合として

dw∗(µ, ν) :=
∞∑
k=1

2−k
∣∣∣∣∫
E

φk dµ−
∫
E

φk dν

∣∣∣∣ .
(iv) Boltzmann方程式に有用な距離としてToscaniによって導入されたµ, ν ∈ P2(Rn)

間のToscani 距離:

dT (µ, ν) := sup
ξ∈Rn\{0}

1

|ξ|2

∣∣∣∣∫
Rn

e−i⟨x,ξ⟩µ(dx)−
∫
Rn

e−i⟨x,ξ⟩ν(dx)

∣∣∣∣ .
ただし

∫
Rn xµ(dx) =

∫
Rn xν(dx)とする.

(4) µ, ν ∈ Pp(E)ならばWp(µ, ν) <∞である. 実際, π ∈ Π(µ, ν)に対し(∫
E×E

d p(x, y)π(dxdy)

)1/p

≤
(∫

E×E
d p(x, x0)π(dxdy)

)1/p

+

(∫
E×E

d p(x0, y)π(dxdy)

)1/p

=

(∫
E

d p(x, x0)µ(dx)

)1/p

+

(∫
E

d p(x0, y)ν(dy)

)1/p

<∞.

(5) (1.28) の最適輸送計画を π0と置く. π0をE ×E上の分布にもつE ×E-値確率変数
(X1, X2)を (1.29) に対する最適輸送計画と呼ぶ. 一般に, 可分距離空間 (E, d)上の
確率測度を分布にもつE-値確率変数Xが適当な確率空間 (Ω,F,P)を構成すること
で常に存在する (Skorokhod の定理 [73, Theorem 2.7]).

27Vaserstein自身が自分のホームページ http://www.math.psu.edu/vstein/で Wasserstein 距離の呼
称を使用している.
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例 1.30 Wp(δx, δy) = d(x, y)が pに依らず任意の x, y ∈ Eで常に成立する.

証明 π ∈ Π(δx, δy)は常にπ = δ(x,y)になる. 実際, π(A×E) = δx(A)とπ(E×B) = δy(B)

から π({(x, y)}c) = π(({x}c × E) ∪ (E × {y}c)) ≤ δx({x}c) + δy({y}c) = 0. 2

定義 1.31 (ボレル写像) 一般に可分距離空間 E1, E2が与えられているとき, E1 ∋ x 7→
µx ∈ P(E2)を P(E2)-値写像とする. µxがボレル写像 (Borel map)とは B ∈ B(E2)毎に
x 7→ µx(B)がボレル可測関数のこととする. 測度論の単調族定理から

E1 ∋ x 7→
∫
E2

f(x, y)µx(dy) (1.31)

は任意の有界 (もしくは非負)ボレル関数 f : E1 × E2 → Rに対してボレル可測である.

(1.31) から ν ∈ P(E1)に対し,

⟨µ, f⟩ :=
∫
E1

(∫
E2

f(x, y)µx(dy)

)
ν(dx) (1.32)

は確率測度µ ∈ P(E1 ×E2)を定める. このµを
∫
E1
µxν(dx)と表す. 逆に任意の確率測度

µ ∈ P(E1 ×E2)は E1への周辺分布 ν := (p1)♯µを用いて書けるのが次の測度分解定理で
ある.

補題 1.32 (測度分解定理 (Disintegration Theorem)) E, E をポーランド空間で µ ∈
P(E)とし, Π : E → Eをボレル写像で ν := Π♯µとおく. このとき ν-a.s. に一意的で, か
つ全ての x ∈ Eで定義されるボレル写像をなす確率測度の族 {µx}x∈E ⊂ P(E)が存在して

µx(E \ Π−1({x})) = 0 for ν-a.s. x ∈ E (1.33)

かつ ∫
E

f(x)µ(dx) =

∫
E

(∫
Π−1({x})

f(x)µx(dx)

)
ν(dx) (1.34)

が任意のボレル関数 f : E → [0,∞]で成立する. 特に E := E1 × E2, E := E1, µ ∈
P(E1 ×E2), p1(x1, x2) := x1, ν := µ1 := (p1)♯µなら, それぞれのファイバー (p1)

−1({x1})
とE2を同一視し, µ1-a.s. x1 ∈ E1に一意的に定義されるボレル写像をなす確率測度の族
{µx1}x1∈E1 ⊂ P(E2)でµ =

∫
E1
µx1µ1(dx1)となるものが存在する.

証明 証明は Dellacherie-Meyer [41] の III-70 に準ずる.

Eがコンパクト距離空間のとき: f ∈ C(E)毎にE上の符号値測度Π♯(fµ)を考える. こ
の測度は ν := Π♯(µ)について絶対連続なので Radon-Nikodym の密度関数 df が ν-a.s. に
定義される. H(⊂ C(E))を有理数体Qを係数体とする可算線形空間でmin,maxの演算
で閉じていて 1を含み C(E)内で稠密となるものとする. このようなHは, {xi}をE内
の可算稠密集合として, 1と全ての fij(x) := (d(xi,xj)/2− d(x,xi))+を含む最小のQ-ベ
クトル束として構成される. {xi}が稠密であるので fij(x)から任意の２点を分離する関
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数がとれる. そこで Stone-Weierstrass Theorem のベクトル束版からHはC(E)において
一様位相で稠密となる. Eの部分集合Aを

A := {x ∈ E | f 7→ df (x) が H 上の非減少Q-線形汎関数かつ d1(x) = 1}.

と定める. A ∈ B(E)で ν(A) = 1が簡単にわかる. x ∈ Aならば f 7→ df (x)はノルムが 1

のC(E)上の非減少R-線形汎関数に拡張される, すなわちE上の確率測度となる. これを
µxと記す. x /∈ Aのときは µxはE上の適当な確率測度で定める.

関数E ∋ x 7→ ⟨µx, f⟩は f ∈ Hなら B(E)-可測であり, f ∈ C(E)でも同じことが一様近
似からわかる. したがって f が単に有界B(E)-可測でもB(E)-可測となることが単調族定
理から得られる.

まず, f ∈ C(E)に対して∫
E

f(x)µ(dx) =

∫
E

(∫
E

f(x)µx(dx)

)
ν(dx) (1.35)

を示す. これと (1.33) が示されれば, (1.34) がわかる. HがC(E)で稠密であることから
f ∈ Hで (1.35) を示せばよい. このとき∫

E

f(x)µ(dx) =

∫
E

Π♯(fµ)(dx) =

∫
E

dΠ♯(fµ)

dΠ♯(µ)
(x)Π♯(µ)(dx)

=

∫
E

dΠ♯(fµ)

dΠ♯(µ)
(x)ν(dx)

=

∫
A

df (x)ν(dx) =

∫
E

⟨µx, f⟩ν(dx)

=

∫
E

(∫
E

f(x)µx(dx)

)
ν(dx).

つぎにEが一般のポーランド空間のときに (1.35) を示す. µの緊密性から, あるコンパ
クト集合の増大列 {Kn}がとれて J :=

∪∞
n=1Knはµ(J) = 1をみたす. E はコンパクト

距離空間Kに埋め込めるので, 測度µをコンパクト距離空間K上の測度でµ(J c) = 0と
なるものと考えてよい. 写像Π : K → EはK \E上では適当な定値で定めておく. µxを
K上の測度として構成して,∫

K

f(x)µ(dx) =

∫
E

(∫
K

f(x)µx(dx)

)
ν(dx) (1.36)

が既に得られている. µ(K \ J) = 0と (1.36) から ν-a.s. x ∈ Eで µx(K \ J) = 0となる
ので (1.35) を得る.

最後に (1.33) を示す. (Id,Π)(J)の x ∈ Eでの切り口 (Id,Π)(J)x := {y ∈ E | (y, x) ∈
(Id,Π)(J)}は (Id,Π)(J)x ⊂ Π−1({x})を満たすことと, Fubiniの定理から (µx× δx)(A) =
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µx(Ax), A ∈ B(E × E)なので∫
E

µx(E \ Π−1({x}))ν(dx) ≤
∫
E

µx((Id,Π)(J
c)x)ν(dx)

=

∫
E

(µx × δx)(Id,Π)(J
c)ν(dx)

=

∫
E

(µx × δx)((J
c × Π(J c)))ν(dx)

=

∫
E

µx(J
c)δx(Π(J

c))ν(dx)

= 0

となる. ここで ν-a.s. x ∈ Eで µx(J
c) = 0を用いた. 2

補題 1.33 (接着補題 (Gluing Lemma)) (Ei, µi)を確率測度µiをともなったポーランド
空間とする (i = 1, 2, 3). (X1, X2)が (µ1, µ2)のカップリング, (Y2, Y3)が (µ2, µ3)のカップ
リングならば３変数確率変数 (Z1, Z2, Z3)で, (Z1, Z2)と (X1, X2)が同分布28, (Z2, Z3)が
(Y2, Y3)と同分布29 であるものが存在する.

証明 π12を (X1, X2)の分布30, π23を (X2, X3)の分布31 とする. すなわち π12 ∈ Π(µ1, µ2),

π23 ∈ Π(µ2, µ3)とする. 測度分解定理 (定理 1.32)より, µ2-a.s. x2 ∈ E2に一意的に定義され
るボレル写像をなす確率測度の族 {(π12)x2}x2∈E2 ⊂ P(E1) (resp. {(π23)x2}x2∈E2 ⊂ P(E3))

が存在して

π12 =

∫
E2

(π12)x2µ2(dx2) (resp. π23 =

∫
E2

(π23)x2µ2(dx2))

をみたす. そこで

π123(dx1dx2dx3) = (π12)x2(dx1)(π23)x2(dx3)µ2(dx2).

とおいて π123を分布とする確率変数 (Z1, Z2, Z3)をとればよい. 2

命題 1.34 Wpは擬距離 32である. 特に (Pp(E),Wp)は距離空間になる.

証明 (1) Wp(µ, ν) = Wp(ν, µ)の証明: π ∈ Π(µ, ν)に対して

π(A) := π({(x, y) | (y, x) ∈ A})

で πを定めると π ∈ Π(ν, µ)となり∫
E×E

d p(x, y)π(dxdy) =

∫
E×E

d p(y, x)π(dxdy) =

∫
E×E

d p(x, y)π(dxdy)

からWp(µ, ν) = Wp(ν, µ) が従う.
28P((Z1, Z2) ∈ A×B) = P((X1, X2) ∈ A×B), A ∈ B(E1), B ∈ B(E2).
29P((Z2, Z3) ∈ B × C) = P((Y2, Y3) ∈ B × C), B ∈ B(E2), C ∈ B(E3).
30π12(A×B) = P(X1 ∈ A,X2 ∈ B), A ∈ B(E1), B ∈ B(E2),
31π23(B × C) = P(X2 ∈ B,X3 ∈ C), B ∈ B(E2), C ∈ B(E3).
32ここでいう擬距離とはWp(µ, ν) = +∞を許すが, それ以外は距離の公理系をみたすものととして扱う.
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(2) Wp(µ, ν) ≥ 0, Wp(µ, ν) = 0 ⇐⇒ µ = ν の証明: Wp(µ, ν) ≥ 0は自明. 写像
p := (Id, Id) : E → diag(⊂ E × E))を p(x) := (x, x)で定めて π0 := p♯µとおくと
π0 ∈ Π(µ, µ)である. 実際, π0(A×E) = µ(p−1(A×E)) = µ(A) = µ(p−1(E ×A)) =

π0(E × A)である. π0(E × E \ diag) = µ(p−1(E × E \ diag)) = µ(∅) = 0から∫
E×E

d p(x, y)π0(dxdy) =

∫
E×E\diag

d p(x, y)π0(dxdy) = 0

である. したがって, Wp
p(µ, µ) ≤

∫
E×E d

p(x, y)π0(dxdy) = 0.

次に, Wp(µ, ν) = 0とする. Eがポーランド空間であることから最適輸送計画 π0 ∈
Π(µ, ν)が存在して ∫

E×E
d p(x, y)π0(dxdy) = Wp

p(µ, ν) = 0

なので, d(x, y) = 0 π0-a.s. (x, y) ∈ E × E, すなわち π0(E × E \ diag) = π0({(x, y) |
d(x, y) > 0}) = 0 (i.e. π0(diag) = 1)である. これより,

µ(A) = π0(A× E) = π0((A× E) ∩ diag)) = π0({(x, x) | x ∈ A})
= π0((E × A) ∩ diag)) = π0(E × A) = ν(A).

(3) 三角不等式の証明: µ1, µ2, µ3 ∈ P(E)をとる. (X1, X2)を (µ1, µ2)に対する最適輸送
計画, (Y2, Y3)を (µ2, µ3)に対する最適輸送計画とする. 補題 1.33 により, 確率変数
(Z1, Z2, Z3)で (Z1, Z2)と (X1, X2)が同分布33, (Z2, Z3)と (Y2, Y3)が同分布34 となる
ものが存在する. 特に (Z1, Z3)は (µ1, µ3)の輸送計画 35 になる. その結果,

Wp(µ1, µ3) ≤ E [d p(Z1, Z3)]
1/p

≤ E [d p(Z1, Z2)]
1/p + E [d p(Z2, Z3)]

1/p

= E [d p(X1, X2)]
1/p + E [d p(Y2, Y3)]

1/p

= Wp(µ1, µ2) +Wp(µ2, µ3).

2

定義 1.35 (Pp(E)での収束) (E, d)を距離空間とする, p ∈ [1,∞[とする. {µk} ⊂ Pp(E)
が µ ∈ Pp(E)にPp(E)において弱収束することを, ある x0 ∈ E (全ての x0 ∈ E)に対して
成立する次の４つの同値な条件で定める.

(1) µk
w→ µかつ lim

k→∞

∫
E

d p(x, x0)µk(dx) =

∫
E

d p(x, x0)µ(dx).

(2) µk
w→ µかつ lim

k→∞

∫
E

d p(x, x0)µk(dx) ≤
∫
E

d p(x, x0)µ(dx).

33P((Z1, Z2) ∈ A×B) = P((X1, X2) ∈ A×B) ∀A,B ∈ B(E)
34P((Z2, Z3) ∈ A×B) = P((Y2, Y3) ∈ A×B) ∀A,B ∈ B(E)
35(Z1)♯P = µ1, (Z3)♯P = µ3
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(3) µk
w→ µかつ lim

R→∞
lim
k→∞

∫
d(x,x0)≥R

d p(x, x0)µk(dx) = 0.

(4) |φ(x)| ≤ C(1 + d p(x, x0)), C > 0をみたす連続関数 φに対して (1.12) が成立する.

証明 ((1),(2),(3),(4) の同値性) (4)=⇒(1)=⇒(2) は自明. (2)=⇒(3) は

lim
k→∞

∫
d(x,x0)≥R

d p(x, x0)µk(dx) = lim
k→∞

∫
E

d p(x, x0)µk(dx)− lim
k→∞

∫
d(x,x0)<R

d p(x, x0)µk(dx)

≤
∫
E

d p(x, x0)µ(dx)−
∫
d(x,x0)>R

d p(x, x0)µ(dx)

=

∫
d(x,x0)≥R

d p(x, x0)µ(dx)

から従う. (3)=⇒(4) は

lim
k→∞

(∫
E

φ dµk −
∫
E

φ dµ

)
≤ lim

k→∞

∣∣∣∣∫
d>R

φ dµk −
∫
d>R

φ dµ

∣∣∣∣+ lim
k→∞

∫
d≤R

φ dµk −
∫
d≤R

φ dµ

≤ lim
k→∞

∫
d>R

|φ| dµk +
∫
d>R

|φ| dµ→ 0 as R → ∞

と

lim
k→∞

(∫
E

φ dµ−
∫
E

φ dµk

)
≤ lim

k→∞

∣∣∣∣∫
d≥R

φ dµ−
∫
d≥R

φ dµk

∣∣∣∣+ ∫
d<R

φ dµ− lim
k→∞

∫
d<R

φ dµk

≤ lim
k→∞

∫
d≥R

|φ| dµk +
∫
d≥R

|φ| dµ→ 0 as R → ∞

から従う. 2

補題 1.36 (E, d)をポーランド空間, p ∈ [1,∞[とする. {µk} ⊂ Pp(E)がWp-コーシー列
なら, それは緊密である. 特にProkhorovの定理 (定理 1.13)から弱位相で相対コンパクト
である.

証明 ∫
E

d p(x, x0)µk(dx) = Wp
p(µk, δx0)

は k ∈ N について有界である. W1 ≤ Wp より {µk} は W1-コーシー列なので, 任意
の ε > 0に対し, n0 ∈ Nがとれ k ≥ n0 なら W1(µk, µn0) < ε2 とできる. 特に j ∈
{1, 2, · · · , n0}がとれ, W1(µk, µj) < ε2とできる. {µ1, µ2, · · · , µn0}の緊密性からコンパ
クト集合K で sup1≤j≤n0

µj(K
c) < εをみたすものがとれる. K を有限個の開球で覆い:

K ⊂
∪m
i=1Bε(xi) =: U .

Uε : = Bε(U) ⊂
m∪
i=1

B2ε(xi)

ϕ(x) : =

(
1− d(x, U)

ε

)
+
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とおくと 1U ≤ ϕ ≤ 1Uε と ϕの 1/ε-Lipschitz 連続性がわかる. これと Kantorovich-

Rubinstein Theorem (定理 1.27)から j ≤ n0と任意の k ∈ Nに対し,

µk(Uε) ≥
∫
E

ϕ dµk =

∫
E

ϕ dµj +

(∫
E

ϕ dµk −
∫
E

ϕ dµj

)
≥
∫
E

ϕ dµj −
W1(µk, µj)

ε

≥ µj(U)−
W1(µk, µj)

ε
.

一方で j ≤ n0ならµj(U) ≥ µj(K) ≥ 1−εなのでµk(Uε) ≥ 1−ε− W1(µk,µj)

ε
となる. k ∈ N

に対し, j = j(k)がとれてW1(µk, µj) < ε2だったことから,

µk(Uε) ≥ 1− ε− ε2

ε
＝ 1− 2ε

となる. 以上をまとめるとε > 0に対し,有限個の点{xi}1≤i≤mがとれてµk (
∪m
i=1B2ε(xi)) ≥

1−2εが任意のk ∈ Nで成立する. εを ε/2ℓ+1, ℓ ∈ Nに置き換えて条件をみたす{xi}1≤i≤m(ℓ)

を構成する:

µk

E \
m(ℓ)∪
i=1

Bε/2ℓ(xi)

 < 2−ℓε.

これより µk(E \ S) < εとできる. ここで

S :=
∞∩
ℓ=1

m(ℓ)∪
i=1

Bε/2ℓ(xi).

Sの構成方法から Sは任意の δ > 0に対して半径 δの有限個の開球で被覆される. すなわ
ち Sは全有界な閉集合となりコンパクトである. したがって {µk}は緊密な族である. 2

定理 1.37 (Wpによる位相との一致) (E, d)をポーランド空間, p ∈ [1,∞[とする. {µk} ⊂
Pp(E)が µ ∈ Pp(E)にPp(E)において弱収束することと limk→∞Wp(µk, µ) = 0は同値で
ある.

証明 Wp(µk, µ) → 0 as k → ∞とする. {µk}の緊密性から {πk}(⊂ Π(µk, µ))も緊密とな
り, Prokhorovの定理 (定理 1.13)より相対コンパクトなので共通の部分列 {µki}, {πki}, が
とれ, ν ∈ P(E), π ∈ P(E × E)にぞれぞれ弱収束する. 特に π ∈ Π(ν, µ)を得る. このと
き輸送計画の弱収束に関する総コストの下半連続性から

Wp(µ, ν) ≤ lim
i→∞

Wp(µ, µki) = 0

となって µ = νを得て {µk}が µに弱収束することもわかる. これだけでは, まだ Pp(E)
における弱収束を示したことにはならない. これを示そう.
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p > 1のときは初等的な不等式: ∀ε > 0, ∃Cε > 0 36 s.t.

(a+ b)p ≤ (1 + ϵ)ap + Cεb
p a, b ≥ 0

から
d p(x, x0) ≤ (1 + ϵ)d p(x0, y) + Cεd

p(x, y)

を得る. p = 1のときは ε = 0, Cε = 1として適用する. πk ∈ Π(µk, µ)を最適輸送計画とす
ると, ∫

E

d p(x, x0)µk(dx) ≤ (1 + ϵ)

∫
E

d p(x0, y)µ(dy) + Cε

∫
E×E

d p(x, y)πk(dxdy)

= (1 + ϵ)

∫
E

d p(x0, y)µ(dy) + CεWp
p(µk, µ)

となる. したがって

lim
k→∞

∫
E

d p(x, x0)µk(dx) ≤ (1 + ϵ)d p(x0, y)µ(dy)

となり, ε → 0とすることで 定義 1.35(2) を得る. 逆に {µk} ⊂ Pp(E)が µ ∈ Pp(E)に
Pp(E)で弱収束したとする. πk ∈ Π(µk, µ)を最適輸送計画とする:∫

E×E
d p(x, y)πk(dxdy) = Wp

p(µk, µ).

{µk}が µに弱収束するので, これは緊密であり, 一点集合 {µ}も緊密なので {πk}も緊密
になる. したがって Prokhorovの定理 (定理 1.13)から部分列をとることで πk はある π

に弱収束する. したがって π ∈ Π(µ, µ) である. 特に
∫
E×E d

p(x, y)π(dxdy) = 0を得て,

π = (Id, Id)♯(µ)となり, πの最適性と同時に, 部分列に依らずに π = (Id, Id)♯µに {πk}が
弱収束することがわかる.

x0 ∈ EとR > 0を固定する. d(x, y) ≥ Rとすると, d(x, x0), d(y, x0)のいずれかはR/2

以上で, ともに d(x, y)/2未満とはならないので

1{d(x,y)≥R} ≤ 1{d(x,y)≥R & d(x,x0)≥d(x,y)/2} + 1{d(x,y)≥R & d(y,x0)≥d(x,y)/2}

≤ 1{d(x,x0)≥R/2 & d(x,x0)≥d(x,y)/2} + 1{d(y,x0)≥R/2 & d(y,x0)≥d(x,y)/2}

となる. これより,

(d p(x, y)−Rp)+ ≤ d p(x, y)1{d(x,x0)≥R/2 & d(x,x0)≥d(x,y)/2}

+ d p(x, y)1{d(y,x0)≥R/2 & d(y,x0)≥d(x,y)/2}

≤ 2pd p(x, x0)1{d(x,x0)≥R/2} + 2pd p(y, x0)1{d(y,x0)≥R/2}

36Cε =
1+ε

((1+ε)1/(p−1)−1)
p−1 .
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となる. したがって

Wp
p(µk, µ) =

∫
E×E

d p(x, y)πk(dxdy)

=

∫
E×E

[d(x, y) ∧R]pπk(dxdy) +
∫
E×E

[d p(x, y)−Rp]+πk(dxdy)

≤
∫
E×E

[d(x, y) ∧R]pπk(dxdy) + 2p
∫
d(x,x0)≥R/2

d p(x, x0)πk(dxdy)

+ 2p
∫
d(y,x0)≥R/2

d p(y, x0)πk(dxdy)

≤
∫
E×E

[d(x, y) ∧R]pπk(dxdy) + 2p
∫
d(x,x0)≥R/2

d p(x, x0)µk(dx)

+ 2p
∫
d(y,x0)≥R/2

d p(y, x0)µ(dy)

これと定義 1.35(3) から

lim
k→∞

Wp
p(µk, µ) ≤ lim

R→∞
2p lim

k→∞

∫
d(x,x0)≥R/2

d p(x, x0)µk(dx)

+ lim
R→∞

2p lim
k→∞

∫
d(y,x0)≥R/2

d p(y, x0)µ(dy)

= 0.

2

系 1.38 (Wpの連続性) (E, d)をポーランド空間, p ∈ [1,∞[とする. このときWpはPp(E)
上で連続である. すなわち, {µk} (resp. {νk})が µ (resp. ν) にPp(E)において k → ∞で
弱収束すれば

lim
k→∞

Wp(µk, νk) = Wp(µ, ν)

となる.

系 1.39 ((Pp(E),Wp)の完備性) p ∈ [1,∞[とする. (E, d)をポーランド空間で dを完備
な距離とする. このとき (Pp(E),Wp)は完備である.

証明 {µk}をWp-コーシー列とする. 補題 1.36から部分列{µki}とµ ∈ P(E)がとれ{µki}
は µに弱収束する. このとき∫

E

d p(x, x0)µ(dx) ≤ lim
i→∞

∫
E

d p(x, x0)µki(dx) <∞

から µ ∈ Pp(E)となる. さらにWpの下半連続性から

Wp(µ, µkj) ≤ lim
i→∞

Wp(µki , µkj)
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より
lim
j→∞

Wp(µ, µkj) ≤ lim
i,j→∞

Wp(µki , µkj) = 0

を得る. これは部分列 {µki}がWpで µに収束することを示している. つまり, コーシー列
が収束する部分列を含んでいることを示した. したがって収束列である. 2

補題 1.40 (E, d)をポーランド空間, p ∈ [1,+∞[とする. x0 ∈ E毎に

Wp(µ, ν) ≤ 2
1
q

(∫
E

d p(x0, x)|µ− ν|(dx)
) 1

p

,
1

p
+

1

q
= 1

が成立する.

証明 πを

π := (Id, Id)♯(µ ∧ ν) + 1

a
(µ− ν)+ × (µ− ν)−,

µ ∧ ν := µ− (µ− ν)+, a := (µ− ν)+(E) = (µ− ν)−(E)

で定めると 37 π ∈ Π(µ, ν)となる.

実際, A,B ∈ B(E)に対し

π(A× E) = (µ ∧ ν)(A) + 1

a
(µ− ν)+(A)(µ− ν)−(E)

= (µ− (µ− ν)+)(A) + (µ− ν)+(A) = µ(A)

となる. π(E ×B) = ν(B)も同様に確認できる. これから

W p
p (µ, ν) ≤

∫
E

d p(x, y)π(dxdy)

=
1

a

∫
E

d p(x, y)(µ− ν)+(dx)(µ− ν)−(dy)

≤ 2p−1

a

∫
E

(d p(x, x0) + d p(x0, y))(µ− ν)+(dx)(µ− ν)−(dy)

= 2p−1

[∫
E

d p(x, x0)(µ− ν)+(dx) +

∫
E

d p(y, x0)(µ− ν)−(dy)

]
= 2p−1

[∫
E

d p(x, x0){(µ− ν)+ + (µ− ν)−}(dx)
]

= 2p−1

[∫
E

d p(x, x0)|µ− ν|(dx)
]
.

2

37|µ−ν| := (µ−ν)++(µ−ν)−, (µ−ν)− := (ν−µ)+, (µ−ν)+(A) := sup{(µ−ν)(B) | B ∈ B(E), B ⊂ A}
for A ∈ B(E).
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定理 1.41 p ∈ [1,+∞[とする. (E, d)をポーランド空間とすると (Pp(E),Wp)は可分で
ある.

証明 DをEの可算稠密集合とする. Pを

P :=

{
N∑
j=1

ajδxj

∣∣∣∣∣ aj ∈ Q, aj ∈ D, 1 ≤ j ≤ N,N ∈ N

}

で定め, Pが (Pp(E),Wp)で稠密であることを示そう. µ ∈ Pp(E)をとる. 任意の ε > 0に
対してEのコンパクト部分集合Kで∫

Kc

d p(x0, x)µ(dx) < ε

となるものをとる. Kを有限個の開球 {Bε/2(xk)}Nk=1で被覆する. ここで xk ∈ D, 1 ≤ k ≤
N である. 集合B′

kを

B′
k := Bε(xk) \

k−1∪
j=1

Bε(xj), 1 ≤ k ≤ N

で定めると, {B′
k}Nk=1は互いに素なKの開被覆となる. 関数 f : E → Rを

f(x) :=

{
xk, x ∈ B′

k ∩K,
x0, x ∈ Kc

と定めると, x ∈ Kで d(x, f(x)) ≤ εとなる. そのことから∫
E

d p(x, f(x))µ(dx) ≤ εpµ(K) +

∫
Kc

d p(x, f(x))µ(dx) < 2εp

となる. (Id, f)♯µは µと f♯µのカップリングなので, W p
p (µ, f♯µ) < 2εpを得る. 測度 f♯µは

f の定め方から
∑N

k=0 akδxk (ak := µ(B′
k ∩K), 1 ≤ k ≤ N , a0 := µ(Kc))の形をしている.

あとは akを有理数にしたもので µが
∑N

k=0 akδxkで近似できればよい. それは補題 1.40を
用いて

Wp

(
N∑
j=0

ajδxj ,
N∑
j=0

bjδxj

)
≤ 2

1
q

(∫
E

d p(xk, x)d

∣∣∣∣∣
N∑
j=0

ajδxj −
N∑
j=0

bjδxj

∣∣∣∣∣
) 1

p

≤ 2
1
q

(∫
E

d p(xk, x)d
N∑
j=0

|aj − bj|δxj

) 1
p

≤ 2
1
q max
0≤k,ℓ≤N

d(xk, xℓ)
N∑
j=0

|aj − bj|
1
p

から示される. 2
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定義 1.42 (曲線, 曲線の長さ, 測地線) 距離空間 (E, d)において曲線とは連続写像γ : I →
Eのこととする. ここで I = [a, b] ⊂ Rは閉区間である. 曲線 γ : I → Eの長さ L(γ)とは

L(γ) := sup

{
n∑
i=1

d(γ(ti−1), γ(ti))

∣∣∣∣∣ a = t0 < t1 < · · · < tn−1 < tn = b

}

のこととする. 曲線γ : I → Eが最短測地線とはL(γ|[s,t]) = d(γs, γt)が任意のs, t ∈ I, s < t

で成立することとする. これは任意の r < s < tに対して d(γr, γt) = d(γr, γs) + d(γs, γt)

が成立することと同値である. 最短測地線は一般に一意ではないことに注意しよう. 曲線
γ : I → Eが測地線とは |t − s|が十分小さい任意の s, t ∈ I, s < tに対して L(γ|[s,t]) =

d(γs, γt)が成立することとする.

定義 1.43 (測地空間) 距離空間 (E, d)が測地空間であるとはEの任意の 2点 x, y ∈ Eが
最短測地線 γ : [0, 1] → E, γ0 = x, γ1 = yで結ばれることとする.

定理 1.44 ((Pp(E),Wp)の測地空間の性質) (E, d)を完備可分な測地空間とする. このと
き (Pp(E),Wp)も完備可分な測地空間になる.

証明 (Pp(E),Wp)の完備性は系 1.39で, 可分性は定理 1.41で示したので任意の µ0, µ1 ∈
Pp(E)を結ぶ (Pp(E),Wp)での最短測地線 (µt)0≤t≤1 の存在のみを示せばよい. µ0, µ1 ∈
Pp(E)をとり, π0 ∈ Π(µ0, µ1)をコスト関数 c(x, y) = d p(x, y)に関する最適輸送計画とす
る. 写像 Φt : E × E → E を Φt(x, y) := γx,yt で定める.38 ここで γx,y : [0, 1] → E は x

から yへの最短測地線とする. そこで µt := (Φt)♯π0とすると (µt)0≤t≤1 が µ0から µ1へ
の (Pp(E),Wp)での最短測地線を与える. 実際, Kantorovich双対性 (定理 1.24(3))から,

0 ≤ s < t ≤ 1に対し

W p
p (µs, µt) = sup

{∫
E

φ dµs +

∫
E

ψ dµt

∣∣∣∣∣ φ, ψ ∈ Cb(E), φ(x) + ψ(y) ≤ d p(x, y) ∀x, y ∈ E

}

= sup

{∫
E×E

(φ(Φs(x, y)) + ψ(Φt(x, y)) dπ0

∣∣∣∣∣
φ, ψ ∈ Cb(E), φ(x) + ψ(y) ≤ d p(x, y) ∀x, y ∈ E

}
≤
∫
E×E

d p(Φs(x, y),Φt(x, y))π0(dxdy) = |t− s|p
∫
X×X

d p(x, y)π0(dxdy)

= |t− s|pW p
p (µ0, µ1)

38E 上の最短測地線 γ : [0, 1] → E の全体に一様距離 dΓ(γ, η) := maxt∈[0,1] d(γt, ηt) をいれた空間を
Γ(E)とし, 端点 x, y ∈ E にそれを結ぶ最短測地線を対応させる写像を Φ : E × E → Γ(E)とするとこれは
Aumannの可測選択定理 ([88, Proposition 1]や [26, Theorem III.22]を参照)から可測であり γ に γt を対
応させる写像 et : Γ(E) → E, et(γ) := γt が連続であることから Φt = Φ ◦ et は可測になる.
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なのでWp(µs, µt) ≤ (t− s)Wp(µ0, µ1)を得る. またこれと三角不等式から

Wp(µ0, µ1) ≤ Wp(µ0, µs) +Wp(µs, µt) +Wp(µt, µ1)

≤ sWp(µ0, µ1) +Wp(µs, µt) + (1− t)Wp(µ0, µ1)

となるので (t− s)Wp(µ0, µ1) ≤ Wp(µs, µt)を得て, Wp(µs, µt) = (t− s)Wp(µ0, µ1)を得る.

2

命題 1.45 p ∈ [1,+∞[とする. (E, d)がコンパクト距離空間なら, (Pp(E),Wp)はコンパ
クト距離空間になる.

証明 Eのコンパクト性からPp(E) = P(E)であり,これは常に緊密になるのでProkhorov

の定理 (定理 1.13)からPp(E) = P(E)から弱収束する部分列, したがってWpで収束する
部分列を取り出せる. したがって, (Pp(E),Wp)は点列コンパクトになり (Pp(E),Wp)が距
離空間であることからこれはコンパクトである. 2

1.5 Appendix

定義 1.46 (端集合, 端点) Eを線形空間, A ⊂ K ⊂ Eとする. AがKの端集合 (extremal

set)であるとは x, y ∈ K, t ∈]0, 1[について (1− t)x + ty ∈ Aならば x, y ∈ Aとなること
とする. Kの端集合Aが一点集合 {z}のとき, zを端点 (extremal point)という. 換言する
と zがKの端点 (extremal point)とは z ∈ KがKの任意の異なる２点を結ぶ線分の内点
でないことである.

定理 1.47 (Krein-Milman’s Theorem, [154, 定理 6.3, 6.4], [44, pp. 439–440]) Eを
Banach空間, Kを空でないEのコンパクト部分集合とする. このとき次が成立する.

(1) Kには端点が存在する.

(2) Kの端点の全体を E(K)とすると, Kは E(K)の閉凸包 (closed convex hull) co E(K)

に含まれる. 特にKの任意の点は E(K)の元の有限凸結合で近似される.

定理 1.48 (Choquet’s Theorem) Eを Banach空間, K を Eのコンパクト凸集合とす
る. E(K)でKの端点の全体とする. ℓ : K → RをE上の連続線形汎関数のKへの制限と
したとき ℓのK上の最小点は E(K)に属する.

証明 E(K)は閉集合なのでコンパクトである. 実際, {zn} ⊂ E(K)が z ∈ K に収束し
たとして x, y ∈ K, t ∈]0, 1[が (1 − t)x + ty = z をみたすとする. このとき, yn := y,

xn := y + 1
1−t(zn − y)とおくと (1 − t)xn + tyn = znとなるので xn = yn = znである.

一方で {xn}は xに収束するので, これより x = y = z. したがって y ∈ E(K)である.

Krein-Milmanの定理から x ∈ K は E(K)の元の有限凸結合で表現される列 {xn}の極限
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である. すなわち xは xn =
∑Nn

k=1 λ
n
kx

n
k , (x

n
k ∈ E(K),

∑Nn

k=1 λ
n
k = 1) で定まる列 {xn}の極

限である. したがって

ℓ(xn) = ℓ

(
Nn∑
k=1

λnkx
n
k

)
=

Nn∑
k=1

λnkℓ(x
n
k)

≥ inf
y∈E(K)

ℓ(y)
Nn∑
k=1

λnk = inf
y∈E(K)

ℓ(y)

となり, n→ ∞として infx∈K ℓ(x) = infx∈E(K) ℓ(x)となり, E(K)のコンパクト性から ℓ|K
の最小点は E(K)の点である. 2

定理 1.49 (Birkhoff’s Theorem) (n, n)-双確率行列の全体Bnの端点は置換行列である.

すなわち Bnの端点Π = (πij)はある置換 σ ∈ Snを用いて πij = δjσ(i)と表される.

証明 Horn-Johnson [72] の Theorem 8.7.1 を参照せよ. 2
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2 リーマン幾何（塩谷）
最適輸送理論を用いて測度距離空間にリッチ曲率の下限条件が定義されるが，このよ
うに曲率の概念を一般化することの有用性は，リーマン多様体の収束・崩壊理論に起因
する．ここでは，曲率概念の説明から初めて，リーマン幾何の研究の歴史を概観しつつ，
リーマン多様体の収束・崩壊理論を解説する．これにより，曲率概念を一般の空間へ拡張
することの意義を伝えたい．

2.1 曲率の大小を測る

R3の曲面またはより一般にリーマン多様体Mを考える．曲率の大小をどのように測っ
たらよいだろうか？ 一つの方法として，球体

Br(p) := { q ∈M | d(p, q) ≤ r } (p ∈M, r > 0)

の体積 volBr(p)を見てみよう．ここで，距離 dは測地的距離（リーマン距離）とする．M
の曲率が大きいほど，この体積は小さくなる．また，M の測地三角形（３辺が最短測地
線から成る三角形）を見る方法もある．曲率が大きいほど，測地三角形は太くなる．この
ような考察から，以下のことが読み取れる．

曲率が大（正）=⇒ 空間が小さい

曲率が小（負）=⇒ 空間が大きくなりうる

ここで，曲率が小さいからといって，空間が必ずしも大きいとは限らない．例えば，２次
元の平坦トーラスに漏斗を接着した２次元リーマン多様体を考えると，これは大域的に
は円錐と同じ形をしていて，空間の広がり具合は円錐と同じと言えるが，曲率が非正であ
る．つまり，曲率 ≥ κ（κ：定数）は条件として意味があるが，曲率 ≤ κ は空間の大域的
な形にあまり制約を与えないのである．
話が前後するが，リーマン多様体 M の曲率について，より詳しく説明しよう．代表的
な曲率として，断面曲率とリッチ曲率がある．断面曲率（secで表す）は，M の一点 pに
おける接空間の２次元線形部分空間 σ に対して決まる実数である．pから出て σに接す
る測地線全体からなる束を考えると，これは pの近くで２次元の曲面を成すが，この曲面
の pにおけるガウス曲率が断面曲率に一致する．リッチ曲率（Ricで表す）は，M の一点
pにおける単位接ベクトル uに対して決まる．uに接するような接空間の２次線形部分空
間を動かして断面曲率の平均をとった値の n− 1倍がリッチ曲率である．ここで，nはM

の次元とする．（正確には，リッチ曲率Ricは (2, 0)型テンソル場として定義され，ここに
述べた値はRic(u, u)と一致する．）
Mn(κ)を定曲率 κの n次元完備単連結空間形とする．つまり，κ > 0のとき，Mn(κ)は
半径 1/

√
κの球面，κ = 0のときはユークリッド空間Rn，κ < 0のときは双曲空間である．

三角形の比較として次の定理が知られている．
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定理 2.1 (Toponogovの比較定理) 完備リーマン多様体 M と実定数 κ に対して，次の
(1),(2)は同値である．

(1) sec ≥ κ

(2) M の任意の測地三角形 △pqrと，辺 qr上の任意の点 sに対して，M2(κ) の測地三
角形 △p̃q̃r̃が存在して，d(p, q) = d(p̃, q̃), d(q, r) = d(q̃, r̃), d(r, p) = d(r̃, p̃) が成り立
ち，s̃を辺 q̃r̃上の点で d(q, s) = d(q̃, s̃)をみたすものとすると，

d(p, s) ≥ d(p̃, s̃)

が成り立つ．

任意の２点を結ぶ長さ最短の曲線が存在するような距離空間を測地空間と呼ぶが，定理
2.1(2)の条件は測地空間でも意味をもつ仮定である．

定義 2.2 (Alexandrov空間) 定理 2.1(2)をみたす測地空間を曲率≥ κのAlexandrov空
間という．

Mn(κ)の半径 rの閉球体をBn
r (κ)とおく．その体積 volBn

r (κ)は中心の点によらない．
体積の比較として以下の２つの不等式がある．

定理 2.3 (BishopとBishop-Gromovの不等式) n ≥ 2を整数，κを実数とする．M が
n次元完備リーマン多様体で，Ric ≥ κをみたすならば，任意の点p ∈Mと任意のR ≥ r > 0

に対して

volBr(p) ≤ volBn
r (κ) （Bishopの不等式）(1)

volBr(p)

volBR(p)
≥ volBn

r (κ)

volBn
R(κ)

（Bishop-Gromovの不等式）(2)

が成り立つ．

それでは，この体積の比較定理の２つの不等式でリッチ曲率を定義すればよいのでは？
という発想が思い浮かぶが，これではあまり面白い帰結が得られない．条件としては弱す
ぎるのである．

2.2 リーマン幾何の歴史

リーマン多様体の研究は，局所理論が整備された後，大域的な性質にその研究の中心が
移っていった．代表的な研究として球面定理がある．これは種々の幾何学的条件のもと
リーマン多様体が球面に等長同型，微分同相，または同相になることを結論する形の定理
である．以下に代表的な球面定理を幾つか列挙しよう．
ユークリッド空間 Rn+1 内の n次元単位球面を Sn(1) で表すことにする．
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定理 2.4 (最大直径定理；Myers-Cheng [35]) n ≥ 2とする．n次元閉リーマン多様体
M のリッチ曲率がRic ≥ n− 1をみたすならば，その直径は

diamM ≤ π

をみたし，等号成立はM が n次元単位球面 Sn(1)に等長同型であるときに限る．

この定理の系として，リッチ曲率の下限が正の完備リーマン多様体はコンパクトであ
り，その基本群が有限であることが従う．

定理 2.5 (1/4ピンチング定理；Berger-Klingenberg-Brendle-Schoen [18]) 単連結な
閉リーマン多様体M の断面曲率が 1/4 < sec ≤ 1をみたすとき，M は球面 Sn(1)に微分
同相となる．

これは長い歴史をもつ定理である．最初にHopfがこの定理を予想し，Rauchが 3/4 ≤
sec ≤ 1のときに同相版を証明し，その後BergerとKlingenbergが同相版を証明した．微
分同相版について，Im Hof-Ruh, 杉本（後藤）・塩濱，陶山らによる様々な研究を経て，最
終的にリッチ・フローを用いてBrendle-Schoenが解決した．

定理 2.6 (Lichnerowicz-小畠の定理 [90, 104]) n ≥ 2とし，M を n次元閉リーマン多
様体でRic ≥ n− 1と仮定する．M のラプラシアンの非ゼロ第１固有値 λ1(M)について，

λ1(M) ≥ n

が成り立ち，等号成立はM が n次元単位球面 Sn(1)に等長同型であるときに限る．

定理 2.7 (Grove-塩濱 [69]) n次元閉リーマン多様体が sec ≥ 1かつ diamM > π/2をみ
たすとき，M は n次元球面に同相である．

このように様々な興味深い定理が生み出されていく中で，条件を少し摂動してみようと
いうのは自然な発想である．そのような摂動についての初期の試みとして，例えば以下が
ある．

定理 2.8 (勝田 [79]) 任意の整数n ≥ 2と任意の実数∆ > 0に対して，ある実数 ε(n,∆) >

0が存在して，n次元閉リーマン多様体M が Ric ≥ n − 1，| sec | ≤ ∆，かつ volM ≥
volSn(1)− ε(n,∆)をみたすとき，M は n次元球面 Sn(1)に微分同相である．

この定理以前に関連する幾つかの結果（山口，糸川，塩濱らによる）があったが，それ
については省略する．この定理はGromovによるリーマン多様体の収束理論によって得ら
れた．以下にこれを説明する．

定義 2.9 (Hausdorff距離) Xを距離空間とする．２つのコンパクト部分集合A,B ⊂ X

の間のHausdorff距離 dH(A,B)を

dH(A,B) := inf{ ε > 0 | A ⊂ Bε(B), B ⊂ Bε(A) }

で定義する．
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定義 2.10 (Gromov-Hausdorff距離 [67]) ２つのコンパクト距離空間X, Y の間のGromov-

Hausdorff距離 dGH(X, Y )を

dGH(X, Y ) := inf{ dH(φ(X), ψ(Y )) | φ : X → Z, ψ : Y → Z は

ある距離空間Zへの等長埋め込み }

で定義する．コンパクト距離空間の列が dGHについて収束するとき，Gromov-Hausdorff

収束するという．

定理 2.11 (Gromovの収束定理 [68]) n ≥ 1を整数，∆, v > 0を実数とする．i = 1, 2, . . .

に対して，Mi を n次元閉リーマン多様体で | sec | ≤ ∆, volMi ≥ vとする．もしMiが距
離空間XへGromov-Hausdorff収束するならば，以下の (1),(2)が成り立つ．

(1) XはC∞級微分可能多様体でC1,α級リーマン計量（0 < α < 1は任意）をもつ．

(2) ある番号 i0が存在して，i ≥ i0ならばMiはXと微分同相である．

定理 2.8の証明の概略 もし定理 2.8をみたす ε(n,∆)が存在しなかったと仮定すると，あ
る閉リーマン多様体の列Mi でRic ≥ n− 1, | sec | ≤ ∆, かつ volMi → volSn(1) (i→ ∞)

をみたすものが存在する．このとき，MiはSn(1)へGromov-Hausdorff収束することが分
かる．そこで，Gromovの収束定理を用いて矛盾を得る．□
さらに以下が知られている．

定理 2.12 (Cheeger-Colding [31]) 任意の整数 n ≥ 2に対して，ある実数 ε(n) > 0が
存在して，n次元閉リーマン多様体M がRic ≥ n− 1かつ volM ≥ volSn(1)− ε(n)をみ
たすとき，M は n次元球面 Sn(1)に微分同相である．

この定理の証明においても定理 2.8のように背理法から多様体の列を得るが，これが球
面にGromov-Hausdorff収束することを証明することは遥かに難しい．
リーマン多様体の収束・崩壊を考える上で重要となるのは，何時与えられたリーマン多
様体の列が収束部分列をもつか？ である．これについて次の章で詳しく説明する．

2.3 Gromovのプレコンパクト性定理

距離空間Xの離散部分集合N ⊂ Xが ε-ネットであるとは，

X =
∪
x∈N

Bε(x)

が成り立つときをいう．距離空間Xがプレコンパクトまたは全有界であるとは，任意の
ε > 0に対してX が有限な ε-ネットをもつときをいう．言い換えると，ある有限個の点
x1, x2, . . . , xN ∈ X が存在して

X =
N∪
i=1

Bε(xi)
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をみたすことである．距離空間がコンパクトであることと，プレコンパクトかつ完備であ
ることは必要十分であることに注意しておく．
n ≥ 2，κ ∈ R, D > 0とする．MRic(n, κ,D)をn次元閉リーマン多様体でRic ≥ (n−1)κ

かつ diamM ≤ Dをみたすものの等長同型類全体の集合とする．
Hをコンパクト距離空間の等長同型類全体の集合とすると，これはGromov-Hausdorff

距離に関して完備であることが知られている．

定理 2.13 (Gromovのプレコンパクト性定理 [67]) 任意の n ≥ 2, κ ∈ R, D > 0 に
対して，MRic(n, κ,D)は Gromov-Hausdorff距離に関してプレコンパクトである．即ち
MRic(n, κ,D)のH における閉包はコンパクトである．特に，MRic(n, κ,D)の中の任意
のリーマン多様体の列は，あるコンパクト距離空間へGromov-Hausdorff収束するような
部分列をもつ．

この章ではこの定理の証明を簡単に紹介する．証明のキーポイントは以下の補題である．

補題 2.14 部分集合 C ⊂ Hについて以下の (1),(2)を仮定する．

(1) ある実数D > 0が存在して，任意のX ∈ Cに対して diamX ≤ Dが成り立つ．

(2) 任意の ε > 0に対してある自然数N(ε) が存在して，任意のX ∈ Cに対してXのあ
る ε-ネットN が存在してN の元の個数が#N ≤ N(ε)をみたす．

このとき，CはGromov-Hausdorff距離に関してプレコンパクトである．

証明 証明のアイディアは，アスコリ・アルツェラの定理の証明と同じように有限次元近
似をすることである．
自然数N と実数D > 0に対して，

F(N,D) := { X | Xは距離空間の等長同型類で
#X ≤ N , diamX ≤ Dをみたす }

とおくとき，F(N,D)はGromov-Hausdorff距離に関してコンパクトである．F(N,D)は
有限次元であり，そのコンパクト性は直感的には明らかなので，証明は省略する．
任意にε > 0をとる．条件 (2)のようなN(ε)が存在する．任意のX ∈ Cに対して，あるε-

ネットN ⊂ Xが存在して，#N ≤ N(ε)をみたす．dGH(X,N ) ≤ εかつN ∈ F(N(ε), D)

なので，
C ⊂ Bε(F(N(ε), D))

が成り立つ．F(N(ε), D)のプレコンパクト性から，ある有限個の距離空間X1, . . . , Xn ∈
F(N(ε), D) が存在して

F(N(ε), D) ⊂
n∪
i=1

Bε(Xi)
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をみたす．従って，三角不等式から

C ⊂
n∪
i=1

B2ε(Xi)

を得る．補題が証明された．□

Gromovのプレコンパクト性定理 2.13の証明 M(n, κ,D)が補題 2.14の条件 (1),(2)をみ
たすことをチェックすればよい．(1)は明らかなので，(2)を確かめればよい．
任意の ε > 0とM ∈ M(n, κ,D)をとる．N ⊂ M を ε-離散ネットとする．つまり，
任意の異なる２点 p, q ∈ N に対して d(p, q) > εをみたすような集合とする．このとき，
Bε/2(p)とBε/2(q)は交わらないことに注意する．Bishop-Gromovの不等式から

volBε/2(p) ≥
volBn

ε/2(κ)

volBn
D(κ)

volM

が得られる．故に

volM ≥
∑
p∈N

volBε/2(x) ≥
volBn

ε/2(κ)

volBn
D(κ)

volM ·#N

よって

#N ≤ volBn
D(κ)

volBn
ε/2(κ)

となる．N をM の極大な ε-離散ネットとおくと，これは ε-ネットとなる．実際，もしそ
うでないなら，ある点 p ∈ M が存在して d(p,N ) > εをみたす．N ∪ {p}も ε-離散ネッ
トとなるので，N の極大性に反する．
N はM の ε-ネットで，その元の個数がM によらない数で評価されたので，補題 2.14

の条件 (2)が得られた．従ってGromovのプレコンパクト性定理が証明された．□

定理 2.13の証明と全く同じ方法で，以下が得られる．A(n, κ,D)を n次元コンパクト
Alexandrov空間X で曲率 ≥ κ，diamX ≤ D をみたすものの等長同型類全体の集合と
する．

定理 2.15 (Gromovのプレコンパクト性定理（Alexandrov空間版）) 任意の n ≥ 2,

κ ∈ R, D > 0に対して，A(n, κ,D)は Gromov-Hausdorff距離に関してプレコンパク
トである．

2.4 リーマン多様体の収束・崩壊とその極限

リーマン多様体の収束理論の応用例として以下を挙げる．Msec(n, κ,D, v)をn次元リー
マン多様体M で sec ≥ κ, diamM ≤ D, volM ≥ vをみたすものの等長同型類全体の集合
とする．
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定理 2.16 (有限性定理；Cheeger-Grove-Petersen-Wu-Perelman [120]) 任意のn ≥
1，κ ∈ R，D, v > 0に対して，Msec(n, κ,D, v)は高々有限個の位相同型類しか含まない．

これは最初，ホモトピー版が証明された．最終的には，PerelmanがGromov-Hausdorff

距離とAlexandrov空間の理論を用いて証明した．以下の定理が主要な役割を果たす．

定理 2.17 (Perelmanの安定性定理 [120]) 任意の Alexandrov空間 X ∈ A(n, κ,D)に
対して，ある ε(X) > 0が存在して Y ∈ A(n, κ,D) が dGH(X, Y ) < ε(X)をみたすならば，
Xと Y は互いに同相である．

有限性定理の証明の概略 A(n, κ,D, v)を X ∈ A(n, κ,D)で n次元 Hausdorff測度が
Hn(X) ≥ v なるもの全体の集合とする．Msec(n, κ,D, v)は A(n, κ,D, v)に含まれるの
で，A(n, κ,D, v)に含まれる位相同型類が高々有限であることを示せば十分である．Gro-

mov のプレコンパクト性定理と少しの議論により，A(n, κ,D, v) は Gromov-Hausdorff

距離に関してコンパクトであることが分かる．よって，ある有限個の Alexandrov空間
X1, . . . , XN ∈ A(n, κ,D, v)が存在して，

A(n, κ,D, v) ⊂
N∪
i=1

Bε(Xi)(Xi)

が成り立つ．ここで，ε(X)はPerelmanの安定性定理のものである．安定性定理により，
Bε(Xi)(Xi) ∩ A(n, κ,D, v) の任意の元は Xiに同相なので，A(n, κ,D, v)は高々N 個の位
相同型類しか含まない．□

ここに紹介した定理たちはほんの一部であり，他にも多くの重要な結果がある．ここで
は，Gromov-Hausdorff収束における極限の次元が，列の多様体の次元と同じだが，極限
の次元が列の多様体の次元より真に小さくなるときは，問題がより難しくなり，そのよう
な収束を崩壊とよぶ．崩壊理論の研究はCheeger, Fukaya, Gromov, Perelman，山口らに
よって整備された．断面曲率が下に有界な完備リーマン多様体の列のGromov-Hausdorff

極限はAlexandrov空間となるが，そのような崩壊現象の解明は，Alexandrov空間の理解
が本質的であった．その中で一つの代表的な定理が以下である．

定理 2.18 (体積崩壊定理；塩谷・山口 [129, 130]) ある定数 ε0 > 0が存在して，３次元
閉リーマン多様体M で sec ≥ −1かつ volM ≤ ε0 をみたすものは，グラフ多様体に限る．

この定理は最初 Perelman [121] により証明なしで主張され，塩谷・山口が証明した．
これはPerelmanによるポアンカレ予想および幾何化予想の解決における一つの重要なス
テップであった．
このように断面曲率の下限条件において，Alexandrov空間を解析することで，収束・崩
壊現象を解明する手段はかなり有効な研究手段であった．同じことがリッチ曲率に対し
て期待できるが，リッチ曲率の下限条件を備えた距離空間は最適輸送理論を用いて定義さ
れる．

45



また他方で，Cheeger-Colding [31, 32, 33]はリッチ曲率が下に有界かつ次元が上に有界
なリーマン多様体の列の極限空間の構造を詳しく研究した．現在，最適輸送の意味でリッ
チ曲率が下に有界な距離空間について，Cheeger-Coldingの結果を一般化するという結果
も得られつつある．
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3 曲率次元条件（太田）
この講演の内容については，[148]に（情報は若干古いが）概説がある．興味を持たれ
た方はそちらも参照されたい．

3.1 リッチ曲率の下限の特徴づけ

まずリーマン多様体において，リッチ曲率がある定数以上であるという性質が，Wasser-

stein空間上のある汎関数（エントロピー）の凸性で特徴づけられることを述べる．この
エントロピーの凸性を曲率次元条件と呼ぶ．
(M, g)を n次元完備連結リーマン多様体（n ≥ 2，∂M = ∅），volgをその体積測度とし，
リーマン距離関数を単に dで表す．簡単のため，M は常にコンパクトであるとする．

3.1.1 重みつきリッチ曲率

曲率次元条件における「次元」の役割を理解するためには，volgにM 上の正値関数に
よる重みをつけた測度

m = e−V volg, V ∈ C∞(M)

を考えた方が良い．すると，リッチ曲率は測度の振る舞いを制御するものであるので，V
に応じて変形する必要がある．

定義 3.1 (重みつきリッチ曲率) N ∈ (n,∞)と v ∈ TxM に対し，

RicN(v) := Ricg(v, v) + HessV (v, v)− ⟨∇V (x), v⟩2

N − n

（Ricg : TM × TM −→ Rは gについてのリッチテンソル）．極限として，

Ric∞(v) := Ricg(v, v) + HessV (v, v),

Ricn(v) :=

{
Ricg(v, v) + HessV (v, v) if ⟨∇V (x), v⟩ = 0,

−∞ if ⟨∇V (x), v⟩ ≠ 0.

定義から直ちに次の性質がわかる．

補題 3.2 (i) v ∈ TM と c ∈ Rに対し，RicN(cv) = c2 RicN(v)．

(ii) 重みがない場合（m = volg，つまり V ≡ 0），全てのN ∈ [n,∞]に対してRicN(v) =

Ricg(v, v)．

(iii) RicNはNについて単調非減少である．つまり，n ≤ N < N ′ ≤ ∞ならば，RicN(v) ≤
RicN ′(v)．
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注意 3.3 (a) Ric∞を下から押さえた状況での幾何・解析は，Lichnerowicz [89]による先
駆的な仕事の後，Bakry–Émery [11]らによって線形半群や関数不等式の枠組で組織的に
研究された．Ric∞はBakry–Émeryテンソル，またはBakry–Émery–Ricciテンソル
とも呼ばれる．その後，RicN がBakry [10]やQian [122]により導入され，解析的・幾何
的な興味から研究が進んだ（[91]など参照）．Bakryらの理論では，ラプラシアンを一般
化したような線形作用素について，RicN ≥ KでのBochner不等式に対応する不等式を曲
率次元条件と呼び，その下での解析を展開した（Γ-calculusと呼ばれる，桒田氏の講演
参照）．この講演で扱う最適輸送理論に基づく曲率次元条件は彼らの理論からその名前を
流用しており，区別するためにBakryらのものを「解析的曲率次元条件」，最適輸送理論
に基づくものを「幾何的曲率次元条件」と呼ぶことがある．
(b) 以前はN < nの場合は考えない，若しくは形式的にRicN(v) = −∞とされていた
が，最近N < 0（または更にN < 1）の場合にも（同じ定義による）RicN を考えること
に意味があることがわかってきている．例えば，Bochner不等式がN < 0でも成り立つ
（[83, 108]）．

以降，実数 K ∈ Rに対し RicN(v) ≥ K|v|2 が全ての v ∈ TM で成り立つことを，
「RicN ≥ K」で表す．RicN ≥ Kを満たす (M, g,m)は，「リッチ曲率がK以上，かつ次
元が N 以下」であるように振る舞うことが知られている．例えば，N ∈ [n,∞)に対し
RicN ≥ Kであるとき，Bishop–Gromov体積比較定理の拡張：

m(BR(x))

m(Br(x))
≤
∫ R
0
sK/(N−1)(t)

N−1 dt∫ r
0
sK/(N−1)(t)N−1 dt

∀x ∈M, 0 < r < R

が成り立つ．ここで，

sκ(r) :=


√
1/κ sin(r

√
κ) (κ > 0),

r (κ = 0),√
−1/κ sinh(r

√
−κ) (κ < 0)

(3.1)

は方程式
f ′′ + κf = 0, f(0) = 0, f ′(0) = 1

の解で，比較定理で頻繁に現れる．

3.1.2 エントロピー

次に，曲率次元条件で主役を務めるWasserstein空間上の汎関数（エントロピー）を定
義する．

定義 3.4 (エントロピー) (1) µ ∈ P(M)のmについての相対エントロピーを，µがmと
絶対連続である場合（µ = ρmと表せる）には

Entm(µ) :=

∫
M

ρ log ρ dm,

それ以外のときは Entm(µ) := ∞と定義する．
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(2) N ∈ (1,∞)に対し，µ ∈ P(M)のmについてのRényi（–Tsallis）エントロピーを，
µを µ = ρm+ µsとmと絶対連続な部分 ρmと特異な部分 µsにルベーグ分解して，

SN(µ) := −
∫
M

ρ(N−1)/N dm

と定義する．

上の (1)において，Jensenの不等式より

Entm(µ) = m(M)

∫
M

ρ log ρ
dm

m(M)
≥ m(M)

1

m(M)
log

1

m(M)
= − logm(M).

従ってEntm(µ)はwell-definedである（m(M) = ∞の場合には，
∫
{ρ>1} ρ log ρ dm = ∞な

ら Entm(µ) := ∞とする）．
相対エントロピーは，熱力学や情報理論で基本的な概念であるボルツマン・シャノンエ
ントロピーの符号を逆にしたものである（従って，自然な拡散で相対エントロピーは減少
する）．実際，集合A ⊂M 上の一様分布 µA = m(A)−1 ·m|A については

Entm(µA) =

∫
A

1

m(A)
log

1

m(A)
dm = − logm(A) (3.2)

となり，m(A)が大きいほど（広範囲に一様に分布しているほど）Entm(µA)は小さくなる．
SN は相互作用のあるより複雑な系についての統計力学などに関連するものである．

3.1.3 リッチ曲率の下限の特徴づけ

定義 3.4のエントロピーを用いると，重みつきリッチ曲率がある定数以上であるという性
質が次のように特徴づけられる．次の定理の (i)でm = volgの場合はRenesse–Sturm [126]，
それ以外は Sturm [131, 132, 133]とLott–Villani [92, 93]による（Ric∞ ≥ KがEntmのK

凸性を導くことについては，Cordero-Erausquin et al [37, 38]による先行研究がある）．

定理 3.5 (リッチ曲率の下限の特徴づけ) K ∈ Rとする．

(i) (M, g,m)が Ric∞ ≥ K を満たすことは，Entm がK 凸であること，つまり任意の
µ0, µ1 ∈ P(M)とその間のW2についての最短測地線 (µt)t∈[0,1]に対し

Entm(µt) ≤ (1− t) Entm(µ0) + tEntm(µ1)−
K

2
(1− t)tW 2

2 (µ0, µ1) (3.3)

が全ての t ∈ (0, 1)で成り立つこと，と同値である．

(ii) N ∈ [n,∞)に対し，(M, g,m)が RicN ≥ Kを満たすことは，任意のmに絶対連続
な µ0, µ1 ∈ P(M)とその間のW2についての最短測地線 (µt)t∈[0,1]に対し，

SN(µt) ≤ −
∫
M×M

{
(1− t)β1−t

K,N

(
d(x, y)

)1/N
ρ0(x)

−1/N

+tβtK,N
(
d(x, y)

)1/N
ρ1(x)

−1/N
}
π(dxdy) (3.4)
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が全ての t ∈ (0, 1)で成り立つことと同値である．ここで，i = 0, 1に対し µi = ρim

とし，πを µ0と µ1の最適カップリングとした．

不等式 (3.4)中の βtK,Nは，(3.1)の sκを用いて次のように定義される：t ∈ (0, 1)に対し，

βtK,N(r) :=

(
sK/(N−1)(tr)

tsK/(N−1)(r)

)N−1

, βtK,∞(r) := eK(1−t2)r2/6. (3.5)

(3.3)は d2[Entm(µt)]/dt
2 ≥ KW 2

2 (µ0, µ1)を弱い意味で（積分した形で）表したものであ
り，P(M)をリーマン多様体と見なした場合にはHess Entm ≥ Kに当たる．(3.4)は絶対
連続でない µ0, µ1に対しても書くことはできるが，煩雑になるので割愛する．
幾何的なイメージでは，曲率が大きいほど µtは µ0, µ1に比べて「広がる」ため，エン
トロピーが小さくなり，よってより凸になる（下図）．

エントロピーの凸性のイメージ

Ric > 0 Ric < 0

µ0 µ1µ1/2 µ0 µ1µ1/2

注意 3.6 K = 0のときは β0,N ≡ 1となり，よって (3.4)は SN の凸性（0凸性）：

SN(µt) ≤ (1− t)SN(µ0) + tSN(µ1)

に他ならない．しかし，K ̸= 0については SN のK凸性は良い条件ではない．具体的に
は，K > 0に対し SN がK凸になることはなく，K < 0の場合に SN がK凸であること
はRicN ≥ 0であることと同値である（[131, 113]）．

RicN ≥ Kからエントロピーの凸性 (3.3), (3.4)を得る方法の概略を述べる．N ∈ [n,∞)

とする（N = ∞の場合も同様）．簡単のため，µ0, µ1が共にmに絶対連続なときのみ考
える．ユークリッド空間の場合と同様に，µ0から µ1への最短測地線（最適輸送）は一意
であり，M の測地線に沿った押し出しとなる．具体的には，ある種の凸性を満たす関数
φ :M −→ Rが存在し，

Tt(x) := expx
(
t∇φ(x)

)
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と（殆ど全ての点 x ∈Mで）定義される写像 Ttについて，µt = (Tt)♯µ0が成り立つ．φの
凸性より Ttは殆ど全ての点で微分可能であり，µt = ρtmと表すとき，Monge–Amperè

方程式
ρ0(x)e

−V (x) = ρt
(
Tt(x)

)
e−V (Tt(x)) det[dTt(x)] (3.6)

が µ0-a.e. x ∈ M で成り立つ．ここで det[dTt(x)]は Ttの volgについてのxでのヤコビア
ンである．ρ0(x)と ρt(Tt(x))の比

Jt(x) := eV (x)−V (Tt(x)) det[dTt(x)] (3.7)

は Ttのmについてのxでのヤコビアンと見なせ，ヤコビ場と重みつきリッチ曲率の下限
RicN ≥ Kを用いた（よく行われる）計算により，

Jt(x)
1/N ≥ (1− t)β1−t

K,N

(
d
(
x, T1(x)

))1/N
J0(x)

1/N + tβtK,N

(
d
(
x, T1(x)

))1/N
J1(x)

1/N (3.8)

が示せる（Jt(x)
1/Nの凹性）．J0(x) = 1に注意して，(3.8)を積分すると (3.4)が得られる：

SN(µt) = −
∫
M

ρ
(N−1)/N
t dm = −

∫
M

ρ
−1/N
t dµt

= −
∫
M

(ρt ◦ Tt)−1/N dµ0 (∵ µt = (Tt)♯µ0) =
(3.6)

−
∫
M

(
Jt
ρ0

)1/N

dµ0

≤
(3.8)

−
∫
M

{
(1− t)β1−t

K,N

(
d
(
x, T1(x)

))1/N
ρ0(x)

−1/N

+ tβtK,N

(
d
(
x, T1(x)

))1/N (J1(x)

ρ0(x)

)1/N }
µ0(dx)

= −
∫
M

{
(1− t)β1−t

K,N

(
d(x, y)

)1/N
ρ0(x)

−1/N + tβtK,N
(
d(x, y)

)1/N
ρ1(y)

−1/N
}
π(dxdy).

最後の等号では y = T1(x) π-a.e. (x, y) ∈M ×M と t = 1での (3.6)を使った．
逆向き（(3.3), (3.4) ⇒ RicN ≥ K）については，§3.2.3で略証を与える．

3.2 曲率次元条件

定理 3.5で現れたRicN ≥ Kを特徴づける性質（エントロピーの凸性）は，微分構造を用
いずに，距離（測地線）と測度のみで定式化できる．そこで，それを測度距離空間の「N
次元的なリッチ曲率がK 以上である」ことの定義として採用すると，RicN ≥ Kである
重みつきリーマン多様体（またはRicg ≥ Kかつ dim ≤ N である重みのないリーマン多
様体）と共通する様々な性質が導かれる．

3.2.1 定義

(X, d)を完備な測地距離空間，mをX上のボレル測度で任意の有界開集合U (̸= ∅)に対し
0 < m(U) <∞であるものとする．Γ(X)をX上の最短測地線 γ : [0, 1] −→ Xのなす集合
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とし，距離 dΓ(γ1, γ2) := maxt∈[0,1] d(γ1(t), γ2(t)) によって位相を入れる．t ∈ [0, 1]に対し，
et : Γ(X) −→ Xをet(γ) := γ(t)と定める．定義より明らかに，d(et(γ1), et(γ2)) ≤ dΓ(γ1, γ2)

が成り立つ．

定義 3.7 (曲率次元条件) (1) K ∈ Rに対し，(X, d,m)が曲率次元条件CD(K,∞)を満た
すということを，次で定義する：任意の確率測度 µ0, µ1 ∈ P2(X)に対し，ある µ0か
ら µ1へのW2についての最短測地線 (µt)t∈[0,1]が存在し，

Entm(µt) ≤ (1− t) Entm(µ0) + tEntm(µ1)−
K

2
(1− t)tW 2

2 (µ0, µ1)

が全ての t ∈ (0, 1)で成立する（Entmの弱K凸性）．

(2) K ∈ R，N ∈ (1,∞)に対し，次が成り立つとき，(X, d,m)は曲率次元条件CD(K,N)

を満たすという：任意のmに絶対連続な確率測度 µ0, µ1 ∈ P2(X)に対し，あるΠ ∈
P(Γ(X))が存在し，µt := (et)♯Πが µ0から µ1へのW2についての最短測地線，π :=

(e0 × e1)♯Πが µ0と µ1の最適カップリング，かつ

SN ′(µt) ≤ −
∫
X×X

{
(1− t)β1−t

K,N ′

(
d(x, y)

)1/N ′
ρ0(x)

−1/N ′

+tβtK,N ′

(
d(x, y)

)1/N ′
ρ1(x)

−1/N ′
}
π(dxdy)

が全ての t ∈ (0, 1)とN ′ ∈ [N,∞)で成り立つ．

この定義は Sturm [132, 133]による（但し，(2)で (µt)t∈[0,1]と πをΠを通して関係づけ
るのは Lott–Villani [92, 93]のアイディアによる）．N = 1の場合も考えることができる
が，特別な扱いが必要になるので割愛する．

注意 3.8 (a) (2)で Πは最短測地線 (µt)t∈[0,1]と最適カップリング πを結びつける役割を
果たす．K = 0の場合には (2)の不等式は SN ′の凸性：

SN ′(µt) ≤ (1− t)SN ′(µ0) + tSN ′(µ1)

となり，πは表に現れないので，Πを持ち出す必要はない．
(b)「全ての」最短測地線／Πではなく，「ある」最短測地線／Πとしていること（その
ため弱K凸性と呼ぶ）は，空間の収束での保存を考える上で本質的である（§3.2.4参照）．
(c) 定理 3.5の証明で見たように，リッチ曲率の下限で本質的なのは底空間の測地線に
沿ってのヤコビアンの凹性 (3.8)だが，測度距離空間での定式化や空間の収束による保存
のためには積分した不等式を考える必要がある．
(d) (2)で全てのN ′ ≥ N を考えたことで，単調性：

CD(K,N) ⇒ CD(K ′, N ′) ∀K ′ ≤ K, ∀N ′ ∈ [N,∞]

が保証される．Lott–Villani [92, 93]による定義では，より広いクラスのエントロピーの
凸性を曲率次元条件として採用する．それらは，ヤコビアンの凹性を表す不等式 (3.8)を
色々な方法で積分することに当たる．
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(e) 定義より直ちに，(X, d,m)がCD(K,N)を満たすなら，距離と測度を正の定数倍し
た測度距離空間 (X, a · d, b ·m)はCD(K/a2, N)を満たすことがわかる．

3.2.2 幾何学的応用

曲率次元条件の幾何学的応用として，Brunn–Minkowski不等式を取り上げる．これ
はRnのルベーグ測度についての古典的なBrunn–Minkowski不等式：

|(1− t)A+ tB|1/n ≥ (1− t)|A|1/n + t|B|1/n, A,B ⊂ Rn (3.9)

（| · |：ルベーグ測度）の一般化であり，曲がった空間では，リーマン多様体の場合でも曲
率次元条件を用いて始めて示された（[133, 144, 107]）．

定理 3.9 (Brunn–Minkowski不等式) (X, d,m)が CD(K,N)を満たすとする．有界な
ボレル集合A0, A1 ⊂ Xでm(A0),m(A1) > 0であるものを固定し，t ∈ (0, 1)に対しAt ⊂ X

をA0の点からA1の点への最短測地線 γ : [0, 1] −→ X の時刻 tでの点 γ(t)のなす集合と
する．つまり，

At := {γ(t) | γ ∈ Γ(X), γ(0) ∈ A0, γ(1) ∈ A1}.

このとき，次が成り立つ：

(i) N ∈ (1,∞)のとき，

m(At)
1/N ≥ (1− t) inf

x∈A0,y∈A1

β1−t
K,N

(
d(x, y)

)1/N
m(A0)

1/N

+ t inf
x∈A0,y∈A1

βtK,N
(
d(x, y)

)1/N
m(A1)

1/N .

(ii) N = ∞ならば，i = 0, 1に対し µiをAi上の一様分布 µi := m(Ai)
−1 ·m|Ai

として，

logm(At) ≥ (1− t) logm(A0) + t logm(A1) +
K

2
(1− t)tW 2

2 (µ0, µ1).

証明は，一様分布 µ0, µ1の間で曲率次元条件を適用し，Jensenの不等式を使えばよい．
(i)でK = 0の場合には，

m(At)
1/N ≥ (1− t)m(A0)

1/N + tm(A1)
1/N

となり（m1/N の凹性），確かに (3.9)と同じ形になる．
(i)でA1を点 xを中心とする開球BR(x)とし，A0を {x}につぶし，t = r/Rとするこ
とで，Bishop–Gromov体積比較定理の一般化が得られる：

m(BR(x))

m(Br(x))
≤
∫ R
0
sK/(N−1)(t)

N−1 dt∫ r
0
sK/(N−1)(t)N−1 dt

.
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これから特に，測度距離空間上の解析で重要である測度の（局所）2倍条件（doubling

condition）が成り立つ．更に，K > 0ならBonnet–Myers型の直径評価も導ける：

diamX ≤ π

√
N − 1

K
. (3.10)

N = ∞のときは，K > 0でも直径が有界になるとは限らない．典型的な例はユークリッ
ド空間上のガウス型測度 dm = e−|x|2/2dxで（| · |はユークリッドノルム／距離），この場
合重み関数 V (x) = |x|2/2は 1凸なので (Rn, | · |,m)はCD(1,∞)を満たす．

3.2.3 CD(K,N) ⇒ RicN ≥ Kの略証

ここで，Brunn–Minkowski不等式（定理3.9）を用いて，重みつきリーマン多様体 (M, g,m)

の場合にCD(K,N)からRicN ≥ Kが導かれることを見る．
まず，N ∈ (n,∞)とする．単位接ベクトル v ∈ TxM を固定し，γ(t) := expx(tv)とお
く．a := ⟨∇V (x), v⟩/(N − n)と 0 < ε≪ rに対し，

A0 := Bε(1−ar)
(
γ(r)

)
, A1 := Bε(1+ar)

(
γ(−r)

)
とおく．Brunn–Minkowski不等式より，

m(A1/2)
1/N ≥ 1

2
β
1/2
K,N

(
2r +O(ε)

) {
m(A0)

1/N +m(A1)
1/N
}
.

ここで，r ↓ 0（従って ε ↓ 0）としたときのm(A0),m(A1)の漸近挙動を V を用いて評価
して，

m(A1/2)

εn
≥ cne

−V (x)

{
1 +

1

2

(
K − HessV (v, v) +

⟨∇V (x), v⟩2

N − n

)
r2
}
+O(r4)

（cnはRnの単位球の体積）．一方，リッチ曲率を用いて r ↓ 0としたときのm(A1/2)の漸
近挙動を計算すると，

m(A1/2)

εn
= cne

−V (x)

(
1 +

1

2
Ricg(v, v)r

2

)
+O(r3).

r2の係数を比べて，RicN(v) ≥ Kを得る．
N = ∞のときの証明は同様．N = nのときは，上の議論から任意のN ′ > nでRicN ′ ≥ K

が成り立つので，N ′ ↓ nとしてRicn ≥ Kを得る（このとき，結果的には V は定数関数
となり，よってRicN ′ = Ricn = Ricg）．

3.2.4 空間の収束での保存

曲率次元条件の定式化が適切かつ有用であることの 1つの証左は，測度距離空間の収
束で保たれることである．簡単のため，コンパクトな空間のみ考える．コンパクト測度
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距離空間の列 {(Xi, di,mi)}i∈Nがコンパクト測度距離空間 (X, d,m)に測度つきGromov–

Hausdorff収束するとは，ある0に収束する正数の列{εi}i∈Nとボレル写像の列ϕi : Xi −→
Xが存在して， ∣∣di(x, y)− d

(
ϕi(x), ϕi(y)

)∣∣ < εi ∀x, y ∈ Xi,

Bεi

(
ϕi(Xi)

)
= X,

(ϕi)♯mi → m（弱収束）

が成り立つことである．ここで，(X, d,m)はm(X) > 0を満たすとする．

定理 3.10 (保存性) コンパクト測度距離空間の列 {(Xi, di,mi)}i∈Nがコンパクト測度距離
空間 (X, d,m)に測度つき Gromov–Hausdorff収束しているとする．あるK ∈ Rと N ∈
(1,∞]に対し全ての (Xi, di,mi)が CD(K,N)を満たすならば，(X, d,m)も CD(K,N)を
満たす．

尚，Sturm [132, 133]はD-distanceという測度つきGromov–Hausdorff収束より弱い概
念を導入し，それについての保存性を示している．ここでは，Lott–Villlani [92, 93]によ
る証明法の概略を述べる．簡単のため，N = ∞とする．
µ0, µ1 ∈ P(X)を固定する．

(I) a = 0, 1に対し，連続関数 ρka ∈ C(X)（k ∈ N）で µka := ρkam ∈ P(X)かつ

lim
k→∞

W2(µ
k
a, µa) = 0, lim

k→∞
Entm(µ

k
a) = Entm(µa)

を満たすものを取る（取れる）．

(II) 各 i ∈ N，a = 0, 1に対し，

µka,i :=
ρka ◦ ϕi ·mi∫
Xi
ρka ◦ ϕi dmi

∈ P(Xi)

とおき，CD(K,∞)を満たす最短測地線 (µkt,i)t∈[0,1] ⊂ P(Xi)を取る．つまり，

Entmi
(µkt,i) ≤ (1− t) Entmi

(µk0,i) + tEntmi
(µk1,i)−

K

2
(1− t)tW 2

2 (µ
k
0,i, µ

k
1,i).

部分列を取ると，(µkt,i)t∈[0,1]は i → ∞で µk0から µk1へのある最短測地線 (µkt )t∈[0,1]に収
束する．ここで，ρkaが連続関数であることから端点でのエントロピーは収束する：

(1− t) Entmi
(µk0,i) + tEntmi

(µk1,i)−
K

2
(1− t)tW 2

2 (µ
k
0,i, µ

k
1,i)

→
i→∞

(1− t) Entm(µ
k
0) + tEntm(µ

k
1)−

K

2
(1− t)tW 2

2 (µ
k
0, µ

k
1).

一方，0 < t < 1では一般にエントロピーは下半連続である：

Entm(µ
k
t ) ≤ lim

i→∞
Entmi

(µkt,i).

従って，(µkt )t∈[0,1]は CD(K,∞)の式を満たす．更に k → ∞として，同じ議論によって
CD(K,∞)を満たす最短測地線 (µt)t∈[0,1]を得る．
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3.2.5 例

空間の収束による保存性（定理 3.10）により，Cheeger–Colding [31, 31, 33]らによって
以前から研究されていたリッチ曲率を一様に下から押さえたリーマン多様体の極限空間
（もはや多様体とは限らない）が曲率次元条件を満たすことがわかった．他に曲率次元条
件を満たす（または満たさない）リーマン多様体以外の空間としては，以下のものが知ら
れている．

• フィンスラー多様体：フィンスラー多様体 (M,F )は，多様体M の接束 TM 上に，
各接空間 TxM 上でMinkowskiノルムとなるような関数 F : TM −→ (0,∞)が与え
られたものである（[15, 149]参照）．これはリーマン多様体の一般化であると共に，
バナッハ空間の非線形化という側面もある．フィンスラー多様体とその上のなめら
かな正値測度の組 (M,F,m)には重みつきリッチ曲率RicN が定義され，定理 3.5と
同様にRicN ≥ KはCD(K,N)と同値になる（[106]）．

特に，n次元ノルム空間とルベーグ測度の組はCD(0, n)を満たす．ℓn1 , ℓ
n
∞は曲率次

元条件を満たし測地線が分岐する典型的な例である．

• Alexandrov空間：有限次元Alexandrov空間は，次元が整数かつ一様であり，更にあ
る弱い意味での微分構造及びリーマン構造を持つことが知られている（[22, 111, 21]）．
断面曲率とリッチ曲率の間の関係から，曲率 k以上のn次元Alexandrov空間とn次
元Hausdorff測度の組はCD((n− 1)k, n)を満たすことが期待される．それは k = 0

の場合は Petrunin [119]，k ̸= 0の場合は Zhang–Zhu [146]により，Petruninの第 2

変分公式 [118]を用いて示された．（しかし [118]の議論は難解で，主張の正否につ
いての一般的なコンセンサスはまだ得られていないと思われる．）

• Wiener空間にCameron–Martin擬距離を入れたものは，CD(1,∞)を満たす（[132,

51]；筆者は門外漢なので詳しくは述べられない）．

• Heisenberg群HnにCarnot–Carathéodory距離と (2n+ 1)次元ルベーグ測度を入れ
たものは，全てのK,N で CD(K,N)を満たさないが，より弱い測度の収縮性を満
たす（Juillet [75]）．CD(K,N)を満たさないことは，Brunn–Minkowski不等式が成
り立たないことによって示される．

フィンスラー多様体が曲率次元条件を満たすことには，2つの見方がある．1つは，リー
マン幾何やAlexandrov幾何では捉えられなかったより広い範囲を含むという良い点．も
う 1つは，Cheeger–Gromollの分解定理のようなリーマン幾何で重要な性質が，この
曲率次元条件の下では期待できないという（ある意味では）悪い点である．後者に関連し
て，曲率次元条件に空間が「リーマン的」であるための何らかの条件を付け加えて，フィ
ンスラー多様体を排除し，分解定理のようなより強い帰結を得ようという自然な問題提起
がなされた．それに対する 1つの答えが，後の講演で述べられるリーマン的曲率次元条件
である．
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4 エントロピーと Wasserstein 幾何（高津）
前章でリーマン多様体 (M, g)上の測度 mに対し, Ric∞ ≥ K と相対エントロピー Entm
の K凸性が同値であることをみた (定理 3.5(i)). そして関数の K凸性は, 関数のヘッシア
ンの固有値が各点において K 以上であることの一般化である. 本章ではこの結果をリーマ
ン幾何の観点から部分的に再解釈する: Wasserstein 空間 (Pac

2 (M),W2) にリーマン構造–

接空間とその上の内積–を導入し, (M, g,m) が “Ric∞ ≥ K 満たすならば Hess Entm ≥ K”

となることを説明する. その後 Hess Entm ≥ K から種々の関数不等式–HWI 不等式, 対数
Sobolev 不等式, Talagrand 不等式など–を導く.

以下, 本章では前章同様に (M, g) は完備連結リーマン多様体 (dimM ≥ 2, ∂M = ∅)で,

その上の測度 m は m = e−V vol, V ∈ C∞(M) で与えられているとする. またWasserstein

空間にリーマン構造を導入するためのアイデア紹介に重きをおくため, 議論はやや形式的
に行う. 例えば関数の正則性などは無視し, 積分と微分は自由に交換できるとする. 厳密
な議論は [143, Theorem 8.1]や [144, Sections 7,13] などを参照にして頂きたい. 本章はこ
の他に [116, Section 3]も参考にした. またリーマン構造導入の先駆となった論文は [115]

であるが, そこにおける手法と以下で説明する手法はやや異なる.

4.1 (Pac
2 (M),W2) のリーマン構造

多様体において, ある点における接空間はその点を通る曲線のその点における速度ベク
トルのなす空間のことであった. ここで ‘曲線’は ‘最短測地線’に取替えても良い. また多
様体の任意の二点 x0, x1 に対し, γ0 = x0, γ1 = x1 を満たす C∞-曲線 (γt)t∈[0,1] のなす空
間を Cx0,x1 と記す. このときリーマン計量が誘導する測地距離 d∗ は

d∗(x0, x1)
2 = inf

(γt)t∈[0,1]∈Cx0,x1

∫ 1

0

|γ̇t|2gdt

で与えられ, リーマン距離 d と一致する. ここで | · |g はリーマン計量 g から誘導される
接空間上のノルムである. そして上式の下限は (γt)t∈[0,1] が最短測地線のときに達成され,

その初速度ベクトル γ̇0 は任意の t ∈ (0, 1] に対し

1

t2
d(γ0, γt)

2 = g(γ̇0, γ̇0)

を満たす.

以上を踏まえ Pac
2 (M) にリーマン構造を導入する. まず任意の二点 µ0, µ1 ∈ Pac

2 (M) を
結ぶ Pac

2 (M) 内の曲線 (µt = ρtm)t∈[0,1] を考える. ここで確率測度 µt を流体の時刻 t に
おける分布状態と考えれば, 曲線は質量が保たれる流体の動きとみなせる. そして各時刻
t ∈ [0, 1] における流体の速度ベクトルを vt, 位置ベクトルを Xt とすれば

d

dt
Xt = vt(Xt)
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が成立つ. そこで M 上の写像族 (Tt)t∈[0,1] を

T0(x) = x,
∂

∂t
Tt(x) = vt(Tt(x)) (4.1)

の解として定める. すると Tτ (x) は時刻 t = 0 で x に存在する粒子が速度 vt で流れ, 時
刻 t = τ のときに存在する位置を表し, µt = Tt♯µ0 となる. このとき任意の h ∈ C∞

0 (M)

に対して

d

dt

∫
M

h(x)dµt(x) =
d

dt

∫
M

h(x)ρt(x)dm(x) =

∫
M

h(x)

(
∂

∂t
ρt(x)

)
dm(x)

が成立つ. また M 上のベクトル場 Φ に対し, 重みつき発散 Divm を

Divm(Φ) := Div(V )− g(Φ,∇V )

で定義すれば, 押出測度の定義と (4.1), そして Stokes の定理 (部分積分)より

d

dt

∫
M

h(x)dµt(x)=
d

dt

∫
M

h(Tt(x))dµ0(x) =

∫
M

(
∂

∂t
h(Tt(x))

)
dµ0(x)

=

∫
M

g

(
∇h(Tt(x)),

∂

∂t
Tt(x)

)
dµ0(x)=

∫
M

g (∇h(Tt(x)), vt(Tt(x))) dµ0(x)

=

∫
M

g(∇h(x), vt(x))dµt(x)= −
∫
M

h(x)Divm(ρt(x)vt(x))dm(x)

となる. よって任意の h ∈ C∞
0 (M) に対して∫

M

h(x)

(
∂

∂t
ρt(x)

)
dm(x) = −

∫
M

h(x)Divm(ρt(x)vt(x))dm(x)

が成立つ. このことを
∂

∂t
µt = −Divm(µtvt) (4.2)

と略記し, 式 (4.2)を連続方程式 (continuity equation) と呼ぶ.

注意 4.1 例えば (µt)t∈[0,1] が Wasserstein 最短測地線ならば, 注意 1.5(4)よりある関数 φ

が存在して
µt = Tt♯µ0, Tt = exp·(t∇φ) ∀t ∈ [0, 1]

と書ける. このとき速度ベクトル vt は

vt :=

(
∂

∂t
Tt

)
◦ (Tt)−1

で与えられる. 実際に任意の h ∈ C∞
0 (M) に対し, 前述の議論と同様にして∫

M

h(x)

(
∂

∂t
ρt(x)

)
dm(x) =

d

dt

∫
M

h(x)dµt(x) = −
∫
M

h(x)Divm(ρtvt(x))dm(x)
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が成立つことが分かり (µt, vt)t∈[0,1] の組は連続方程式 (4.2)を満たす. 特に T0(x) = xより

v0 =
∂

∂t
Tt

∣∣∣
t=0

= ∇φ

となり, 最短測地線の初速度ベクトル v0 は関数の勾配で表されることが分かる.さらに任
意の t ∈ (0, 1] に対し, πt := (T0, Tt)♯µ0 ∈ Π(µ0, µt) は最適であり

1

t2
W2(µ0, µt)

2 =
1

t2

∫
M×M

d(x, y)2dπt(x, t) =
1

t2

∫
M

d(T0(x), Tt(x))
2dµ0(x)

=

∫
M

g(∇φ(x),∇φ(x))dµ0(x)

が成立つ.

以上を鑑みて, 任意の µ ∈ Pac
2 (M) に対しその接空間を

TµPac
2 (M) := {∇φ | φ ∈ C∞

0 (M)},

その上の内積 ⟨⟨·, ·⟩⟩µ を φ, ψ ∈ C∞
0 (M) に対し

⟨⟨∇φ,∇ψ⟩⟩µ :=

∫
M

g(∇φ(x),∇ψ(x))dµ(x)

と定める. ここで TµPac
2 (M) の定義に現れる閉包は内積 ⟨⟨·, ·⟩⟩µ から定まるノルム ∥ · ∥µ

に関してとり, 内積は {∇φ | φ ∈ C∞
0 (M)} から TµPac

2 (M) に連続的に拡張される. そし
て連続方程式 (4.2)を満たす曲線と速度 (µt, vt)t∈[0,1] の組に対し, この曲線の速度ベクト
ル µ̇t ∈ TµtPac

2 (M) を vt とみなし, その大きさを ∥vµτt ∥2µt =
∫
M
|vµτt (x)|2gdµt(x) とする. す

るとこのリーマン構造が誘導する測地距離 d∗ は Wasserstein 距離と一致する.

このことを確かめるために, 任意の µ0, µ1 ∈ Pac
2 (M) を固定し, µ0 と µ1 を結ぶ曲線

µτ = (µτ )τ∈[0,1] ∈ Cµ0,µ1 を考える. そして (vµτt )t∈[0,1] をその速度ベクトル, (T µτt )t∈[0,1]
を (4.1)の解とすれば, (T µτt (x))t∈[0,1] は T µτ0 (x) と T µτ1 (x) を結ぶ M 上の曲線であり, そ

の速度ベクトルは
∂

∂t
T µτt (x) である. よって

d(T µτ0 (x), T µτ1 (x))2 ≤
∫ 1

0

∣∣∣∣ ∂∂tT µτt (x)

∣∣∣∣2
g

dt

が成立ち, さらに

∥vµτt ∥2µt =
∫
M

|vµτt (x)|2gdµt(x) =
∫
M

|vµτt (T µτt (x))|2gdµ0(x) =

∫
M

∣∣∣∣ ∂∂tT µτt (x)

∣∣∣∣2
g

dµ0(x) (4.3)

となる. また測地距離とWasserstein距離の定義, そして πµτ := (T µτ0 , T µτ1 )♯µ0 ∈ Π(µ0, µ1)

という性質より

d∗(µ0, µ1)
2= inf

µτ∈Cµ0,µ1

∫ 1

0

∥vµτt ∥2µtdt= inf
µτ∈Cµ0,µ1

∫
M

(∫ 1

0

∣∣∣∣ ∂∂tT µτt (x)

∣∣∣∣2
g

dt

)
dµ0(x)

≥ inf
µτ∈Cµ0,µ1

∫
M

d(T µτ0 (x), T µτ1 (x))2dµ0(x) = inf
µτ∈Cµ0,µ1

∫
M×M

d(x, y)2dπµτ (x, y)

≥ W2(µ0, µ1)
2
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となるので, d∗ ≥ W2 である. 一方, µτ ∈ Cµ0,µ1 を注意 4.1で定義したWasserstein 最短測
地線とすれば, 各 x ∈M に対し (T µτt (x))t∈[0,1] は M 上の最短測地線なので∣∣∣∣ ∂∂tT µτt (x)

∣∣∣∣2
g

= |∇φ(x)|2g = d(T µτ0 (x), T µτ1 (x))2

が成立つ. このとき πµτ は最適カップリングなので (4.3)と併せて

W2(µ0, µ1)
2 =

∫
M

d(x, y)2dπµτ (x, y) =

∫
M

d(T µτ0 (x), T µτ1 (x))2dµ0(x)

=

∫
M

(∫ 1

0

∣∣∣∣ ∂∂tT µτt (x)

∣∣∣∣2
g

dt

)
dµ0(x) =

∫ 1

0

∥vµτt ∥2µtdt

≥ d∗(µ0, µ1)
2

となり W2 ≥ d∗ を得る. 以上より d∗ = W2 が示された.

このようにWasserstein 空間にリーマン距離がWasserstein 距離と一致するリーマン構
造が導入できた. この構造をリーマン-Wasserstein 構造と呼ぶ.

さて, 本章では用いないが 5章および 6章での議論のために, リーマン-Wasserstein 構造
における測地線の接ベクトルについての考察を深めておく. 以下の議論でも常に関数の微
分可能性は仮定し，さらにBrenierの定理 (定理 1.4)等からの形式的な帰結は全て認める.

命題 4.2 (µt)t∈[0,1] ⊂ Pac
2 (M)をリーマン-Wasserstein構造に関する最短測地線とし,時刻

t ∈ [0, 1] における速度ベクトル µ̇t を ∇φt と表す. このとき, φt は φ0を以下のHopf-Lax

公式で変換したものになる:

φt(x) := inf
y∈X

[
φ0(y) +

d(x, y)2

2t

]
. (4.4)

証明 直前の議論で見たように, 初速度ベクトル µ̇0 = ∇φ0 を表す関数 φ0 は µ0 から µ1

への最適輸送写像 T1 = exp(∇φ0) に現れるものとして定まる. さらに, 定理 1.4の証明で
見たように, この φ0は (すなわち) Kantorovich双対性のmaximizerになっている39. つま
り, φ0 ∈ L1(µ0)は, ある ψ0 ∈ L1(µ1)との組として次を満たしている (定理 1.24参照 ; φ0

の符号に注意) :

1

2
W2(µ0, µ1)

2 =

∫
M

ψ0 dµ1 −
∫
M

φ0 dµ0,

ψ0(y) = inf
x∈M

[
φ0(x) +

d(x, y)2

2

]
µ1-a.e. y. (4.5)

ここで t ∈ (0, 1) に対し同様の考察を行うことで, φtを求めることは µtと µ1の間の最適
輸送の双対問題を考えることに帰着できる. ただし, 費用関数を適切に調整する必要があ
る.今の場合,

1

2
W2(µ0, µ1)

2 =
1

2t
W2(µ0, µt)

2 +
1

2(1− t)
W2(µt, µ1)

2

39正確には定理 1.4ではM = Rnの場合のみ扱っているが, 注意 1.5(4)で述べられているリーマン多様体
への一般化の議論でも同様の性質が期待されることが, 証明から分かる.
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が成立つことを踏まえると, µtとµ1の間の輸送費用を, 費用関数 d(x, y)2/(2(1− t))で計っ
た場合のKantorovich potentialを考えるのが自然だと分かる. 従って, (4.4)の右辺を φ̃t
と置いたとき, (φ̃t, ψ0)が次を満たすことを示せば良い :

1

2(1− t)
W2(µt, µ1)

2 =

∫
M

ψ0 dµ1 −
∫
M

φ̃t dµt, (4.6)

ψ0(y) = inf
x∈M

[
φ̃t(x) +

d(x, y)2

2(1− t)

]
µ1-a.e. y. (4.7)

まず φ̃t の定義より, 任意の x ∈M と ε > 0 に対し, ある z0 ∈M が存在し

φ̃t(x) > φ0(z0) +
d(z0, x)

2

2t
− ε

を満たす. そして (4.5)より µ1-a.e. y ∈M に対して,

ψ0(y)− φ̃t(x) < ψ0(y)− φ0(z0)−
d(z0, x)

2

2t
+ ε

≤ d(y, z0)
2

2
− d(z0, x)

2

2t
+ ε ≤ d(y, x)2

2(1− t)
+ ε

となる. ここで最後の不等式は三角不等式と初等的な不等式 (a+ b)2 ≤ t−1a2+(1− t)−1b2

から従う. ε > 0は任意であるから, (4.7)の “≤”を得る. 残りの主張のため, 写像 l :M →
Γ(M)を y 7→ (expy(−t∇ψ0(y)))t∈[0,1]で定め, Π = l♯µ1とおく.このとき, Brenierの定理
(の, 多様体版)から, 各 s0, s1 ∈ [0, 1] に対して, (esi)♯Π = µ1−si (i = 0, 1)かつ (es0 , es1)♯Π

は, 費用関数 d2/2に対する µ1−s0から µ1−s1への最適輸送計画になっている. (e0, e1)♯Πの
最適性から, Π-a.e. (γt)t∈[0,1]で

ψ0(γ0)− φ0(γ1) =
d(γ0, γ1)

2

2

が成立つ. このとき (γt)t∈[0,1] が最短測地線であることから,

ψ0(γ0) = φ0(γ1) +
d(γ0, γ1)

2

2
= φ0(γ1) +

d(γ1−t, γ1)
2

2t
+
d(γ0, γ1−t)

2

2(1− t)

≥ φ̃t(γ1−t) +
d(γ0, γ1−t)

2

2(1− t)
≥ inf

x∈M

[
φ̃t(x) +

d(γ0, x)
2

2(1− t)

]
となり, (4.7)の “≥”を得る. 以上より (4.7)が示された. 従って結果として直前の二不等
式は共に等号になるので, Π-a.e. (γt)t∈[0,1]で

ψ0(γ0)− φ̃t(γ1−t) =
d(γ0, γ1−t)

2

2(1− t)

が成立つ.これをΠで積分して (4.6)を得る. 2
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注意 4.3 Hopf-Lax公式 (4.4)で得られる対応 φ0 7→ Qtφ := φt によって, 関数の変換 Qt

が得られる. この Qt をHopf-Lax半群と呼ぶ40. もし基空間が測地的であれば, Qt は半群
性 (QtQs = Qt+s)を満たす (証明は略すが難しくはない). さらにQtφは, (少なくともRn

上では)次のHamilton-Jacobi方程式の解を与えることが知られている :

∂

∂t
Qtφ+

1

2
|∇Qtφ|2 = 0. (4.8)

ただし一般には, この方程式の (古典)解は有限時刻で微分不可能な点が発生するため, 解
概念を拡張する必要がある. 偏微分方程式論での標準的な議論では, 粘性解の概念を用い
る (例えば [48]参照). 一方で, この方程式は, 空間微分の意味を局所リプシッツ定数に置
き換えることで, 比較的緩い仮定の下で, 測度距離空間の枠組まで拡張できる (例えば, [5,

3章]を参照). 今回の話では, 後者の立場が深く関係してくる.

最後に, Qtφ(x)が (4.8)の解となることの直感的な説明を与える : d(y, x)2/(2t)を (t, x)

の関数と見たとき, この関数は (弧長に対する第一変分公式を認めれば)(4.8)の解になる.

従って, (4.4)で (t, x)を摂動したとき, 下限を近似する点が (より低いオーダーでしか)変
化しない状況であれば, (4.4)も (4.8)の解を与えるであろうと想像できる.

4.2 Entm の勾配とヘッシアンの下限

本節ではリーマン-Wasserstein 構造に関する相対エントロピー Entm の勾配とヘッシア
ンの固有値の一様下限を計算する.

任意の Wasserstein 最短測地線 (µt = ρtm)t∈[0,1] ⊂ Pac
2 (M) を固定し, 注意 4.1同様に

φ, Tt, vt を定める. このときリーマン幾何の一般論より

d

dt
Entm(µt) = dEntm(µ̇t) = ⟨⟨∇Entm, vt⟩⟩µt

が成立する. 一方, 直接計算より

d

dt
Entm(µt)=

d

dt

∫
M

ρt(x) log ρt(x)dm(x) =

∫
M

(log ρt(x) + 1)

(
∂

∂t
ρt(x)

)
dm(x)

= −
∫
M

(log ρt(x) + 1)Divm(ρt(x)vt(x))dm(x) =

∫
M

g(∇ log ρt(x), vt(x))dµt(x)

= ⟨⟨∇ log ρt, vt⟩⟩µt

となる. ここで最短測地線 (µt)t∈[0,1] は任意なので, 任意の µ = ρm ∈ Pac
2 (M) における

Entm の勾配は
∇Entm(µ) = ∇ log ρ (4.9)

40Hamilton-Jacobi半群, Moreau-Yosida近似, inf-convolution等と呼ばれるものは, これの別名又は親戚
である.
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であり, その大きさの二乗を Fisher 情報量と呼び Im(µ) と記す. すなわち

Im(µ) = ⟨⟨∇Entm,∇Entm⟩⟩µ =

∫
M

|∇ log ρ(x)|2gdµ(x) =
∫
M

|∇ρ(x)|2g
ρ(x)

dm(x)

である.

注意 4.4 厳密には任意の µ = ρm ∈ Pac
2 (M) に対し, |∇ρ(x)|2g は well-defined とは限らな

い. しかし例えば ρ がリプシッツ関数であれば |∇ρ(x)|g は m に関して殆ど至る所定義さ
れ, Im(µ) は well-defined となる.

ここで Entm(µt) を t に関してもう一度微分すると

d2

dt2
Entm(µt) = Hess Entm(µ̇t, µ̇t) + ⟨⟨∇Entm, µ̈t⟩⟩µt = Hess Entm(µ̇t, µ̇t)

が成立つ. 最後の等式は (µt)t∈[0,1] が測地線であること, すなわち µ̈u = 0 を用いた. ここ
で Ttのmについての x でのヤコビアン Jt(x) は (3.6),(3.7)を満たすので

ρ0(x) = ρt(Tt(x))Jt(x), µ0-a.e.x

が成立ち

Entm(µt) =

∫
M

log ρt(x)dµt(x) =

∫
M

log ρt(Tt(x))dµ0(x) =

∫
M

log

(
ρ0(x)

Jt(x)

)
dµ0(x)

となる. ここで (3.8)のN = ∞ に対する微分版として

− ∂2

∂t2
log Jt(x) ≥ Ricg

(
∂

∂t
Tt(x),

∂

∂t
Tt(x)

)
+HessV

(
∂

∂t
Tt(x),

∂

∂t
Tt(x)

)
が成立つ (例えば [144, Theorem 14.8(2)]参照). よってRic∞ ≥ K ならば

d

dt2
Entm(µt) =

∫
M

∂2

∂t2
log

(
ρ0(x)

Jt(x)

)
dµ0(x) =

∫
M

− ∂2

∂t2
log Jt(x)dµ0(x)

≥
∫
M

K

∣∣∣∣ ∂∂tTt(x)
∣∣∣∣2
g

dµ0(x) = K∥vt∥2µt = K⟨⟨µ̇t, µ̇t⟩⟩µt

となる. ここで最短測地線 (µt)t∈[0,1] は任意のだったので, Entm のヘッシアンは

Hess Entm(µ)(v, v) ≥ K⟨⟨v, v⟩⟩µ ∀µ ∈ Pac
2 (M), v ∈ TµPac

2 (M)

を満たす.

注意 4.5 これらの議論は, Hopf-Lax 半群を用いた Wasserstein測地線の表現に対する考
察と Bochner 公式から導くこともできる. 詳しくは 6.3節を参照にして頂きたい.
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4.3 関数不等式

この節において m は常に確率測度であるとする. そしてある実数 K 対し

Hess Entm(µ)(v, v) ≥ K⟨⟨v, v⟩⟩µ ∀µ ∈ Pac
2 (M), v ∈ TµPac

2 (M)

が成立つと仮定して, 種々の関数不等式を導く. 多くの場合 K は正数であり, また本
節の殆どの議論は測度距離空間に拡張できる. このことについては例えば 6.5節や [144,

Section 30]を参照して頂きたい.

4.3.1 HWI 不等式⇒対数 Sobolev 不等式⇒ Poincaré 不等式

定理 4.6 (M, g,m)がある実数 K に対し,

Hess Entm(µ)(v, v) ≥ K⟨⟨v, v⟩⟩µ ∀µ ∈ Pac
2 (M), v ∈ TµPac

2 (M)

を満たせば,

Entm(µ) ≤ W2(µ,m)
√
Im(µ)−

K

2
W2(µ,m)2, ∀µ ∈ Pac

2 (M) (4.10)

が成立つ.

注意 4.7 不等式 (4.10)は

H:相対エントロピー (H-関数) W : Wasserstein 距離 I: Fisher 情報量 (Information)

に因んでHWI 不等式と呼ばれる.

証明 任意の µ ∈ Pac
2 (M) に対し, (µt)t∈[0,1] ⊂ Pac

2 (M) を µ と m を結ぶ Wasserstein 最
短測地線とする. すると任意の t ∈ [0, 1] に対し

∥µ̇t∥2µt = ∥µ̇0∥2µ0 = W2(µ,m)2

であり, Entm(µt) の Taylor 展開から

Entm(µ1) = Entm(µ0) + ⟨⟨∇Entm, µ̇0⟩⟩µ0 +
∫ 1

0

(1− t)Hess Entm(µ̇t, µ̇t)dt

となる. ここで 左辺は µ1 = m = 1m より Entm(m) = 0 であり, 右辺の第一項は µ0 = µ

とCauchy–Schwarz 不等式より

⟨⟨∇Entm, µ̇0⟩⟩µ0 ≥ −∥∇Entm ∥µ0∥µ̇0∥µ0 = −
√
Im(µ)W2(µ,m),

第二項は仮定より∫ 1

0

(1− t)Hess Entm(µ̇t, µ̇t)dt ≥ K

∫ 1

0

(1− t)∥µ̇t∥2µt =
K

2
W2(µ,m)2
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となる. これらを代入し, 式を整理することで

Entm(µ) ≤ W2(µ,m)
√
Im(µ)−

K

2
W2(µ,m)2

を得る. 2

定理 4.8 (M, g,m)がある正数 K に対し HWI 不等式を満たせば

Entm(µ) ≤
1

2K
Im(µ) ∀µ ∈ Pac

2 (M) (4.11)

が成立つ.

注意 4.9 不等式 (4.11)を対数 Sobolev 不等式と呼ぶ.

証明 任意の µ ∈ Pac
2 (M) に対しHWI不等式を適用した後に平方完成すると

Entm(µ) ≤ W2(µ,m)
√
Im(µ)−

K

2
W2(µ,m)2

= −

(√
1

2K
Im(µ)−

√
K

2
W2(µ,m)

)2

+
1

2K
Im(µ) ≤

1

2K
Im(µ)

となり, 結論が従う. 2

定理 4.10 (M, g,m) がある正数 K に対し対数 Sobolev 不等式を満たせば∫
M

f 2dm ≤ 1

K

∫
M

|∇f |2dm ∀f ∈ L2(m) ∩ Lip(M) with

∫
M

fdm = 0 (4.12)

が成立つ.

注意 4.11 不等式 (4.12)を Poincaré 不等式と呼ぶ.

証明 L2(m) ∩ Lip(M) に属する関数は有界関数で近似できるので, f の有界性を仮定し
て良い. すると十分小さい ε > 0 に対して

µε := (1 + εf)m ∈ Pac
2 (M)

となるので, 対数 Sobolev 不等式より∫
M

(1 + εf) log(1 + εf)dm = Entm(µε) ≤
1

2K
Im(µε) =

1

2K

∫
M

|∇(1 + εf)|2g
(1 + εf)

dm (4.13)

となる. ここで

(1 + εf) log(1 + εf) = 0 + εf +
1

2
(εf)2 + o(ε2), |∇(1 + εf)|2g = ε2|∇f |2g

より, (4.13) の両辺を ε2 で割った後に ε→ 0 とすれば∫
M

f 2dm ≤ 1

K

∫
M

|∇f |2gdm

を得る. 2
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注意 4.12 以上の議論より, ある正数 K に対し (M, g,m) がRic∞ ≥ K を満たす (よって
Hess Entm ≥ K) ならばPoincaré 不等式 (4.12)が成立つ. より一般に N ∈ [dimM,∞) に
対し (M, g,m) がRicN ≥ K を満たすならば, Poincaré 不等式の定数 K は KN/(N − 1)

に改良できる. すなわち∫
M

f 2dm ≤ N − 1

KN

∫
M

|∇f |2dm ∀f ∈ L2(m) ∩ Lip(M) with

∫
M

fdm = 0 (4.14)

が成立つ. 不等式 (4.14)は Lichnerowicz 不等式と呼ばれる. 証明については例えば [92,

Theorem 5.34]を参照して頂きたい.

4.3.2 Talagrand 不等式⇒測度の集中現象

定理 4.13 (M, g,m)がある正数 K に対し,

Hess Entm(µ)(v, v) ≥ K⟨⟨v, v⟩⟩µ ∀µ ∈ Pac
2 (M), v ∈ TµPac

2 (M)

を満たせば,

W2(µ,m) ≤
√

2

K
Entm(µ), ∀µ ∈ Pac

2 (M) (4.15)

が成立つ.

注意 4.14 不等式 (4.15)はTalagrand不等式 (輸送不等式 )と呼ばれる. 情報幾何の文脈に
おいて相対エントロピーは距離関数の二乗のように振舞うので (例えば [1]参照), Talagrand

不等式は異なる距離関数の比較とも見なせる.

証明 任意の µ ∈ Pac
2 (M) に対し, (µt)t∈[0,1] ⊂ Pac

2 (M) をm と µ を結ぶ最短測地線とす
る (最短測地線の向きは定理 4.6の証明のときと逆である). このとき µ0 = m = 1m より

Entm(m) = 0, ∇Entm(m) = 0

であり, Entm(µt) の Taylor 展開より

Entm(µ) = Entm(µ1) = Entm(µ0) + ⟨⟨∇Entm, µ̇0⟩⟩µ0 +
∫ 1

0

(1− t)Hess Entm(µ̇t, µ̇t)dt

≥ K

∫ 1

0

(1− t)∥µ̇t∥2µt =
K

2
W2(µ,m)2

となるので結論を得る. 2

一般に対数 Sobolev不等式は Talagrand不等式を導く ([116],[17]). 逆にTalagrand不等式
はある弱い形の対数 Sobolev不等式を導き ([65]), そして曲率次元条件を課せばTalagrand

不等式は対数 Sobolev 不等式を導く ([116]). しかし対数 Sobolev 不等式と Talagrand 不
等式は同値ではない ([25]). だが一方で両不等式に共通する性質は多々あり, 例えばどち

66



らの不等式からもガウス型の測度の集中現象が従う. ここで距離空間 (X, d) 上の確率測
度 m が二正数 (λ,C) に対しガウス型の測度の集中現象を満たすとは, m に関する測度が
1/2 以上である任意のボレル集合 A ⊂ X と任意の非負実数 r に対し

m(Ar) ≥ 1− λe−Cr
2

, Ar := {x ∈ X | d(x,A) < r}: A の r-距離近傍

を満たすことである. 大雑把に言うと測度の集中現象は集合の周長と測度を比べる等周不
等式の積分版であり ([101]), そして偏差不等式と同値である (例えば [87]参照). 詳しく述
べないが, これらの不等式の間には

ガウス型の等周不等式⇒対数 Sobolev 不等式⇒Talagrand 不等式⇒ガウス型の測度の集中現象

なる関係がある. そして (M, g,m) が曲率次元条件 CD(0,∞)を満たせば測度の集中現象
から等周不等式が導かれる ([100]). これらの関数不等式間の関係は上述の論文や [144,

Section]とそれらに現れる参考文献を参照にして頂きたい.

最後に Marton 議論と呼ばれる手法で Talagrand 不等式からガウス型の集中現象を導
いてこの章を閉じる.

定理 4.15 (M, g,m) がある正数 K に対し Talagrand 不等式を満たせば, (2, K/4) に対し
てガウス型の測度の集中現象を満たす.

証明 m(A) ≥ 1/2 となる任意のボレル集合 A ⊂M と任意の非負実数 r に対し,

m(M \ Ar) ≤ 2e−Kr
2/4

を示す. m(M \Ar) = 0 のとき主張は明らかに正しいので, 以下 m(M \Ar) ̸= 0 を仮定す
る. また, r ≤

√
(8 log 2)/K ならば

2e−Kr
2/4 ≥ 1/2 ≥ m(M \ A) ≥ m(M \ Ar)

となり結論は正しいので, r >
√
(8 log 2)/K を仮定して良い.

ここで (3.2)で見たように, 非零ボレル集合 B ⊂ M 上の一様分布 µB := m(B)−1m|B
の相対エントロピーがEntm(µB) = − logm(B) となることに留意し, µA, µM\Ar を考える.

すると µA, µM\Ar の任意のカップリング π の台は直積集合 A × (M \ Ar) の閉包に含ま
れるので,

d(x, y) ≥ r π-a.e.

となる. よって

W2(µA, µM\Ar)
2 = inf

π∈Π(µA,µM\Ar )

∫
M×M

d(x, y)2dπ(x, y)

≥ inf
π∈Π(µA,µM\Ar )

∫
M×M

r2dπ(x, y) = r2
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であり, 三角不等式と Talagrand 不等式を併せて

r ≤ W2(µA, µM\Ar) ≤ W2(µA,m) +W2(m, µM\Ar)

≤
√

2

K
Entm(µA) +

√
2

K
Entm(µM\Ar)

=

√
− 2

K
logm(A) +

√
− 2

K
logm(M \ Ar)

となる. ここで仮定より

r >
√

(8 log 2)/K >
√

(2 log 2)/K ≥
√

−(2 logm(A))/K

なので, 上式を整理し二乗すると(√
K

2
r −

√
log 2

)2

≤ − logm(M \ Ar)

となり, さらに整理して

m(M \ Ar) ≤ e
−
(√

K
2
r−

√
log 2

)2

≤ e−
K
4
r2+log 2 = 2e−

K
4
r2

となるので示された. 2
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5 最適輸送理論と熱流（桒田）

5.1 導入

熱流を考える上での技術的な困難の説明を後回しにするため，ここでは完備で境界を持
たない重みつきRiemann多様体 (M, g,m) (m = e−V volg, V ∈ C∞(M)) 上で話を展開す
る (3.1.1項参照)．

前の講演 (4章)で導入された，確率測度の空間上の形式的なリーマン構造に基づく解析
(これも勿論，形式的な解析になる)は，その最初のアイデアを導入したOtto氏にちなん
で，Otto解析と呼ばれる [115]．Otto解析を通じて様々な発展的考察が可能になり，厳密
な理論を展開する上での指針を得ることができる．その有用性は既に 4章でも見た．
Otto解析を用いることで，確率測度の時間変化として記述できる41幾つかの時間発展
型偏微分方程式の解を，(P2(M),W2)上の汎関数の勾配流として (形式的に)特徴づける
ことができる．それらの多くの例および詳細は [143, 144]等の文献に譲るとして，ここで
は，その最も基本的な例である熱方程式について考える．Otto解析において，µ = ρmの
とき∇Entm(µ) = ∇ log ρであったことを踏まえ，

µ̇t = −∇Entm(µt) (5.1)

が表す連続方程式を考察すると，各 h ∈ C∞
0 (M)で

d

dt

∫
M

h dµt =

∫
M

Lh dµt (5.2)

(ただし，Lh := ∆h− ⟨∇V,∇h⟩) が成り立つと分かる．つまり µtは (形式的には)熱方程
式42の弱解になっている．
このような観点から，(P2(M),W2)上でのEntmの性質と熱方程式の解との間には何ら
かの関係があると期待される．実際に，もう少しOtto解析を行うことで，CD(K,∞)条
件から次の結果 (W2-収縮性)が形式的に得られる：

命題 5.1 (Otto解析によるW2-収縮性) あるK ∈ Rで Hess Entm ≥ K とする．このと
き，(µ

(0)
t )t≥0, (µ

(1)
t )t≥0を Entmの勾配流とすると，各 t ≥ 0で次が成り立つ：

W2(µ
(0)
t , µ

(1)
t ) ≤ e−KtW2(µ

(0)
0 , µ

(1)
0 ). (5.3)

証明 (νs)s∈[0,1]をW2-最短測地線で，ν0 = µ
(0)
t , ν1 = µ

(1)
t なるものとする．ここで，W2

41関数を解とするものであれば，その関数が確率密度関数になること，すなわち正値性と L1-ノルムを時
間変化で保つことが必要．

42本来は拡散方程式と呼ぶべきもの (V = 0の時が熱方程式)だが，測度距離空間の場合の用語に合わせ
て，こう呼ぶことにする (測度距離空間上では標準的な測度が一意に定まらないので，重みつき Riemann
多様体での上記に相当する方程式を全て「熱方程式」と呼んでいる)．
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に対して第一変分公式が適用できるとすると，(5.1)およびHess Entm ≥ Kより，

1

2

d

dt
W2(µ

(0)
t , µ

(1)
t )2 = ⟨⟨µ̇(1)

t , ν̇1⟩⟩ − ⟨⟨µ̇(0)
t , ν̇0⟩⟩ = ⟨⟨∇Entm(ν0), ν̇0⟩⟩ − ⟨⟨∇Entm(ν1), ν̇1⟩⟩

= −
∫ 1

0

Hess Entm(ν̇s, ν̇s) ds ≤ −K
∫ 1

0

|ν̇s|2ds = −KW2(µ
(0)
t , µ

(1)
t )2

となる．よってGronwall不等式から (5.3)が従う． 2

このような，Otto解析による形式的な議論を厳密にするためには，以下が問題になる：

(Q1) (P2(M),W2)上で，Entmの勾配流をどう定式化するのか？

(Q2) 勾配流は，CD(K,∞)条件下で (5.3)を満たすのか？

(Q3) 勾配流は熱流 (熱方程式の解)と同一のものなのか？

問 (Q2)の重要性のひとつは，(5.3)を経由してBochner不等式が導出できる点にある．こ
のことの詳細は，6章を参照のこと．まずこの講演では，(Q1)–(Q3)に対する答を与える．

5.2 距離空間上の勾配流

(P2(M),W2)は距離空間であるから，距離空間上の勾配流の理論が援用できる．そのう
ち，ここでは，[4]で扱われているものに話題を限定する．枠組の抽象性故に複数の定義
があり，それらは一般には一致するとは限らない (そもそも，解の存在が問題になる)：

• 然るべき近似スキーム (minimizing movement scheme)の極限

• エネルギー消散等式 (EDE; Energy Dissipation Equality)

• 発展変分不等式 (EVI; Evolution Variational Inequality)

おおまかに言って，下方のものほど狭義の勾配流といえる．ここでは，EDEとEVIにつ
いてのみ紹介する．(Y, dY )を距離空間とする．

定義 5.2 (絶対連続曲線) Y 上の曲線 (γt)t∈I (I ⊂ Rは区間) が (局所)絶対連続 ((locally)

absolutely continuous)とは，ℓ ∈ L1
loc(I)であって，各 s, t ∈ I, s < tで以下をみたすもの

が存在することをいう：

dY (γs, γt) ≤
∫ t

s

ℓ(r) dr.

(γt)t∈I が絶対連続な曲線であれば，各 z ∈ Y で dY (γt, z)は a.e. tで微分可能．また，

|γ̇|(s) := lim
δ↓0

dY (γs, γs+δ)

δ

を定義の ℓとして取れる (これをmetric speedという; [4, Theorem 1.1.2])．
U : Y → R ∪ {+∞}を下半連続関数とする．またD(U) = {y ∈ Y | U(y) < ∞}とす
る．以下，U の勾配流に相当する概念を導入していく．
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定義 5.3 (エネルギー消散等式) Y 上の曲線 (γt)t≥0が γ0 ∈ D(U)を初期条件とするEDE

の意味でのU の勾配流である，とは，絶対連続であって，a.e. t > 0で以下の関係式をみ
たすことを言う：

− d

dt
U(γt) =

1

2
|γ̇|(t)2 + 1

2
|∇−U |(γt)2,

ただし，

|∇−U |(y) := lim
z→y

[U(y)− U(z)]+
dY (y, z)

(これを U の descending slopeという)．

定義 5.4 (発展変分不等式) K ∈ Rとし，γ0 ∈ D(U)とする．Y 上の曲線 (γt)t≥0 が γ0
を初期条件とするK-EVIの意味での U の勾配流である，とは，(γt)t>0が絶対連続かつ
limt→0 dY (γt, γ0) = 0 であって，各 z ∈ Y に対し a.e. t > 0で以下の関係式をみたすこと
を言う：

1

2

d

dt
dY (γt, z)

2 +
K

2
dY (γt, z)

2 ≤ U(z)− U(γt).

定義 5.3, 5.4共に，確かに (Y, dY )の距離構造のみで勾配流の定義を与えている．従って，
これらの定義は可微分構造を持たない空間上でも意味を持ち得る．

補題 5.5 (勾配流の検証) (Y, gY )を (境界をもたない)完備Riemann多様体でU ∈ C∞(Y ),

K ∈ Rとする．

(1) EDEの解，K-EVIの解は，それぞれ U の勾配流になる．

(2) U の勾配流は EDEの解になる．HessU ≥ Kであれば，K-EVIの解にもなる．

証明 まずEDEについて示す．(1)を考えるため，(γt)t≥0をEDEの解とする．このとき，
各 t > 0で次が成り立つ：

d

dt
U(γt) = ⟨∇U(γt), γ̇t⟩ ≥ −|∇U |(γt) |γ̇|(t) ≥ −1

2
|∇U |(γt)2 −

1

2
|γ̇|(t)2. (5.4)

EDEが成り立つなら，この 2つの不等号は等号でなければならない．第一の等号は∇U(γt)
と γ̇tが平行かつ逆向きであることを意味し，第二の等号は |∇U |(γt) = |γ̇|(t)を意味する．
従って，合わせると γ̇t = −∇U(γt)を得る．また，この議論から，(2)のEDEについての
主張も容易に分かる．
次に EVIについて示す．(1)を考えるため，(γt)t≥0 を EVIの解とする．t > 0とし，

(ηs)s∈[0,1]を最短測地線で η0 = γtをみたすものとする．dY に対して第一変分公式が適用
できるとすると，各 s ∈ (0, 1]に対して，

1

2

d

dt
dY (γt, ηs)

2 = −s⟨γ̇t, η̇0⟩
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を得る．従って，zを ηsとして EVIを適用すると，

−s⟨γ̇t, η̇0⟩+
Ks2

2
dY (γt, η1)

2 ≤ U(ηs)− U(η0).

この式の両辺を sで割って s → 0とすると，−⟨γ̇t, η̇0⟩ ≤ ⟨∇U(γt), η̇0⟩ を得る．ここで
(ηs)s∈[0,1]は任意であるから，η̇0 = γ̇t−∇U(γt) あるいは η̇0 = −(γ̇t−∇U(γt)) となるよう
に選ぶことで，γ̇t = −∇U(γt)が従う．
次に (2)を考える．(γt)t≥0を U の勾配流，z ∈ Y とし，(ηs)s∈[0,1]を Y の最短測地線で

η0 = γt, η1 = zとする．HessU ≥ Kより U はK凸，すなわち，

U(ηs) ≤ (1− s)U(η0) + sU(η1)−
K

2
s(1− s)dY (η0, η1)

2.

この式から，

⟨∇U(η0), η̇0⟩ = lim
s↓0

U(ηs)− U(η0)

s
≤ U(z)− U(γt)−

K

2
dY (γt, z)

2 (5.5)

を得る．一方で，第一変分公式および γが U の勾配流であることから

1

2

d

dt
dY (γt, z)

2 = −⟨γ̇t, η̇0⟩ = ⟨∇U(η0), η̇0⟩ (5.6)

が成り立つ．この 2つの式を組み合わせれば，γが EVIの解と分かる． 2

EVIの意味での勾配流については，以下が成り立つ．

定理 5.6 (EVI ⇒ 収縮性) (γ
(0)
t )t≥0, (γ

(1)
t )t≥0をK-EVIの意味での U の勾配流とする．

このとき，各 t ≥ 0で
dY (γ

(0)
t , γ

(1)
t ) ≤ e−KtdY (γ

(0)
0 , γ

(1)
0 ).

証明 2変数関数に対する合成関数の微分則より，

1

2

d

dt
dY (γ

(0)
t , γ

(1)
t )2 =

1

2

d

dt
dY (γ

(0)
t , γ

(1)
t′ )2|t′=t +

1

2

d

dt
dY (γ

(0)
t′ , γ

(1)
t )2|t′=t

(この微分則が今の文脈で適用可能かどうかは，本来証明が必要．実際には “≤”が証明で
きる)．右辺第一項に zを γ

(1)
t′ とした γ

(0)
t のEVIを，第二項に zを γ

(0)
t′ とした γ

(0)
t のEVI

をそれぞれ適用すると，

1

2

d

dt
dY (γ

(0)
t , γ

(1)
t )2 ≤ −KdY (γ(0)t , γ

(1)
t )2

が得られる．よってGronwall不等式から結論が従う． 2

補題 5.5 (1)でのEVIに関する議論では，Kに依存する項は高次の無限小となっており特
に役割を果たしていなかった．一方で定理 5.6では，その項が本質的に重要な役割を果た
していることを注意しておく．
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注意 5.7 (EDEとEVIの基本的性質) 以下，証明は [4]を参照．

(1) EVIの意味での勾配流は EDEの意味での勾配流になる．

(2) EVIの意味での勾配流は，存在すれば (初期条件に関して)一意．更に初期条件を
D(U) まで拡張できる (いずれも定理 5.6による)．

(3) (Y, dY )が完備局所コンパクト測地空間で，Uが (下半連続かつ) あるK ∈ RでK凸
ならば，EDEの解が存在する (一般に一意性は不明；ただし，L2-Wasserstein空間
上のEntmの勾配流は一意 [5, 57])．局所コンパクトの仮定は，他の仮定で置き換え
て弱めることもできる．

5.3 曲率次元条件と発展変分不等式

(P2(M),W2)上の Entmの勾配流の話に戻る．まず準備として，(L2空間での熱方程式
の解としての)熱流を導入しておく．熱方程式の解を関数解析的に考える枠組として，L2-

空間上の熱半群 Pt = etLを考える43．すなわち，Pt : L2(m) → L2(m)は有界線形作用素
で，L2-強収束の意味で

∂

∂t
Ptf = LPtf, lim

t↓0
Ptf = f

を各 f ∈ L2(m)でみたすものとする (例えば，[54, 66]等を参照)．また，Ptは対称作用素
かつMarkov性をみたすことから，各 p ∈ [1,∞]に対してLp(m)からそれ自身への有界線
形作用素として一意拡張できる．
もう一つの準備として，次の条件を (測度距離空間に対して)導入しておこう．

定義 5.8 (条件 (V )) ある c > 0と x0 ∈ Xで以下が成り立つとき，測度距離空間 (X, d,m)

は条件 (V )をみたすという：∫
M

exp
(
−cd(x0, x)2

)
m(dx) <∞.

以下，この条件は必要に応じて (明示的に)仮定する．条件 (V)のもと，M 上の熱方程式
のL1-解は総熱量を保つことが知られている．すなわち，f ∈ L1(m)，f ≥ 0に対して，各
t > 0で ∥Ptf∥1 = ∥f∥1 (例えば [5, Theorem 4.20, Remark 4.21]を参照)．
定理 5.6より，(Q2)の解決には，EVIの解の存在が密接に関係している．EVIの解の存
在と CD(K,∞)条件との関係を述べた次の定理は，より一般の測度距離空間での結果の
特別な場合に相当する．一般の枠組については，次の講演で扱う．

定理 5.9 (CD(K,∞) ⇔ K-EVI on (M, g,m)) K ∈ Rに対して，次は同値．

(a) (M, g,m)はCD(K,∞)をみたす．

43(5.2)の後の脚注と同様，用語は測度距離空間での慣例に従う．
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(b) (M,d,m)は条件 (V )をみたし，(P2(M),W2)上で，各 µ0 ∈ D(Entm)に対して µ0を
初期条件とするK-EVIの意味での Entmの勾配流が存在する．

更に，(a)(b)いずれかが成り立てば，熱流はK-EVIの解を与える．すなわち，fがM上の確
率密度 (f ∈ L1(m), f ≥ 0かつM上での積分値が 1)で f m ∈ D(Entm)のとき，(Ptf m)t≥0

はK-EVIの解になる．

証明 ここでは [3, Theorem 6.1], [6, Theorem 5.1]および [40, Theorem 3.2]の証明の概略
を述べるに止める．以下のやり方に沿って証明が遂行できるが，証明中に都合よく「～で
あるとしてよい」としているところは44，逐一実現のための近似が必要になり，総体とし
てかなりの技巧を要する．
(a) ⇒ (b): 条件 (V)は，CD(K,∞)条件の下で成り立つ弱い意味での体積増大度評価
から従う (例えば [132, 4.6節]参照)．EVIについては，補題 5.5 (2)の議論をOtto解析の
言葉で焼き直したものを厳密にする，という流れで示す．ただしその際に，勾配流の代わ
りに熱流を用いる．すなわち，定理後半部の主張に現れる f に対して µt = Ptf mが EVI

の解を与えることを示す．ただし，(µt)t>0の絶対連続性はここでは議論しない (次節 (5.4

節)で扱う)．ν ∈ P2(M)として，(ψ,−φ)を，d2/2を費用関数とする次のKantorovich問
題の解とする．すなわち，

1

2
W2(µt, ν)

2 =

∫
M

ψ dν −
∫
M

φdµt, (5.7)

ψ(y)− φ(x) ≤ 1

2
d(x, y)2 (x, y ∈M).

以下，ψ, φは “よい”関数「であるとしてよい」．この設定の下で，次の 2つを示せばよい．

1

2

d

dt
W2(µt, ν)

2 =

∫
M

⟨∇Ptf,∇φ⟩ dm, (5.8)

Entm(ν)− Entm(µt)−
K

2
W2(ν, µt)

2 ≥
∫
M

⟨∇Ptf,∇φ⟩ dm. (5.9)

まず (5.8)を示す．Kantorovich双対性から，各 δ > 0で次が成り立つ：

1

2
W2(µt+δ, ν)

2 ≥
∫
M

ψ dν −
∫
M

φdµt+δ.

この式と (5.7)を辺々引いて δで割り極限をとれば，

1

2

d

dt
W2(µt, ν)

2 ≥ − lim
δ↓0

∫
M

φ
Pt+δf − Ptf

δ
dm =

∫
M

⟨∇φ,∇Ptf⟩ dm

を得る (最後の等式でGauss-Greenの公式を用いた)．t+ δの代わりに t− δで同じ計算を
すれば逆向きの不等号が得られるので，合わせて (5.8)が従う．次に (5.9)を示す．Entm
のK凸性から，µtから νに至るW2-最短測地線 (νs)s∈[0,1]に対して

lim
s↓0

Entm(νs)− Entm(ν0)

s
≥
∫
M

⟨∇Ptf,∇φ⟩ dm (5.10)

44実際には，それ以外にも，もっと厳密な議論が必要なところはある．
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を示せば充分 ((5.5)を見よ)．νs ≪ m「であるとしてよい」．νs = σsmと書く．ここで，
(es)♯Π = νsとなる Π ∈ P(Γ(M))が存在することを認める (記号については 3.2.1項を参
照)．ζ(r) = r log rは (0以外で)可微分な凸関数であるから，ζ(r2)−ζ(r1) ≥ ζ ′(r1)(r2−r1)
が (r1, r2の大小関係によらず)成り立つ．この 2つを用いて，

Entm(νs)− Entm(ν0)

s
≥ 1

s

∫
M

(σs − σ0) log σ0 dm

=
1

s

∫
M

log σ0 d(es)♯Π−
∫
M

log σ0 d(e0)♯Π

=
1

s

∫
Γ(M)

(log σ0(γs)− log σ0(γ0)) Π(dγ).

Brenierの定理 (定理 1.4)の多様体版 (注意 1.5 (4))から，∇φ(γ0) = γ̇0 Π-a.e. γ「であると
してよく」，また σ0 = Ptf であるから，

lim
s↓0

Entm(νs)− Entm(ν0)

s
≥
∫
Γ(M)

⟨∇σ0
σ0

(γ0), γ̇0⟩Π(dγ)

=

∫
M

⟨∇Ptf
Ptf

,∇φ⟩ dν0 =
∫
M

⟨∇Ptf,∇φ⟩ dm.

よって結論を得る．
(b) ⇒ (a): (µs)s∈[0,1]をW2-最短測地線とし，(µs(t))t≥0を µsを初期条件とするK-EVI

の解とする．ここで，

Ξ(t) := (1− s)W2(µ0, µs(t))
2 + sW2(µs(t), µ1)

2

とおく．このとき，W2の三角不等式と初等的な不等式 s(1− s)(a+ b)2 ≤ (1− s)a2 + sb2

(a, b ∈ R)から Ξ(t) ≥ Ξ(0)が従う．よって，K-EVIを適用すると

0 ≤ 1

2

dΞ

dt
(0) ≤ (1− s)(Entm(µ0)− Entm(µs)) + s(Entm(µ1)− Entm(µs))−

K

2
Ξ(0)

= (1− s) Entm(µ0) + sEntm(µ1)− Entm(µs)−
K

2
s(1− s)W2(µ0, µ1)

2

となるので，結論を得る． 2

注意 5.10 (Otto解析による，定理5.9の証明の解釈) (5.8)の右辺について補足する．証明
中と同様に (νs)s∈[0,1]をµtから νに至るW2-最短測地線とすると，ν̇0 = ∇φとなる (Brenier

の定理の多様体版による)．従って，µtが Entmの勾配流であることを認めれば∫
M

⟨∇Ptf,∇φ⟩ dm =

∫
M

⟨∇Ptf
Ptf

,∇φ⟩ dµt = ⟨⟨∇Entm(µt), ν̇0⟩⟩

となる．従って，(5.9),(5.8)を (5.5), (5.6)と各々対比すれば，これらが自然な式とわかる．
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注意5.7 (2)よりEVIの解は存在すれば一意なので，定理5.9の後半の主張より，Entmの勾
配流をEVIの意味で考えた場合に (Q3)が解決する (EVIの解が熱半群が与える熱流の解と
一致する，と言う意味で)．また，このことと定理 5.6を合わせると，µ(i)

t = Ptfim ∈ P2(M)

(fi ∈ L2(m), i = 0, 1) に対して (5.3)が成り立つことも分かる．

注意 5.11 (W2-収縮性の導出について) µ
(i)
t = Ptfim ∈ P2(M) (fi ∈ L2(m), i = 0, 1) に

対する (5.3)については，別の証明も知られている．一番古いものは，熱流の確率論的対
応物であるBrown運動の結合法 (平行移動カップリング) による (W2での定式化を初めて
結合法で議論したのは [126]と思われるが，より強い評価がそれ以前から既知であった．
[126]の参考文献を参照)．解析的には，Bakry-Émeryの微分評価から導出する方法が複数
知られている ([17, 84])．結合法は後進Ricci流の下での熱流にも適用でき [85]，微分評価
に基づく方法は Heisenberg群上の，劣 Laplacianに対応する熱流にも適用できる [84]な
ど，それぞれの方法に利点がある．

5.4 熱流の同定に関する補足

ここで，(Q3)に関する研究の歴史的な流れを概観しておく．
この方面での最初の結果は，Rn上での，minimizing movement schemeの収束に相当す
る方法で構成した相対エントロピーの勾配流が熱方程式の弱解になることを示した [74]で
あろう．この方法は [4]により整理・一般化され，この方面の結果の礎になった ([144]も
参照のこと)．その後，Riemann多様体では最も一般的な結果が [45]で与えられた．また，
Finsler多様体においては，[110]で示された (この場合には，対応する熱流は非線形にな
る)．更には，無限次元空間であるWiener空間 [51]，劣 Riemann多様体の代表例である
Heisenberg群 [76] 等の，様々な設定で研究されてきた．
これらの研究は，(Q3)を，対応する偏微分方程式 (熱方程式)の解の一意性へと帰着さ
せる方法であり，Entmの勾配流の一意性へと帰着させた定理 5.9のような方法とは，問題
へのアプローチの仕方が本質的に異なる．このような転換の背景には，通常の可微分構造
を持たない特異空間上でも適用可能な議論を展開したい，という構想があった．この新た
なアプローチに基づく議論は，(コンパクト)Alexandrov空間での結果 [62] を嚆矢として，
(測地的)測度距離空間 [3, 5, 6]へと一般化された．また，別の流れとして，(有限)グラフ
上で同様の問題を考えた研究があり [95, 98]，この場合には空間の離散性に起因する難し
さが発生する．離散の場合の考え方を利用し，Lévy過程に対応する非局所的拡散方程式
の解についても同様の研究が展開されている [46].

なお，[5, 62]では EVIの代わりに EDEを勾配流の定義に用いて議論している (EVIの
解の存在は空間に制約を課す (6.1.2項参照)．そのため，Finsler多様体など，EVIを考え
るのが適切ではない状況がある)．熱流の同定を示す過程で (Ptf m)t≥0が (P2(M),W2)上
の絶対連続な曲線になることが示され，そのことは，EVIの解を考える際にも暗に用いら
れている (定義 5.4を参照)．
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定理 5.12 (EDEの勾配流=熱流) CD(K,∞)を仮定する．f ∈ L2(m)を，f m ∈ P2(M)∩
D(Entm)なるものとする．このとき，µt = Ptf mはEDEの意味での勾配流になる．特に，
注意 5.7 (3)より，結果的に µtは (唯一の)EDEの意味での Entmの勾配流と一致する．

証明 以下の流れに沿って実際の証明が展開できる ([5]参照)が，本来の証明で行う近似は
全て省略し，各種極限操作の妥当性も議論しない．まず，CD(K,∞)条件から |∇− Entm |
がEntmの upper gradientになることが分かり，そこから (5.4) に相当する不等式が従う．
よって逆向きの不等式を示せばよい．ここで，EDEの定義に現れる 3つの量のうち，

d

dt
Entm(µt) = −Im(µt) for a.e. t, (5.11)

|∇− Entm |(µ)2 ≤ Im(µ) (5.12)

が成り立つ (Imは Fisher情報量；4.2節参照)．(5.11)は，少なくとも形式的には計算で確
かめられる．(5.12)は，CD(K,∞)を用いてOtto解析の考え方をうまく実装することで
得られる ((5.10)は，(5.12)と関連の深い評価であることを注意しておく)．従って，証明
は次の不等式を示すことに帰着される：

|µ̇t|2 ≤ Im(µt). (5.13)

これを，Kantorovich双対性とHopf-Lax半群Qs (注意4.3参照)を用いて示す．Kantorovich

双対性より，

W2(Ptf m, Pt+δf m)2

2δ2
=

1

δ
sup

φ∈Lipb(M)

[∫
M

Qδφ · Pt+δf dm−
∫
M

φ · Ptf dm
]

(5.14)

となる．右辺の supの中身を，φに無関係な量で評価する．s 7→
∫
M

Qsφ · Pt+sf dmに微

積分学の基本定理や Leibniz則が適用でき，(4.8)が (古典解の意味で)成立するとすれば，∫
M

Qδφ · Pt+δf dm−
∫
M

φ · Ptf dm =

∫ δ

0

d

ds

∫
M

Qsφ · Pt+sf dm ds

=

∫ δ

0

(
−1

2

∫
M

|∇Qsφ|2Pt+sf dm+

∫
M

QsφLPt+sf dm
)
ds

=

∫ δ

0

(
−1

2

∫
M

|∇Qsφ|2Pt+sf dm−
∫
M

⟨∇Qsφ,∇Pt+sf⟩ dm
)
ds

≤ 1

2

∫ δ

0

Im(µt+s) ds.

ここで，最後の不等号は平方完成で得られる．これを (5.14)に代入すれば

W2(µt, µt+δ)
2

δ2
≤ 1

δ

∫ δ

0

Im(µt+s) ds

となるので，δ ↓ 0として (5.13)を得る．また，別の議論で Im(µt)の上からの評価が従い，
その評価とここで得た式を組み合わせると，(µt)t≥0が絶対連続な曲線と分かる． 2
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6 熱流, リーマン的曲率次元条件とBochner 不等式（桒田）
この講演では，測度距離空間上で，(適切に修正された)曲率次元条件がBochner不等式
と同値になることと，その応用について紹介する．
これらの条件はいずれも「RicN ≥ K」(K ∈ R，N ∈ (1,∞])に相当する (3.1.1項参
照)．まず，次節 (6.1節)で，測度距離空間上でこの問題を考えるための諸概念を導入した
上で，前講演の結果がこの枠組での結果の特別な場合であることを紹介する．6.2節では，
Bochnerの不等式を紹介し，N = ∞の場合の結果を述べる．6.3節では，N < ∞の場合
について述べる．6.4節でここで与えた曲率次元条件の特性について触れた後で，6.5節で，
測度距離空間上の解析への応用について述べる．

6.1 測度距離空間とリーマン的曲率次元条件

6.1.1 Cheeger型エネルギー汎関数

(X, d,m)を測度距離空間とする．すなわち，(X, d)は完備可分な測地距離空間，mは
(X,B(X))上の σ-有限測度で，局所有限 (各 r > 0, x ∈ Xで，m(Br(x)) <∞) とする．ま
た簡単のため，supp(m) = Xとする．次項で述べる Bochner不等式と曲率次元条件の間
の関係を導出するため，前講演の，Riemann多様体上での熱流の話をこの枠組へと拡張し
たい．そのために，まず，Laplacianと熱流をどう定義するのかが問題になる．Riemann

多様体上では，Dirichletエネルギー汎関数を通じてこれらの量を定められることを踏ま
え，まずDirichletエネルギー汎関数を導入する．説明の不充分な部分については，[5]の
4章を参照のこと．

定義 6.1 (Cheeger型エネルギー汎関数) f : X → Rに対して，局所Lipschitz定数 |∇f |
を

|∇f |(x) := lim
y→x

|f(x)− f(y)|
d(x, y)

(
= lim

r↓0
sup

y∈Br(x)\{x}

|f(x)− f(y)|
d(x, y)

)
で定める．また，Cheeger型Dirichletエネルギー汎関数 Chを次で定める：

Ch(f) :=
1

2
inf

fj∈Lip(X)

fj→f in L2(m)

lim
j→∞

∫
X

|∇fj|2 dm

(つまり，局所Lipschitz定数が定めるDirichletエネルギーの relaxation)．Sobolev空間の
記法により，D(Ch) = {f ∈ L2(m) | Ch(f) <∞} をW 1,2(X)とも書く．

Cheeger型エネルギー汎関数の性質として，f ∈ D(Ch)のとき，あるL2(m)の元 |∇f |∗で，

Ch(f) =

∫
X

|∇f |2∗ dm

をみたすものが存在する．この |∇f |∗は，「Chの定義に現れる，ある関数列 (fj)j であっ
て |∇fj|がL2-弱極限を持つようなものに対して，その極限をm-a.e.の意味で上回る関数
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(relaxed gradientという)のうち，L2-ノルム極小なもの」として特徴付けられる．これを
fのminimal relaxed gradientという．|∇f |∗は，Riemann多様体上で関数の (Sobolev

の意味での)微分の絶対値が持つ様々な性質と類似の性質を持つ．一例として，以下を挙
げておく (あくまで雰囲気を紹介するのが目的なので，一部の性質は簡略化してある)．

命題 6.2 (Minimal relaxed gradientの性質)

(1) 各 f, h ∈ D(Ch), c ∈ Rに対して，(|∇f |∗ − |∇h|∗)1{f−h=c} = 0 m-a.e. 特に，
|∇f |∗1{f=c} = 0 m-a.e.

(2) 各 f, h ∈ D(Ch), α, β ∈ Rに対して |∇(αf + βh)|∗ ≤ |α||∇f |∗ + |β||∇h|∗

(3) 各 ϕ ∈ Lip(R), ϕ(0) = 0および f ∈ D(Ch)に対し |∇ϕ(f)|∗ ≤ |ϕ′(f)||∇f |∗．更に，
もし ϕが単調非減少なら |∇ϕ(f)|∗ = ϕ′(f)|∇f |∗．

また，Cheeger型エネルギー汎関数の基本的な性質として，以下が成り立つ．

命題 6.3 (Cheeger型エネルギーの性質)

(1) Chは L2(m)上で下半連続かつ凸．

(2) W 1,2(X)は f 7→ {∥f∥22 + Ch(f)}1/2をノルムとしてBanach空間になる．

Chの上記の性質により，Hilbert空間である L2(m)上の Chの勾配流が構成できる (例え
ば [4]の 1.4節 (および，その参考文献)を参照)．初期条件 f に対して時刻 tでの関数を対
応させる写像をPtと書き，熱半群と呼ぶ．またPtの生成作用素 (∆と書く45)も，然るべ
き意味で定義できる．この定義では，一般には Ptも∆も線形ではないことを注意してお
く．一方この場合でも，Ptは各 p ∈ [1,∞]に対してLp-空間上の縮小写像へと一意拡張さ
れる．

この項の締めに，微分概念に関する注意を一点加えておく．一般に，滑らかではない空
間の場合 (あるいは，関数が滑らかでない場合)には，微分に相当する概念が目的に応じ
て複数存在する．そのため，それらの概念が一致するかどうかがしばしば問題になる．上
で導入したminimal relaxed gradientはCheeger型エネルギー汎関数との関係で考えられ
たものであり，(L2-)積分量を考えている時には局所 Lipschitz定数でうまく近似できる．
一方で，曲線に沿った (外)微分に相当する以下のような概念が測度距離空間上の解析で
はしばしば用いられる：f : X → Rに対して，ある可測関数 h : X → [0,∞)で，任意の
求長可能な曲線 γ : [0, 1] → Xに対して

|f(γ(1))− f(γ(0))| ≤
∫ 1

0

h(γ(s))|γ̇|(s)ds (6.1)

をみたす hのことを upper gradientという (|γ̇|は，定義 5.2で導入したmetric speed)．

45重みつき Riemann多様体の枠組では，この∆は (5.2)の Lに相当する．(5.2)直後の脚注参照．
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最適輸送理論に関連した解析では，しばしば輸送経路に沿った微分を考える．その際
には，upper gradientの概念の方が relaxed gradientよりも使い勝手がよい．実は，考え
る曲線の族を最適輸送理論に適合する形で制限して (minimalな)upper gradientを考える
と，その概念がminimal relaxed gradientと一致することが知られている．

定義 6.4 (minimal weak upper gradient) まず，Π ∈ P(Γ(X))であって以下の条件を
満たすものの全体がなす集合を T (試験輸送計画の集合)と定める (記号は 3.2.1項を参照)：

Π

({
γ ∈ Γ(X)

∣∣∣∣ (γs)s∈[0,1]は絶対連続，かつ，∫ 1

0

|γ̇|2ds <∞
})

= 1, (6.2)

(et)♯Π ≪ mかつ，各有界集合B ⊂ Xに対して， sup
t∈[0,1]

∥∥∥∥d(et)♯Πdm

∥∥∥∥
L∞(B,m)

<∞. (6.3)

可測関数 f : X → Rと h : X → [0,∞]に対して，hが f の weak upper gradientで
あるとは，各 Π ∈ T に対して，Π-a.e. γで (6.1) をみたすことをいう．また，f の weak

upper gradientのうち，m-a.e.の意味で極小となるものが存在する．これをminimal weak

upper gradientといい，|∇f |wと書く．

Minimal weak upper gradientに関しては，[5]の 5章を参照のこと46．

定理 6.5 (微分概念の一致 [5, Theorem 6.2]) 条件 (V)を仮定する．このとき，各 f ∈
D(Ch)に対して，|∇f |∗ = |∇f |w m-a.e.

証明 考え方の概略を述べる．
まず，|∇f |∗ ≥ |∇f |wについて．f ∈ Lip(X)に対しては，|∇f |(局所 Lipschitz定数)が

weak upper gradientになる．従ってこの時は |∇f |w ≤ |∇f |．一般の場合は，Lipschitz関
数列 fnであって，fnが f を，|∇fn|が |∇f |∗をそれぞれL2-近似するものを用いて結論を
導く．もう少しだけ詳しく言うと，まず「2つの関数の a.e.での不等式を出すために，各
試験集合上での積分の比較をする」のと類似の発想に基づき，目標となる「h = |∇f |∗と
したΠ-a.e. γでの評価式 (6.1)」を，(6.3)を用いて γ単位での見方からmによる積分の評
価式に置き換える．その結果，問題をL2-積分の誤差評価に持ち込むことができ，L2-近似
が有効に機能する状況を作り出せる．
逆向きの証明には，5.4節で見た熱流の同定が有効に機能する．この状況では，f 2をm

に関する確率密度関数として一般性を失わない．µt := Pt(f
2)mとおく．まず，条件 (V)

を用いて，(et)♯Π = µtなるΠ ∈ P(Γ(X))が存在し T の元になるような状況に話が帰着で
きる．この状況で，Otto解析で言うところの

− d

dt
Entm(µt)|t=0 ≤ |∇Entm |(µ0)|µ̇0| (6.4)

に相当する評価を考える (これが成り立つことは認める)．ここで，Ptがminimal relaxed

gradientに対応するDirichletエネルギーから定まる熱流であることを踏まえると，

− d

dt
Entm(µt) = |µ̇t|2 =

∫
X

|∇(f 2)|2∗
f 2

dm = 4Ch(f)

46ここでは，[5]の 5章の一般的な定義よりは，多少話を限定している．
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が得られると考えられる (第 3式は，minimal relaxed gradientによる µ0の Fisher情報量
である)．実際，Entm(µt)の微分は (形式的には)部分積分公式で計算でき，そこで Ptと
(minimal relaxed gradientによる)エネルギー汎関数との関係が現れてくる．|µ̇t|の計算で
も部分積分公式を用いるが，議論はもう少し複雑になる．定理 5.12の証明 ((5.11)と (5.13)

の周辺)参照．ここで，|∇Entm |をW2に関する Entmの局所 Lipschitz定数だと思うと，
この量には weak upper gradientを用いた評価が可能であろうと類推できる (最適輸送に
沿った，汎関数の微分 !；定理 5.9の「(a) ⇒ (b)」の証明の後半が，雰囲気を伝えてくれる)．
この類推は実現でき，実際にこの量に相当する項として，minimal weak upper gradient

による f 2 mの Fisher情報量を入れた式が成り立つ．その結果，(6.4)から

Ch(f) ≤
∫
X

|∇f |2w dm

を得る．この式と前半で示した不等式 |∇f |∗ ≥ |∇f |wを組み合わせると，|∇f |∗ = |∇f |w
がm-a.e.で成り立つことがわかる． 2

6.1.2 無限小ヒルベルト的空間とリーマン的曲率次元条件

前講演でEVIの帰結として得た定理 5.6は，Finsler多様体上では成り立たないことがあ
る [111] (Riemann多様体ではない場合には成り立たないと考えられている)．(X, d,m)に
対して，Finsler多様体的な空間を除外する条件として，以下の概念が [6]で導入された．

定義 6.6 (無限小ヒルベルト的) Chが 2次形式である (つまり，中線定理をみたす)とき，
(X, d,m)は無限小ヒルベルト的 (infinitesimally Hilbertian)であるという．これは，
W 1,2(X)が前出のノルムでHilbert空間になることと同値．

注意 6.7 (「無限小ヒルベルト的」関連) ここで紹介する結果は [6]を参照のこと．

(1) (X, d,m)が無限小ヒルベルト的であれば，(f, f)を |∇f |2∗にうつすような双線形写
像D(Ch) ×D(Ch) → L1(m)が存在する．(f, g)のこの写像による像を ⟨∇f,∇g⟩と
書くことにする．つまり，無限小ヒルベルト的の名前の通りに，Chの密度まで含め
て 2次形式になってしまう．さらに，⟨∇f,∇g⟩は通常の chain ruleおよび Leibniz

則をみたすことも分かる．

(2) (X, d,m)が無限小ヒルベルト的であることと，Ptが線形写像 (特に有界線形かつ対
称)であることは同値．

「無限小ヒルベルト的」は，接空間および接空間を内積空間とする計量が (a.e.で)存在し
ていることの，接空間やその上の計量を用いない定式化と言える．この条件は定理 5.9を
測度距離空間で考える時に自然に現れる．すなわち次が成り立つ．

定理 6.8 (CD(K,∞) ⇔ K-EVI on (X, d,m)) K ∈ Rに対して，次は同値 [3, 6]．

(A) (X, d,m)はCD(K,∞)をみたし，無限小ヒルベルト的．
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(B) (X, d,m)は条件 (V )をみたし，各 µ0 ∈ D(Entm)∩P2(X)に対して µ0を初期条件と
するK-EVIの意味での Entmの勾配流が存在する．

また，(A)(B)いずれかが成り立てば，K-EVIの解は初期値に対して線形になる (凸結合の意
味で)．つまり，(µ(0)

t )t≥0, (µ
(1)
t )t≥0がEVIの解ならば，各λ ∈ [0, 1]で ((1−λ)µ(0)

t +λµ
(1)
t )t≥0

も EVIの解になる．また，f ∈ L1(m)が確率密度で f m ∈ P2(X)のとき，(Ptf m)t≥0は
K-EVIの解になる．

証明 ここまで準備してきたことがどう活きるのかを伝える，という点に焦点を絞って，
概略のみ述べる．(B) ⇒ (A)の，無限小ヒルベルト的を導く点のみが非自明 (他の部分の
証明 (の概略)は定理 5.9に同じ47)．
CD(K,∞)が成り立つので，定理 5.12(の，測度距離空間への一般化)より，Ptが定める
熱流はEDEの意味での勾配流と一致する．更に注意 5.7 (1)(3)より，EVIの解 (条件 (B)

から存在が保証されている)は，Ptが定める熱流に一致する．このことを注意 6.7 (2)と
組み合わせると，EVIの解が初期値に対して線形になること (定理の後半部分 !)を示せば
よい．この先はここでは割愛する ([6, Theorem 5.1]の証明の (iii) ⇒ (i)の部分を参照；こ
こまで来れば，必要となる追加の知識も含めて，丁寧に書いて 3頁程度の議論で済む)．2

定義 6.9 (リーマン的曲率次元条件，その 1) 定理 6.8の (A)が成り立つとき，(X, d,m)は
リーマン的曲率次元条件 (Riemannian curvature-dimension condition) RCD(K,∞)

をみたす，あるいは単に「(X, d,m)はRCD(K,∞)空間である」という．

実は，RCD(K,∞)空間は，以前に考えられてきた曲率次元条件よりも様々な意味で「行
儀の良い (奇妙な振る舞いをしない)」空間 (族)になっている．このことの実例は 6.4節で
述べることとし，先ずはBochner不等式との関係に話を移していく．

6.2 リーマン的曲率次元条件とBochnerの不等式

重みつきRiemann多様体 (M, g,m) (m = e−V volg, V ∈ C∞(M))上では，次の式 (V = 0

のときが，Bochner-Weitzenböck公式) が知られている：f ∈ C∞(M)に対して，

1

2
L|∇f |2 − ⟨∇f,∇Lf⟩ = ∥Hess f∥2HS +Ric∞(∇f,∇f)

(ただし，Lは (5.2)で与えたもので，Ric∞は定義3.1参照)．ここで，∥·∥2HSはHilbert-Schmidt

ノルムを表す．すなわち，{ei}ni=1 を TxM の正規直交基底とすると，∥Hess f∥HS(x)
2 =∑

i,j Hess f(ei, ej)
2．簡単な線形代数により，∥Hess f∥2HS ≥ 1

n
(trHess f)2 =

1

n
(∆f)2 が分

かる．これを上記公式と組み合わせると，K ∈ R, N ∈ (n,∞]に対してRicN ≥ Kのとき，

1

2
L|∇f |2 − ⟨∇f,∇Lf⟩ ≥ K|∇f |2 + 1

N
(Lf)2

47ただし，議論を厳密化する為には，かなりの (非自明な)近似が必要である．まずm ∈ P2(X)の場合に
解決され [6]，後に mが σ-有限の場合に拡張された [3]．
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を得る (N = ∞は 1/N = 0と解釈する)．これを (K,N)-Bochner不等式と言う48．各点
毎に，その点の近傍で試験関数をうまく取ることで，Bochner不等式が成り立てばRicN ≥ K

となることも分かる．つまり，Bochner不等式は曲率次元条件の解析的な定式化になって
いる (歴史的にはこちらの方がずっと古い)．注意 3.3 (a)も参照のこと．
注意 3.3 (a)でも紹介されていたように，この不等式は幾何解析で極めて強力かつ根源
的な道具として，その応用が盛んに研究されてきた．一方で，式の形を見ると分かるよう
に，Bochner不等式における曲率や次元の情報は微分演算から抽出している．そのため，
測度距離空間上でBochner不等式が成り立つかどうかは極めて非自明な問題であった (微
分の対応物は定義できても，曲率の情報を微分から直接引き出すことは絶望的であろう)．
実際，Bakry-ÉmeryのΓ-calculusなど，Bochner不等式を礎として抽象的な枠組で機能す
る理論が開発・研究されていたにも関わらず，通常の可微分構造を持たない特異空間での
Bochner不等式の検証は，ごく近年まで全くなかったと言ってよい (離散空間上では若干
の例がある；[24]等参照)．
以下に見るように，特異空間でのBochner不等式の証明には，熱流の解析が深く関わっ
ている．特に，熱流の同定により，曲率次元条件が持つ曲率の情報を熱流に伝達できたこ
と (W2-収縮性 !)が理論展開を一気に加速した．実際に，その研究の歩みは特異空間上で
の熱流の同定とほぼ時を同じくし，コンパクトAlexsandrov空間での証明 [62]を出発点と
して，[3, 6, 7]においてN = ∞の理論がほぼ完成し，続いて [47]によりN < ∞の場合
が補完された．

注意 6.10 (Γ-calculus) Γ-calculusでは，まず測度空間とそのL2-空間上の (非有界)自己
共役作用素 Lを与えるところを出発点とする．この文脈では，⟨∇f1,∇f2⟩に相当するも
のとして平方場作用素 (carré du champ)Γ(f1, f2)を

Γ(f1, f2) :=
1

2
(L(f1f2)− f1Lf2 − f2Lf1)

と (Lを用いて)定める．底空間の距離は，この Γを用いた内在的距離として定める．ま
た，上記の Γを作る操作を関数の各点毎の積 f1f2の代わりに Γ(f1, f2)に対して適用する
ことで，次の定義を得る：

Γ2(f1, f2) :=
1

2
(LΓ(f1, f2)− Γ(f1,Lf2)− Γ(Lf1, f2))

(勿論，これらの概念を正しく定義するには，然るべき正則性の条件が必要になる)．この
枠組では，(K,N)-Bochner不等式は次のように書ける：

Γ2(f, f) ≥ KΓ(f, f) +
1

N
(Lf)2.

48Bakry-Émeryの曲率次元条件 BE(K,N)あるいは energetic curvature-dimension condition等とも呼
ばれる．Γ-calculusの世界ではこれが先にあったので，わざわざ “Bakry-Émeryの”とは断らずに単に曲
率次元条件と呼び，記号も CD(K,N)と書く．歴史的経緯から言えば最適輸送での曲率次元条件の記号は
Γ-calculusでの記号の流用なので致し方ないが，ややこしい．
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以上の詳細は例えば [12]を，Γ-calculusと RCD空間の橋渡しには [7, 128]等を，それぞ
れ参照のこと．ここで見て取れるように，Γ-calculusでは若干設定が異なり，また理論の
適用に技術的な仮定を要する場合がある．従って，Γ-calculusで既知の結果が全て直ちに
RCD空間に拡張できる，というわけではない．

以下，この節ではRCD(K,∞)空間上で (K,∞)-Bochner不等式が成り立つことを見て
いく (逆向きの導出については，この説の最後に少し述べる)．ここで紹介する内容の詳細
は，[3, 6]を参照のこと．まず，RCD(K,∞)空間上では，Entmの勾配流とChの勾配流と
の同定は，以下の形まで深められる．

命題 6.11 (RCD空間上の熱流の性質) RCD(K,∞)空間上では，Ptは対称な積分核 (熱
核密度)ptを持つ．更に (µxt )t≥0を µ0 = δxをみたすEVIの解とすると，各 f ∈ L2(m)に対
して

Ptf(x) =

∫
X

f dµxt m-a.e. x.

更に，f ∈ L∞(m)に対して上式の右辺は有界かつ (t, x) ∈ (0,∞)×X の関数として連続．

証明 例によって概略のみ述べる．まず f ∈ C0(X)とする．f mをDirac測度の有限線形
結合で (W2の意味で)近似し，EVIの線形性を用いると，定理 6.8と注意 6.7 (2)より，

Ptf(x)m(dx) =

(∫
X

f dµxt

)
m(dx)

が得られる (左辺を，初期値 f mの EVIの解とみる)．従って両辺の密度が一致し，Ptf
の表示を得る (一般の f に対しては近似)．EVIの定義より t > 0ならば µxt ∈ D(Entm)．
従って µxt はmに関する密度を持ち，これが熱核密度 ptになる．ptの対称性は Ptの対称
性から分かる．なお，連続性の証明は省略する ([6, Theorem 6.1]参照；この命題の，ここ
までで示した結果を用いる)． 2

応用として，以上から，µ0 = µをみたす EVIの解を (µt)t≥0とおくと，∫
X

f dµt =

∫
X

Ptf dµ

が成り立つ．このことから，µtを以下では P ∗
t µと書くことにする．µ = f mであれば，

P ∗
t µ = Ptf mになる．

定理 6.12 (RCD ⇒ Bochner) (X, d,m)を RCD(K,∞)空間とする．このとき以下が
成立．

(C) (W2-収縮性) 各 µ0, µ1 ∈ P2(X), t > 0で，

W2(P
∗
t µ0, P

∗
t µ1) ≤ e−KtW2(µ0, µ1).
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(D) (Bakry-Émeryの微分評価) 各 f ∈ W 1,2(X), t > 0で

|∇Ptf |2∗ ≤ e−2KtPt(|∇f |2∗).

(E) (弱 (K,∞)-Bochner不等式) f ∈ D(∆)かつ∆f ∈ W 1,2(X)をみたすfとh ∈ D(∆),

h ≥ 0かつ∆h ∈ L∞(m)をみたす hに対して，次が成立する：

1

2

∫
X

∆h|∇f |2∗ dm−
∫
X

h⟨∇f,∇∆f⟩ dm ≥ K

∫
X

h|∇f |2∗ dm.

注意 6.13 (定理 6.12に現れる種々の評価について)

(1) 前定理の (D)の式において，両辺あるいは左辺のみのminimal relaxed gradientを局
所Lipschitz定数に置き換えた式が成り立つ．そのことから，f ∈ Lip(X)∪W 1,2(X)

のとき Ptf は Lipschitz連続になることが分かる．このことをBakry-Émery理論と
組み合わせることで，次の評価が得られる：各 x ∈ Xで

|∇Ptf |(x) ≤
√

K

e2Kt − 1
∥f∥∞, (6.5)

ただし，右辺の係数は，K = 0のときはK → 0の極限すなわち 1/
√
2tとみなす．

ここから，f ∈ L∞(m)であれば t > 0で Ptf ∈ Lipb(X)が従う．

また，別の応用として，

「f ∈ D(Ch)かつ |∇f |∗ ≤ 1であれば，f ∈ Lip(X)かつ各 x ∈ Xで |∇f |(x) ≤ 1」

が成り立つことも分かる．これを条件 (L)と呼ぶことにする．

(2) 然るべき設定のもと，条件 (C)と条件 (D)(あるいは (1)で述べたような (D)の修正
版) は，直接的な証明を通じて同値になる ([3, 6]の他，[17, 84]を参照)．「(D) ⇒
(C)」の証明には，Kantorovich双対性とHopf-Lax半群を用いる．

(3) 条件 (D)と条件 (E)は緩い条件の下で同値になる．このことは，熱半群を Bakry-

Émery理論の枠組で扱う際の最も基本的な結果である (例えば [12]参照)．

大雑把に証明を述べておく．「(D) ⇒ (E)」では，(D)の式は t = 0で等号が成立す
ることから，t = 0での微分まで不等式が伝播する．そこで Bochner不等式が得ら
れる．また「(E) ⇒ (D)」では，Φ(s) := Ps(|∇Pt−sf |2∗)の挙動を調べる．(E)の式か
らΦ′(s) ≥ KΦ(s)が (少なくとも形式的には)分かるので，これを積分すれば良い．

(4) 条件 (E)で試験関数 hを用いて書いているのは，|∇f |2 ∈ D(∆)49が一般には分から
ないため．一方で，f の条件を，「f ∈ D(∆) ∩ L∞(m), |∇f |∗ ∈ L∞(m)かつ∆f ∈
W 1,2(X)」まで強めると，∆|∇f |2∗が測度として (すなわち，ある種の超関数的な意味

49正確にはD(∆)は L1 の意味での定義域．
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で)定まり，条件 (E)を測度に関する不等式として hを使わずに書ける．更に，この
見方により，Γ-calculusにおける技術上の仮定が回避でき，RCD(K,∞)空間上の解
析にBakry-Émery理論のより深い結果が適用可能になる ([59, 128]参照)．例えば，
その帰結として，(D)の精密化である

|∇Ptf |∗ ≤ e−KtPt(|∇f |∗)

が得られる．この不等式は様々な関数不等式の導出に利用できる強力な評価である．
例えばBakry-Émery理論の基本的な結果として，この不等式から対数 Sobolev不等
式を (K > 0の場合に)導くことができる．

証明 仮定から (C) ⇒ (D) ⇒ (E)の順に示す．(C)は定理 6.8と定理 5.6から直ちに従う．
次に「(C) ⇒ (D)」の証明のおおまかな考え方を述べる．f ∈ Lip(X)として，minimal

relaxed gradientの代わりに局所Lipschitz定数に対する結果として示す．Minimal relaxed

gradientの場合は，そこからうまく (最適輸送に沿った) 積分の形に持ち込んで近似す
る．ここでは [84]の証明を土台とするが，最適輸送を用いた (もう少し洗練された)証明
が [6, Theorem 6.2]で述べられている．t > 0を固定し，x, y ∈ X とする．また，π ∈
Π(P ∗

t δx, P
∗
t δy)をW2に関する最適カップリングとする．このとき，

|Ptf(y)− Ptf(x)| =
∣∣∣∣∫
X

f dP ∗
t δy −

∫
X

f dP ∗
t δx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
X×X

(f(z)− f(w)) π(dzdw)

∣∣∣∣
を得る．|f(z) − f(w)| ≤ |∇f |(z)d(z, w) + (誤差項) と考えられるので，誤差項を無視す
ると，Schwarz不等式と (C)から，

|Ptf(y)− Ptf(x)| ≤

√∫
X×X

|∇f |(z)2 π(dzdw)
∫
X×X

d(z, w)2 π(dzdw)

≤
√
Pt(|∇f |2)(x)W2(P

∗
t δx, P

∗
t δy) ≤ e−Kt

√
Pt(|∇f |2)(x)d(x, y).

ここまで来れば，あとは容易．
最後に，「(D) ⇒ (E)」は注意 6.13 (3)から分かる． 2

以下の形でBochner不等式からRCD(K,∞)が従うことを注意して，この節を締める．

定理 6.14 (Bochner ⇒ RCD) (X, d,m)は条件 (V)，注意 6.13 (1)の条件 (L)をみたし，
かつ無限小ヒルベルト的と仮定する．このとき，定理 6.12の (C)(D)(E)いずれかの条件が
成り立てば，(X, d,m)はRCD(K,∞)条件をみたす50．

証明は省略する ((D)から (A)に至る)．[7]参照．

50この主張はやや不正確なところがある．例えば (C)から話を始める場合には，P ∗
t の定義をどのように

するのか，といったことが解決できなければならない．実際にどう問題設定するのかは，[7]参照．
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6.3 エントロピー的曲率次元条件

ここでは，前節の結果をN <∞の場合に拡張する．先に答を書いてもよいのだが，ま
ず歴史的経緯と難点を説明する．N <∞の場合の曲率次元条件は，3章で見たように，相
対エントロピー EntmではなくRényiエントロピー SN で記述されていた．結果として熱
流との関係がはっきりしないため，前節のような議論は条件から直接は展開できない．こ
の障壁を突破する方法として，少なくとも以下の 2つのアプローチが考えられる．

• 熱流の代わりに，SN の勾配流 (多孔媒質方程式)を用いる．

• EntmでN <∞の場合の曲率次元条件を記述する．

近年，それぞれの方法に基づく結果がほぼ同時期に登場した．前者を採ったのが [8]であ
り，後者に拠ったのが [47]である．以下では，後者の結果を説明する．なお，以下で考察
する各条件は全て，N が大きくKが小さい方が弱く，N → ∞とすると，N = ∞での対
応する結果 (前節参照)を導くことが (他の条件との言い換えなしで直接)示せる．

まず，Otto解析による発見的考察を紹介する．(K,N)-Bochner不等式を出発点として，
相対エントロピーの 2階微分 (そこに曲率の情報が詰まっていた)を評価する．(µt)t∈[0,1]は
W2-最短測地線であって，µt = ρtmとする．また，µ̇t = ∇φt ∈ TµtP2(X)と書くことにす
る．このとき，命題 4.2および注意 4.3より，φtは次のHamilton-Jacobi方程式をみたす：

∂

∂t
φt +

1

2
|∇φt|2 = 0.

すべての関数が充分に滑らかだとすると，µtの連続方程式から，以下を得る：

|µ̇t|2 =
∫
X

|∇φt|2 dµt, (6.6)

d

dt
Entm(µt) = ⟨⟨∇Entm(µt), µ̇t⟩⟩ =

∫
X

⟨∇ρt
ρt

,∇φt⟩ dµt = −
∫
X

∆φt dµt, (6.7)

d2

dt2
Entm(µt) = Hess Entm(µ̇t, µ̇t) =

1

2

∫
X

∆|∇φt|2 dµt −
∫
X

⟨∇∆φt,∇φt⟩ dµt

≥ K

∫
X

|∇φt|2 dµt +
1

N

∫
X

(∆φt)
2 dµt

≥ K

∫
X

|∇φt|2 dµt +
1

N

(∫
X

∆φt dµt

)2

(6.8)

((6.8)の導出に (K,N)-Bochner不等式を用いた)．(6.6)および (6.7)を (6.8)に代入する
と，次を得る：

Hess Entm− 1

N
∇Entm ⊗∇Entm ≥ K. (6.9)

注意 6.15 上記の議論をN = ∞の時に適用すると，4.2節で展開した「Ric∞ ≥ Kならば
EntmはK凸」の，Bochner不等式に基づく別証明を与えることができる (いずれもOtto

解析の枠組での形式的な議論ではあるが)．
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ここで UN := exp

(
− 1

N
Entm

)
とおくと，微分不等式 (6.9)は以下の形の UN の凹性

HessUN ≤ −K
N
UN

と同値であることが容易に分かる51．後者は 2階線形微分不等式であるので，比較定理を
用いて，微分を使わない式で言い換えることができる．そうして得られるのが，以下で述
べるエントロピー的曲率次元条件 (entropic curvature-dimension condition)である．準備
として，関数 σtκを以下で定める：

σtκ(r) :=
sκ(tr)

sκ(r)

(sκは3.1.1項のもの)．σtK/Nは3.1.3項のβtK,Nに類似の起源を持ち，β
t
K,N = (σtK/(N−1)/t)

N−1

という関係をみたす．

定義 6.16 (エントロピー的曲率次元条件) K ∈ R, N ∈ (1,∞]に対して，(X, d,m)が
(K,N)-エントロピー的曲率次元条件 (CDe(K,N)と書く)をみたす，とは，各 µ0, µ1 ∈
P2(X)に対してW2-最短測地線 (µt)t∈[0,1] で以下をみたすものが存在することをいう：

UN(µt) ≥ σ1−t
K/N(W2(µ0, µ1))UN(µ0) + σtK/N(W2(µ0, µ1))UN(µ1). (6.10)

この性質のことを，「Entmは (P2(X),W2)上で (K,N)凸」とも言う．

注意 6.17 ((K,N)凸性への補足) CDe(K,N)の定義式の右辺をΨ(t)と書くと，Ψ(t)は
以下の常微分方程式の (一意)解となっている．

Ψ′′(t) = −K
N
W2(µ0, µ1)

2Ψ(t), Ψ(0) = UN(µ0), Ψ(1) = UN(µ1).

このことから，定義式は比較定理の形になっていると分かる．

まず，この条件と従来の曲率次元条件との関係を見ておく．そのために，[9]で定式化
された，簡約曲率次元条件 (reduced curvature-dimension condition)を導入する．これは，
おおまかには，「CD(K,N)条件を (曲率次元条件としての特性を充分に残しつつ)少し弱
めて，各種の幾何学的操作でよい振る舞いをするようにしたもの」と言える．

定義 6.18 (簡約曲率次元条件) (X, d,m)が (K,N)-簡約曲率次元条件 (CD∗(K,N))をみ
たす，とは，各 µi ∈ P(X), µi = ρimで ρiは有界な台を持つもの (i = 0, 1)と µ0から µ1

に至るW2-最短測地線 (µt)t∈[0,1]に対して，

SN(µt) ≤ −
∫
M×M

{
σ1−t
K/N ′(d(x0, x1))ρ0(x0)

−1/N ′
+ σtK/N ′(d(x0, x1))ρ1(x1)

−1/N ′
}
π(dxdy)

が全ての t ∈ (0, 1)とN ′ ≥ N で成り立つこととする．ただし π ∈ Π(µ0, µ1)は µ0と µ1の
最適カップリングとする．

51UN は，情報理論で entropy powerと呼ばれる汎関数である [42]．
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定理 6.19 (CD∗(K,N)とCD(K,N)の関係) CD(K ′, N)が全てのK ′ < Kで成り立つと
き，CD(K−, N)条件をみたす，ということにする (CD∗(K−, N)も同様)．また，局所的
にCD(K,N)をみたす (正確な定義は省略する)とき，CDloc(K,N)条件をみたす，という
(CD∗

loc(K,N)も同様)．このとき，次の関係が成り立つ．

(1) (重みつき)Riemann多様体上では，CD(K,N) ⇔ CD∗(K,N)．

(2) K > 0のとき，CD(K,N) ⇒ CD(K∗, N) ⇒ CD((N − 1)K/N,N)．

(3) (X, d)上の測地線は不分岐とする (その意味は 6.4節参照)．このとき，次が成立：

CDloc(K−, N) ⇔ CD∗
loc(K−, N) ⇔ CD∗(K,N).

注意 6.20

(1) 一般に CD(K,N)と CDloc(K,N)は同値ではない [124]．これは「CD∗条件の方が
CD条件よりも幾何学的な操作でよい振る舞いをする」ことの例になっている．

(2) 3章で見た，一般化されたBishop-Gromovの体積比較定理をCD∗(K,N)条件 (ただ
しN < ∞)から直接導出しようとすると，定理 6.19 (2)(3)から類推されるように，
少し弱い (精密でない)評価しか従わない52．しかし，曲率次元条件の弱い意味での
定式化であるmeasure contraction propertyが CD∗(K,N)から従い [29]，そこから
精密な結果が得られる．

定理 6.21 (CDe(K,N) ⇔ CD∗(K,N)) 次は同値．

(A′) (X, d,m)は無限小ヒルベルト的，かつCDe(K,N)をみたす．

(A′′) (X, d,m)は無限小ヒルベルト的，かつCD∗(K,N)をみたす．

証明 考え方のみ述べる．この同値性は，それぞれの条件が (各最適輸送経路へと)局所
化された条件と同値であることを通じて得られる．その条件とは以下の通りである (記号
は 3.2.1項を参照)：各 µ0, µ1 ∈ P(X)で有界な台を持つものに対して，Π ∈ P(Γ(X))で
(et)♯Π ≪ m ((et)♯Π = ρtmと書くことにする)かつ，((et)♯Π)t∈[0,1]が µ0から µ1に至る最
短測地線となるものであって，

ρt(γt)
−1/N ≥ σ1−t

K/N(d(γ0, γ1))ρ0(γ0)
−1/N + σtK/N(d(γ0, γ1))ρ1(γ1)

−1/N (6.11)

をΠ-a.e. γでみたすものが存在する．実際，(6.11)を積分すればCD∗(K,N)が得られる．
CDe(K,N)の導出はもう少し複雑であるが．うまく Jensenの不等式を用いる．

52少し弱い評価はCD∗(K,N)とCDe(K,N)いずれからも出る．結果としてmが volume doubling prop-
ertyをみたすことが分かり，そこから (X, d)は局所コンパクトと分かるので，弱い評価でも意味はある (特
に閉球はコンパクトになる [21, Proposition 2.5.22])．同様に弱い Bonnet-Myers型直径評価も出るので，
K > 0, N <∞なら空間はコンパクト．
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逆向きの，CD∗(K,N)または CDe(K,N)からの (6.11)の導出では，「(X, d,m)上の測
地線が不分岐」に相当する性質が要になる．実は，この条件を測度論的な意味で弱めたも
の (今の場合はこれで充分)がRCD(K,∞)空間で成り立つ (6.4節参照)．(A′)(A′′)いずれ
の条件からもRCD(K,∞)条件が従うので，そこから結論が得られる． 2

注意 6.22 (SN と UN の関係) CD∗(K,N)と CDe(K,N)を記述する汎関数である SN と
UN の間には，Jensenの不等式に基づく次の関係がある：

−SN(ρm) =

∫
X

ρ−1/Nρ dm ≥ exp

(
− 1

N

∫
X

(log ρ)ρ dm

)
= UN(ρm)

(この不等式は「もし ρmがDirac測度であれば」等式になる)．これを見れば，CD∗(K,N)

とCDe(K,N)のそれぞれの局所化で同じ式 (6.11)が現れることは，そこまで不思議では
ないかもしれない．

定義 6.23 (リーマン的曲率次元条件，その2)定理6.21の (A′)が成り立つとき，(X, d,m)は
リーマン的曲率次元条件(Riemannian curvature-dimension condition) RCD∗(K,N)

をみたす，あるいは単に「(X, d,m)はRCD∗(K,N)空間である」という．

さて，以上でRCD∗(K,N)空間を導入した．この空間では，前節と類似の議論を経由し
て，(K,N)-Bochner不等式が証明できる．以下，その道筋を紹介しよう．

定義 6.24 (熱流による曲率次元条件達 (N <∞))

(1) ((K,N)-EVI) µ0 ∈ D(Entm)とする．P2(X)上の曲線 (µt)t≥0が µ0を初期条件と
する (K,N)-EVIの意味での Entmの勾配流であるとは，(µt)t>0が絶対連続曲線で
あって，limt→0W2(µt, µ0) = 0，かつ，各 ν ∈ P2(X)に対して以下が成り立つこと
とする：

d

dt
s2K/N

(
W2(µt, ν)

2

)
+Ks2K/N

(
W2(µt, ν)

2

)
≤ N

2

(
1− UN(ν)

UN(µt)

)
.

(2) (時空間W2-収縮性) 各 µ0, µ1 ∈ P2(X), t, s ≥ 0に対して次が成り立つとき，P ∗
t は

((K,N)について)時空間W2-収縮性をみたす，という：

s2K/N

(
W2(P

∗
t µ0, P

∗
s µ1)

2

)
≤ e−K(s+t)s2K/N

(
W2(µ0, µ1)

2

)
+
N

2
· 1− e−K(s+t)

K(s+ t)

(√
t−

√
s
)2
.

(3) (Bakry-Ledouxの微分評価) ある関数 C : (0,∞) → (0,∞)で，C(t) = 1 + O(t)

(t→ 0)をみたすものがあって，各 f ∈ W 1,2(X), t > 0に対して次が成り立つとき，
Ptは ((K,N)について)Bakry-Ledouxの微分評価をみたす，という：

|∇Ptf |2∗ +
2tC(t)

N
|∆Ptf |2 ≤ e−2KtPt(|∇f |2∗) m-a.e.
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(4) (弱 (K,N)-Bochner不等式) f ∈ D(∆)，∆f ∈ W 1,2(X)なる f と h ∈ D(∆) ∩
L∞(m)，h ≥ 0かつ∆h ∈ L∞(m)なる hに対して次が成り立つとき，(X, d,m)は弱
(K,N)-Bochner不等式をみたす，という：

1

2

∫
X

∆h|∇f |2∗ dm−
∫
X

h⟨∇f,∇∆f⟩ dm ≥ K

∫
X

h|∇f |2∗ dm+
1

N

∫
X

h(∆f)2 dm.

注意 6.25 (定義 6.24の諸条件に対する補足)

(1) (K,N)-EVIおよび時空間収縮性は，5.2節で扱ったように，距離空間 (あるいはRie-

mann多様体)の枠組で一般の (汎)関数の勾配流に関する理論として書ける ([47]の
2章参照)．一方で，滑らかな空間の場合でも，(K,N)凸性に基づく勾配流の解析は
おそらく未知であったと思われる．

(2) (K,N)-EVIの式は，補題 5.5の証明の議論と同様にして (6.9)からOtto解析で形式
的に導くことができる．(6.9)から時空間W2-収縮性もOtto解析で導けるが，少し
難しい (2つの勾配流を考えるところまでは同じだが，時間スケールを変える必要が
ある．その変え方をうまく見つけなければならない)．

(3) 定義 6.24 (3)でC(t)という関数を導入している理由は，「この式を他の条件から導
出する場合，出発点となる条件や議論のやり方によって違う定数が現われる」こと
による．この形から他の条件に移行できるため，情報を損なってはいない．

(4) N = ∞の時と同様に，「(C′) ⇔ (D′)」および「(D′) ⇔ (E′)」には直接的な議論に
よる証明がある (それぞれ，[86]，[7, 14, 47]参照)．

定理 6.26 (RCD∗ ⇔ Bochner)

(1) 次は同値．

(A′) (X, d,m)はRCD∗(K,N)条件をみたす．

(B′) 各 µ0 ∈ D(Entm)に対して，µ0を初期条件とする (K,N)-EVIの解が存在する．

(2) (B′)が成り立つとする．このとき以下が成立．

(C′) P ∗
t は (K,N)について時空間W2-収縮性をみたす．

(D′) Ptは (K,N)についてBakry-Ledouxの微分評価をみたす．

(E′) (X, d,m)は弱 (K,N)-Bochner不等式をみたす．

(3) (X, d,m)は条件 (V)，注意 6.13 (1)の条件 (L)をみたし，かつ無限小ヒルベルト的
と仮定する．このとき，(2)の (C′)(D′)(E′)いずれかの条件が成り立てば，(X, d,m)

はRCD(K,∞)条件をみたす53．

53定理 6.14の場合と同様に，この主張はやや不正確．
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証明 基本的な考え方はN = ∞の場合に帰するので，要点のみ述べる (N = ∞で省略
した話は，こちらでも省略する)．まず，いずれの議論の起点からもRCD(K,∞)が従い，
前節で述べたような性質が全て利用可能になる点が，様々な議論を展開する上で (技術上)

重要になる54．
(2)で (C′)を (B′)から導く際には，2つの勾配流の時間スケールを変えてN = ∞の場合
と同様の議論を行う．ただ，Otto解析の場合に比べると，単純な変換で済む．また，「(C′)

⇒ (D′)」についてコメントしておく．(C′)では時間のズレを含んでおり，その結果とし
て，「(C) ⇒ (D)」で行った評価の代わりに |Ptf(x)− Psf(y)|の評価が可能になる．結果
として，時間のズレの部分からBakry-Ledouxの微分評価の∆Ptf を含む項が現れる．
(3)では，やはり (D′)から (A′)を導く．考え方の基礎はこの節の冒頭で紹介したOtto

解析にあるが，(E′)から (A′)に至るわけではない (そういう方法もあるかもしれないが，
既存の証明ではそうなってはいない)．

6.4 リーマン的曲率次元条件に関する補足

RCD∗(K,N)空間 (以下，N = ∞の場合もこう書く)は，CD(K,N)空間では是非の不
明な (あるいは成立しないと既知の) よい性質を持つ．ここまでの話と関係のあるものに
絞って，それらのうち幾つかをここに紹介しておく．

(1) (強K凸性) (X, d,m)がRCD∗(K,N)をみたすならば，P2(X)の全ての最短測地線
(µt)t∈[0,1]に沿って Entmは (6.10)をみたす．

(2) (保存性) RCD∗(K,N)条件は，測度つき Gromov-Hausdorff収束で保存される ([6,

Theorem 6.11], [47, Theorem 3.22], [63])．この主張の正確な意味は，3.2.4項を参照．
この事実の自明な帰結として，CD(K,N)条件を一様にみたす完備Riemann多様体
列の測度つきGromov-Hausdorff極限はRCD∗(K,N)条件をみたす．

(3) (測地線の本質的不分岐) ここで測地線が不分岐であるとは，「γ1, γ2がXの最短測
地線であって γ10 = γ20のとき，もしもある t ∈ (0, 1)で γ1|[0,t] = γ2|[0,t]ならば γ1 = γ2

になる」という条件をいう55．RCD(K,∞)空間上では「最適輸送を最短測地線に
沿った輸送経路に分解した時，分岐する測地線は測度 0でしか現れない」ことが分
かっている [125] (実際にはRCDより弱く，上記 (1)の意味での強K凸で充分)．

(1)-(3)の各々について，以下に補足説明を加えておく．まず (1)について．この性質は，
定理 5.9の「(b) ⇒ (a)」の証明の議論が全てのW2-最短測地線に対して適用可能であるこ
とに依る (定理 6.21の証明も同じ考え方で遂行される)．証明の技巧上，W2-測地線に沿っ
て何らかの議論を展開する際に，より良い性質をみたすW2-測地線上に話を置き換えたい
時がある．この性質はそのような場面で威力を発揮する．

54別の言い方をすれば，N = ∞の場合の理論なしでこれらの結果に至ることは，はるかに困難であった
ろうと思われる．N = ∞の場合の解決を以って，「機が熟した」のだと言えるかもしれない．

55「γ1|[0,t] = γ2|[0,t]」は「γ1t = γ2t」に変えても同値な条件になる (これは不分岐よりは非交差と呼ぶべ
きものだろう)．こちらの方が見かけ上強いが，交差すれば分岐するものが作れる．
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(2)については，かなりきわどいバランスで成り立っている性質だということを注意して
おきたい．「無限小ヒルベルト的」は，一般には，それ単独では測度つきGromov-Hausdorff

収束では保たれない．また，上記 (1)の「強K凸性 (または強 (K,N)凸性)」単独で，測度
つきGromov-Hausdorff収束で保たれるかどうかは知られていない．なお，この主張は，
EVIによる条件 ((B)または (B′))の保存性を示すことによって証明される．この点から
も，熱流を考えることの幾何学的意義の一端が垣間見られる．
最後に (3)について，その意義を説明しておく (証明の説明は割愛する)．最適輸送を輸
送経路に分解して話を各測地線上に局所化したい場面がしばしばあり，そのような場合に
は「測地線が不分岐かどうか」が問題になる．実際に，CD空間上の幾何に関する定理で
は，「すべての測地線が不分岐」を仮定しているものが少なからずある．また，測地線が
分岐し得る空間の族から，様々な「Riemann多様体の場合に成り立つ『よい』性質」の反
例が見つかっている (例えば [124])．上記の結果を適用することで，RCD∗(K,N)空間で
は，従来必要であった「測地線が不分岐」という仮定が外せた定理が幾つかある (例えば
[47]参照；この事実は，前出の定理 6.21の証明でも用いられている)．
測地線が分岐する空間の代表例は ℓn∞ (Rnに∞-ノルムによる距離を入れた空間) である

(3.2.5項でも言及がある)．(境界のない)Riemann多様体およびAlexandrov空間では分岐
しない．CD(K,N)条件をみたすRiemann多様体のGromov-Hausdorff極限については未
解決である．

6.5 測度距離空間上の解析への応用

最後に，RCD空間上の (幾何)解析のうち，主に解析に関わるものについて幾つか述べ
る (幾何関連については次章で扱う)．ただ，既に膨大な結果があり，全てに言及するの
は難しい．ここまでの話だけでも参考文献は膨大な量となっているが，RCD空間登場後
の進展を述べ始めると，更に多くの文献を追加することになってしまう56．ここでは，今
まで登場した文献の中でまだ扱っていない話題から重要と思われる幾つかを (私見で)選
んで述べたい．ここで紹介しきれない最新の結果については，私の把握している範囲で，
キーワードだけを以下に列挙しておく：

Sobolev空間のLp理論，有界変動関数，Dirichlet形式の理論との対応，次元を
加味した (時空間的でない)W2-収縮性の精密化，弱 Bochner不等式の局所化，
F.-Y. Wangの (log-)Harnack不等式，Li-Yauの微分評価，Chengの微分評価，
調和関数の正則性，多項式増大度を持つ調和関数，最適輸送写像の存在，. . .

具体的な話に入る前に，少し観念的な話をしておく．6.1.1項で紹介した測度距離空間
の微分概念の同定は，その証明方法がもたらす考え方も含めて，非常に強力な解析の土台
を提供してくれる57．また，熱流 Ptについて，注意 6.13で述べたような Lipschitz正則化

562015年 2月 8日現在，Google Scholar Citationによると，[6], [47]にはそれぞれ既に 70件，39件の被
引用がある．中には，Riemann多様体での結果を (容易かつ安直に)測度距離空間に拡張した，というもの
も含まれているであろう．ただ，小さな拡張の積み重ねが本質的な発展の駆動力となることもあるであろ
うから，無視はできない．

57原論文では，測度距離空間上の別の幾つかの微分概念をも，同時に同定していることが注意してある．
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を代表とする各種の正則化効果が判明したことで，熱半群を軟化子として使用することが
可能になっている (実際に，これまでに紹介した結果を近似を用いて厳密に証明する際，
熱流の力を借りて議論する場面もある)．実際，RCD空間の理論の近年の爆発的進展は，
これらの地盤が固められたことに依るところが大きいと考えられる．

まず，関数不等式に関連する話をしておく．CDe(K,N)空間では58，N <∞の情報を
用いて，4章で扱われた各種関数不等式を精密化できる ([47, 3.4節]参照)．まず，HWI不
等式は次の形 (N -HWI不等式)になる：µ0, µ1 ∈ P2(X)に対して，

UN(µ1)

UN(µ0)
≤ cK/N(W2(µ0, µ1)) +

1

N
sK/N(W2(µ0, µ1))

√
Im(µ0).

ここで，

cκ(r) :=


cos(

√
κr) (κ > 0),

1 (κ = 0),

cosh(
√
−κr) (κ < 0)

であり，Imはminimal relaxed gradientで定義されたFisher情報量とする．ここから，対
数 Sobolev不等式およびTalagrand不等式のN <∞での対応物が得られる：

(1) N -対数 Sobolev不等式：K > 0とし，m ∈ P2(X)とする．このとき，各 µ ∈ P2(X)

に対して，

KN

[
exp

(
2

N
Entm(µ)

)
− 1

]
≤ Im(µ).

N -対数 Sobolev不等式は，logarithmic entropy-energy不等式とも言われる (例えば
[12]参照)．また，ここから大域的L2-Sobolev不等式が従う [12, Proposition 6.2.3]．

(2) N -Talagrand不等式：上記と同様の仮定の下，各 µ ∈ P2(X)でW2(µ,m) ≤ π

2

√
N

K
であり，

Entm(µ) ≥ −N log cos

(√
K

N
W2(µ,m)

)
.

なお，[116]での対数 Sobolev不等式から Talagrand不等式を導く議論をなぞると，
上記よりも少し弱い形のN -Talagrand不等式を得る [47, Proposition 3.32]．

Riemann多様体の場合，次元の情報を加味することで，Ric ≥ Kで既知の不等式の定
数を改良できることがある．代表的なものは，大域Poincaré不等式の精密化である Lich-

nerowiczの不等式 (4.14参照)であろう．この不等式は，RCD空間でも成り立つ：(X, d,m)

を RCD∗(K,N)空間で，K > 0とする．このとき，−∆は非負離散スペクトルのみを持
ち，第一非負固有値 λ1は λ1 ≥ NK/(N − 1)をみたす ([47, Theorem 4.22])．主張の後半

58無限小ヒルベルト的でなくてもよい．
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をRayleigh商表示で述べると，(4.14)に相当する，次の形になる：各 f ∈ W 1,2(X)に対
して ∫

X

∣∣∣∣f − 1

m(X)

∫
X

f dm

∣∣∣∣2 dm ≤ N − 1

NK

∫
X

|∇f |2∗ dm.

この式を見れば，大域 Poincaré不等式の精密化であることは一目瞭然であろう．この精
密化された不等式については，次章で更に議論する．

最後に，確率論との関係について言及する．RCD∗(K,N)空間で考察していたCheeger

型エネルギー汎関数は，実はこの設定では準正則強局所Dirichlet形式になり，Markov過
程の一般論を介して，対応する拡散過程がX上に定まる．なお，Xが局所コンパクトで
あれば準正則は正則まで強められる59．また，この設定では，Dirichlet形式が定める内在
的距離が，もとの距離 dと一致する [6, Theorem 6.10]．これらの結果と，RCD∗(K,N)空
間上で成り立つ各種関数不等式を組み合わせることで，測度距離空間上の熱核の解析に関
する様々な結果 (例えばGauss型熱核評価など)が利用可能になる．

59今の設定では Lipschitz関数がD(Ch)で稠密になっている．従って，例えばN <∞ならOK(注意 6.20
(2)の脚注を参照)．

95



7 リーマン的曲率次元条件にまつわる最近の進展（太田）
リーマン的曲率次元条件RCD(K,N)を満たす測度距離空間をRCD(K,N)空間（または，

K,N の値に拘らないときは単にRCD空間）と呼ぶことにする．RCD空間ではDirichlet

形式やΓ-calculusによりエネルギーや熱流についての解析が展開できる（桒田氏の講演参
照）．そこで問題となるのが，それを空間の幾何構造の研究とどう結びつけるのか，とい
うことである．この最後の節では，重要で面白い 2つの理論（分解定理，凸関数）の概略
を述べる．本講演では，関数の正則性などの解析的な細部は無視し，議論の幾何学的なア
イディアのみに注目する．

7.1 分解定理

Cheeger–Gromoll [34]によって示された分解定理とは，リッチ曲率が非負のリーマン多
様体M が直線（Rの等長埋め込み）を持つならば，M は Rとあるリッチ曲率が非負な
リーマン多様体N との直積に分解できる：M = R×N，という定理である．この測度距
離空間への一般化を考えるとき，分解が等長的であるためには，空間が何らかの意味で
「リーマン的」である必要がある（ノルム空間は直線を含むが等長的には分解されない）．
そこで，リーマン的曲率次元条件RCD(0, N)が適切な条件となる．
分解定理は剛性定理の一種であり，また空間の局所構造の研究で極めて重要である

（Cheeger–Coldingの一連のリーマン多様体の極限空間の研究 [31, 32, 33]など）．§§7.2.1,
7.2.2ではそれらのRCD空間版を紹介する．

7.1.1 リーマン多様体の場合（Cheeger–Gromoll）

まず，リーマン多様体の場合の分解定理の証明を復習する．η : [0,∞) −→M を半直線
（d(η(s), η(t)) = |s− t| ∀s, t ≥ 0）とし，対応するBusemann関数 bη :M −→ Rを

bη(x) := lim
t→∞

{
t− d

(
x, η(t)

)}
と定義する．ηは 1リプシッツ関数であり，η上ではアファイン関数になる（bη(η(s)) = s）．
まず，ラプラシアンの比較定理

∆u ≤ n− 1

u
on M \ {z} (distributional sense), u := d(z, ·),

を用いた評価により，bηが劣調和∆bη ≥ 0であることがわかる．
次にγ : R −→Mを直線（d(γ(s), γ(t)) = |s−t| ∀s, t ∈ R）とすると，2種類のBusemann

関数
bγ(x) := lim

t→∞

{
t− d

(
x, γ(t)

)}
, bγ(x) := lim

t→∞

{
t− d

(
x, γ(−t)

)}
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が考えられる．三角不等式より bγ + bγ ≤ 0であり，また bγ,bγ は共に劣調和なので
∆(bγ + bγ) ≥ 0が成り立つ．これと (bγ + bγ)(γ(s)) = s − s = 0を合わせて，強最大値
原理より

bγ + bγ ≡ 0, ∆bγ = ∆bγ ≡ 0

を得る．特に bγ = −bγはC∞である．
∆bγ ≡ 0と |∇bγ| ≡ 1に注意して，bγにBochner公式を適用すると，

Ricg(∇bγ,∇bγ) + ∥Hessbγ∥2HS ≡ 0

となる（∥ · ∥HSはHilbert–Schmidtノルム）．仮定Ricg ≥ 0よりHessbγ ≡ 0となり，∇bγ
が平行ベクトル場であることがわかる．従って，de Rhamの分解定理より，M はR×N

と等長的に分解される（各 t ∈ Rに対し b−1
γ (t) = {t} ×N となる）．

7.1.2 重みつきリーマン多様体の場合（Lichnerowicz et al）

重みつきリーマン多様体 (M, g,m = e−V volg)の場合，N ∈ [n,∞)について RicN ≥ 0

ならば重みなしと同じ証明により分解定理が得られる．N = ∞の場合は，Ric∞ ≥ 0に加
えて supM V < ∞を仮定すると，上の議論でラプラシアンの比較定理を用いた部分を微
調整して分解定理が得られる（[89, 50, 145]）．

7.1.3 RCD空間の場合（Gigli）

さて，(X, d,m)をRCD(0, N)空間（N <∞）とし，直線 γ : R −→ Xが存在したとす
る．Busemann関数 bγ,bγ : X −→ Rをリーマン多様体と同様に定義する．RCD空間の
ラプラシアンの比較定理はGigli [59]により得られており，それを使って bγ = −bγかつ
bγが調和関数であるところまでは同様に進められる．
しかし，平行ベクトル場や de Rhamの分解定理といったものは（少なくとも現状では）
一般論としては存在しないため，代わりにBusemann関数とその勾配流の性質を詳しく調
べ，分解を具体的に構成する．以下，その構成法の概略を [58]に沿って述べる．

(I) まず，任意の a ∈ Rに対し

abγ(x) = inf
y∈X

{
d2(x, y)

2
+ abγ(y) +

a2

2

}
が成り立つことがわかり，よって abγは (d2/2)凹関数である（この (d2/2)変換を具体的
に書けるところが bγ の特殊性である）．これを用いて，bγ をKantorovichポテンシャル
とする最適輸送写像として Ft : X −→ X（F0は恒等写像）が構成され，

bγ
(
Ft(x)

)
= bγ

(
F0(x)

)
− t, Ft+s(x) = Ft

(
Fs(x)

)
がm-a.e. xで成り立ち，更にm ≪ (Ft)♯m ≪ m も成り立つ（[58, Proposition 3.15]）．
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(II) Ftによってmが保存されることを見る（[58, Theorem 3.16]）．mに絶対連続な任
意の確率測度 µ ∈ P2(X)と t ∈ Rに対し，関数 t 7→ SN((Ft)♯µ)を考える．Ftは bγ を
Kantorovichポテンシャルとする最適輸送写像であったので，SN((Ft)♯µ)の t微分には
∇bγが現れる（高津氏の講演参照）．そこでbγが調和関数であることとSN の凸性を使う
と，SN(µ) ≤ SN((Ft)♯µ)が得られる．(F−t)♯ ◦ (Ft)♯µ = µであることから逆向きの不等式
も成り立つので，

SN(µ) = SN
(
(Ft)♯µ

)
.

µ ∈ P2(X)が任意の絶対連続な確率測度であったことから，(Ft)♯m = mが言える．

(III) 次にFtによって距離関数が保存されることを見る．そのためには，距離関数その
ものではなく，適当な正則性を持つX上の関数 f のエネルギー Ch(f)がFtの合成で保存
されることを示す（[58, Theorem 3.19]）．まず，∫

X

{|∇(f ◦ Ft)|2 − |∇f |2} dm =

∫
X

{2⟨∇f,∇(f ◦ Ft − f)⟩+ |∇(f ◦ Ft − f)|2} dm.

ここで
∫
X
|∇(f ◦ Ft − f)|2 dmは熱流を用いた評価により t→ 0では無視でき，

lim
t→0

∫
X

|∇(f ◦ Ft)|2 − |∇f |2

2t
dm = lim

t→0

1

t

∫
X

⟨∇f,∇(f ◦ Ft − f)⟩ dm

が成り立つ．右辺の積分を部分積分を用いて書き換え，更に (Ft)♯m = mを使って，∫
X

⟨∇f,∇(f ◦ Ft − f)⟩ dm = −
∫
X

∆f · (f ◦ Ft − f) dm

= −
∫
X

(∆f ◦ F−t −∆f)f dm.

Ftの定義より，

lim
t→0

1

t

∫
X

(∆f ◦ F−t −∆f)f dm =

∫
X

⟨∇∆f,∇bγ⟩f dm.

bγが調和関数であることを使って変形して，∫
X

⟨∇∆f,∇bγ⟩f dm =

∫
X

⟨∇∆f, f∇bγ⟩ dm = −
∫
X

∆f⟨∇f,∇bγ⟩ dm.

ここで，bγが熱流で不変であることから，∫
X

∆f⟨∇f,∇bγ⟩ dm =

∫
X

f⟨∇∆f,∇bγ⟩ dm

が成り立つ（[58, Proposition 3.18]）．従って

lim
t→0

∫
X

|∇(f ◦ Ft)|2 − |∇f |2

2t
dm = −

∫
X

⟨∇∆f,∇bγ⟩f dm = 0
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であり，Ch(f ◦ Ft) = Ch(f)が成り立つ．
エネルギーが保存されることから，

|∇(f ◦ Ft)| = |∇f | ◦ Ft a.e. on X (7.1)

が導かれる．稠密な {xk}k∈N ⊂ Xを取って

dk,m(x) := max
{
0,min{d(x, xk),m− d(x, xk)}

}
, k,m ∈ N

を考え，(7.1)より dk,m ◦ Ftが測度 0の集合を除いて 1リプシッツなことを使って，

d
(
Ft(x),Ft(y)

)
= sup

k,m

∣∣dk,m(Ft(x))− dk,m
(
Ft(y)

)∣∣ ≤ d(x, y)

が殆ど全ての x, y ∈ X で成り立つ．よって d(Ft(x),Ft(y)) ≤ d(x, y)であり，F−tによっ
て同様にすることで d(Ft(x),Ft(y)) = d(x, y)がわかる（[58, Theorems 4.2, 4.3]）．

(IV) 分解の構成法を簡単に述べる．X ′ := X/ ∼，但し x, y ∈ X がある t ∈ Rに対し
Ft(x) = yとなるとき x ∼ yとする．π : X −→ X ′を射影とし，X ′の距離関数 d′を

d′
(
π(x), π(y)

)
:= inf

t∈R
d
(
Ft(x), y

)
で定義する．するとまず π(x) ∈ X ′をbγ(Ft(x)) = 0なる点Ft(x)に写す写像 ι : X ′ −→ X

が等長埋め込みであることがわかる（[58, Theorem 4.7]）．更に，(X ′, d′)の測度m′を

m′(A) := m
(
π−1(A) ∩ b−1

γ ([0, 1])
)

で定義し，
X ∋ x 7−→

(
bγ(x), π(x)

)
∈ R×X ′

が等長写像になることを，(III)と同様にエネルギーがR方向とX ′方向へ分解することを
見ることで示す．よって，XはX = R×X ′と等長に分解する（[58, Theorem 4.17]）．

(V) 最後に，(X ′, d′,m′)がRCD(0, N − 1)空間（N ∈ (1, 2)ならば 1点集合）であるこ
とを示す（[58, Theorem 4.18]）．

7.2 分解定理の応用

分解定理の応用として，Mondino–Naber [102]による RCD空間の構造定理と，Ket-

terer [80, 81]による正曲率の場合の剛性定理を紹介する．
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7.2.1 RCD空間の構造定理（Mondino–Naber）

Cheeger–Colding [31, 32, 33] はリッチ曲率が下から押さえられたリーマン多様体の
Gromov–Hausdorff極限の局所構造を詳しく研究した．彼らの研究で重要な役割を果た
したのが，almost splitting theoremと呼ばれる分解定理の摂動版である（[30]）．つま
り，「殆ど直線」である曲線があれば，空間は「殆ど分解」される．これを極限の手前の
リーマン多様体で適用して極限空間の分解定理を示し，それを用いて幾何構造を調べると
いうのが大雑把なアイディアである．
RCD空間の枠組みでは，極限空間自体を扱うことができる（特に，Cheeger–Coldingの

almost splitting theoremをGigliの分解定理から導くこともできる）．そこで，Gigliの分
解定理を用いて Cheeger–Coldingの議論を一般化することが考えられる．更に Colding–

Naber [36]による近年の進展も合わせて，次の構造定理が得られる（[102]）．

定理 7.1 (RCD空間の構造定理（rectifiability）) (X, d,m)をRCD空間（K ∈ R, N ∈
(1,∞)）とする．このとき，m可測な部分集合の可算族 {Ri}i∈Nでm(X \

∪∞
i=1Ri) = 0であ

るものが存在し，Riはni次元ユークリッド空間の可測集合と双リプシッツかつ1 ≤ ni ≤ N

である．

特に，mについて測度 0の集合を除けば，点 x ∈ X の接錐は一意でユークリッド空間
Rnx と等長になる（次元 nxは xによる）．リーマン多様体の極限の場合には，Colding–

Naber [36]により次元 nxが一意に定まること，つまり定理 7.1で niが i ∈ Nによらず一定
になることがわかっている．RCD空間でも同様の次元の一様性が成り立つことが期待さ
れるが，今のところ未解決である．
定理 7.1は幾何的な構造定理であるが，（弱）微分構造については，Gigli [61]によるあ
る意味での 2階微分構造の研究がある．これは様々な概念を弱い意味で定義していくもの
で，例えばリッチ曲率をBochner公式を用いて定義する．議論を展開する上では，定義を
意味のあるものにするためにテスト関数の扱いが特に重要である．リーマン多様体の極限
の場合には，本多 [70, 71]の関連する研究がある．

7.2.2 正曲率空間の剛性定理（Ketterer）

次に，正曲率空間の剛性定理を考える．n次元リーマン多様体 (M, g)で Ricg ≥ n − 1

の場合，Bonnet–Myersの定理の最大直径 πが実現されるのは，球面 Snの場合に限るこ
とが知られている．リーマン多様体ではない場合，例えば曲率 1以上のAlexandrov空間
(X, d)では，直径が πでも球面を群作用で割った空間（orbifold）が考えられるため球面
になるとは限らないが，ある直径 π以下の距離空間 (Y, d′)の spherical suspensionにな
ることがわかる：

X = SY := (Y × [0, π])/ ∼, where (x, 0) ∼ (y, 0), (x, π) ∼ (y, π) ∀x, y ∈ Y.

SY の距離dSY ((x, s), (y, t))は，̃x, ỹ, z̃ ∈ S2をdS2(z̃, x̃) = s, dS2(z̃, ỹ) = t, ∠(x̃z̃ỹ) = d′(x, y)

となるように取ったときの dS2(x̃, ỹ)，と定義する．この spherical suspensionによる表示
は，非負曲率のときの分解定理と密接に関係している．

100



さて，(X, d,m)をRCD(N − 1, N)空間（N ∈ (1,∞)）とすると，Bonnet–Myersの定
理 (3.10)よりやはり diamX ≤ πである．このとき，(X, d,m)のN-ユークリッド錐を考
える：

CX :=
(
X × [0,∞)

)
/(X × {0}),

dCX
(
(x, s), (y, t)

)
:=
√
s2 + t2 − 2st cos d(x, y),

dmCX := tN dmdt.

CXはXがリーマン多様体であっても錐の原点X × {0}で特異点を持ち得るが（例えば
diamX < πの場合），RCD空間の枠組みでは特異点はあっても問題ない．次が成り立つ
（[80]）．

定理 7.2 (X, d,m)をRCD(N −1, N)空間（N ∈ (1,∞)）とするとき，そのN -ユークリッ
ド錐 (CX, dCX ,mCX)はRCD(0, N + 1)を満たす．

証明は Bochner不等式による特徴づけを通して行う（曲率次元条件の定義そのものか
らCD(0, N + 1)を満たすことを示すのは難しい）．
定理 7.2の (X, d,m)が最大直径 πを持つとし，x, y ∈ Xを d(x, y) = πである点の組とす
ると，(CX, dCX ,mCX)は (x, 1), (y, 1)と錐の原点を通る直線を持つ．よって分解定理より
CX = R×Y と直積に分解され，構成を見るとXがY ∩ (X×{1})の spherical suspension

になっていることがわかる（[80]）：

定理 7.3 (最大直径定理) RCD(N−1, N)空間（N ∈ (1,∞)）が直径πを持つとき，それは
あるRCD(N−2, N−1)空間 (Y, dY ,mY )（N ∈ (1, 2)のときは1点集合）の (N−1)-spherical

suspensionになる．

ここで，(N − 1)-spherical suspension SY の測度は dmSY := sinN−1 t dmY dtと定義され
る．正曲率の場合のもう1つの剛性定理として，小畠の定理の一般化が最近やはりKetterer

により得られた（[81]）．

定理 7.4 (小畠の定理) RCD(N−1, N)空間 (X, d,m)（N ∈ (1,∞)）に対し，Lichnerowicz
不等式 ∫

X

f 2 dm ≤ 1

N

∫
X

|∇f |2 dm,
∫
X

f dm = 0

で等号を満たす関数fが存在するとき，Xは直径πを持ち，特に (N−1)-spherical suspension

として表される．

7.3 RCD空間上の凸関数

凸関数とその勾配流は，曲率次元条件の理論で大きな役割を果たす．曲率次元条件
CD(K,N)の定義そのものがエントロピーの凸性で与えられ，その勾配流として導入さ
れる熱流の挙動を解析することで，Bochner不等式などとのつながりが見えてきた．エン
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トロピーのようなWasserstein空間 P2(X)上の凸関数に比べて，底空間X 上の凸関数の
研究は進んでいなかったが，最近面白い進展があったので，それを紹介する．

7.3.1 勾配流の存在と収縮性（Sturm）

(X, d,m)を局所コンパクトRCD(K,∞)空間（K ∈ R），f : X −→ (−∞,∞]をその上
の弱 λ凸関数とする．ここで復習すると，fが弱 λ凸であるとは，任意の x, y ∈ Xに対し
その間のある最短測地線 γ : [0, 1] −→ Xが存在し，

f
(
γ(t)

)
≤ (1− t)f(x) + tf(1)− λ

2
(1− t)td2(x, y)

が全ての t ∈ (0, 1)で成り立つことである．特に f(x), f(y) < ∞なら f(γ(t)) < ∞とな
る．この定義と，全ての最短測地線 γに沿って上の不等式が成り立つことを区別するた
め，前者を弱 λ凸性，後者を強 λ凸性と呼ぶ．
更に f は下半連続で，ある x0 ∈ XとC0, C1 > 0について

f(x) ≥ −C0 − C1d
2(x0, x) ∀x ∈ X (7.2)

を満たすとする．X0 := f−1(R) = {x ∈ X | f(x) <∞}，X ′ := X0とおく．

定理 7.5 (λ-EVI勾配流の存在，[134]) (X, d,m)，f : X −→ (−∞,∞]が上で述べた仮定
を満たすとき，任意のx0 ∈ X ′に対し，x0を始点とする fのλ-EVI勾配曲線 ξ : [0,∞) −→
X ′が存在する．つまり，ξ(0) = x0かつ任意の z ∈ X0と a.e. t > 0に対し

1

2

d

dt

[
d2
(
ξ(t), z

)]
+ λd2

(
ξ(t), z

)
+ f
(
ξ(t)

)
≤ f(z)

が成り立つ．

ξ, ζを x0, y0 ∈ X ′を始点とする f の λ-EVI勾配曲線とするとき，λ収縮性：

d
(
ξ(t), ζ(t)

)
≤ e−λtd(x0, y0) ∀t ≥ 0

が成り立つことが容易に確かめられる．従って，x0 7−→ ξ(t)という対応による写像（勾
配流）Ξt : X

′ −→ X ′は e−λtリプシッツである．また，λ-EVI勾配流の存在は，f が強 λ

凸であることを導く．従って，RCD空間においては弱 λ凸性と強 λ凸性は同値になる．
凸関数の勾配流やその収縮性の研究は，Alexandrov空間（[117, 94]）やAlexandrov空
間上のWasserstein空間（[105, 127]）で空間の局所構造の解析を用いて行われていた．一
方，CD(K,∞)空間での相対エントロピーについては，その特殊な性質に即した研究があ
る（[57, 5]）．Sturmによる定理 7.5の証明は，一度Wasserstein空間に持ち上げて，f の
勾配流をある意味で近似するエントロピーの勾配流を構成し，始点をDirac測度にしたと
きに勾配流がDirac測度に留まることを示して，Xの勾配流に落とすという興味深いもの
である．この議論を走らせるために，(X, d)に局所コンパクト性が課されている．
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定理 7.5の証明の概略を述べる．

(I) まず，i ∈ Nに対し，汎関数Fi : P2(X) −→ (−∞,∞]を

Fi(µ) :=
1

i
Entm(µ) +

∫
X

f dm

と定める（fの µ可積分性は µ ∈ P2(X)と (7.2)により保証される）．すると測度距離空間

(X ′, d,mi), mi := e−ifm|X′

は RCD(K + λi,∞)を満たし，その熱流は (K + λi)-EVI勾配流である．Fi = i−1 Entmi

より，時間を i−1倍してFiの (Ki−1 + λ)-EVI勾配流 (Ξit)t≥0を得る．

(II) (I)で得たFiの (Ki−1 + λ)-EVI勾配流 (Ξit)t≥0の i→ ∞での極限として，

F(µ) :=

∫
X

f dm

の λ-EVI勾配流 (Ξ∞
t )t≥0を得る（ここでXの局所コンパクト性が必要）．

(III) Dirac測度を始点とするときの (Ξ∞
t )t≥0の挙動を調べるため，次の分散不等式を示

す：µ0 ∈ P2(X
′)に対し µt := Ξ∞

t (µ0)とおくとき，

Var2(µt) ≤ e−4λtVar2(µ0) ∀t > 0 (7.3)

が成り立つ．ここで，

Var2(µ) :=

∫
X×X

d2(x, y)µ(dx)µ(dy).

µ0がDirac測度であるときはVar2(µ0) = 0なので，(7.3)よりVar2(µt) = 0．従って µtも
またある点 xt ∈ X ′でのDirac測度であることがわかる．
さて，(7.3)の証明は難しくないのでここで与える．F の λ-EVI：

1

2

d

dt

[
W 2

2 (µt, ν)
]
+ λW 2

2 (µt, ν) ≤ F(ν)−F(µt)

は
d

dt

[
e2λt

2
W 2

2 (µt, ν)

]
≤ e2λt{F(ν)−F(µt)}

と書き換えられ，2倍して積分すると s < tに対し

e2λtW 2
2 (µt, ν)− e2λsW 2

2 (µs, ν) ≤
e2λt − e2λs

λ
{F(ν)−F(µt)}

となる（F(µt)は tについて非増加であることに注意する）．ここで，λ = 0のときは
(e2λt − e2λs)/λを 2(t− s)で置き換える．ν = δyとして，

e2λt
∫
X

d2(x, y)µt(dx)− e2λs
∫
X

d2(x, y)µs(dx) ≤
e2λt − e2λs

λ
{f(y)−F(µt)}.
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yを µt, µsでそれぞれ積分すると，

e2λtVar2(µt)− e2λs
∫
X×X

d2(x, y)µs(dx)µt(dy) ≤ 0,

e2λs
∫
X×X

d2(x, y)µt(dx)µs(dy)− e2λsVar2(µs) ≤
e2λt − e2λs

λ
{F(µs)−F(µt)}.

e2λt, e2λsをそれぞれにかけて，辺々足すと，

e4λtVar2(µt)− e4λsVar2(µs) ≤
e2λt − e2λs

λ
e2λs{F(µs)−F(µt)}.

従って，lims→tF(µs) = Ftより

d

dt

[
e4λtVar2(µt)

]
≤ 0 a.e. t > 0

が成り立ち，これから (7.3)が従う．

(IV) (III)により，Ξt : X
′ −→ X ′を Ξ∞

t (δx0) = δΞt(x0)として定義すると，f の λ-EVI

勾配流となる．

7.3.2 ヘッシアンの評価による特徴づけ（Ketterer）

Sturmの議論とBochner不等式によるRCD(K,∞)の特徴づけを使って，Ketterer [81]

は次を示した．

定理 7.6 (λ凸 ⇔ Hess ≥ λ) (X, d,m)をRCD(K,∞)空間（K ∈ R）とし，f ∈ D(H)を
infX f > 0かつ supX f <∞を満たす関数とする．このとき，次は同値：

(A) f は連続かつHess f ≥ λ．

(B) f は λ凸．

ここで，
D(H) := {f ∈ W 1,2(X) | |∇f | ∈ W 1,2(X)}

とし，f ∈ D(H)のヘッシアンHess f は Γ-calculusの手法により

Hess f(ϕ, ψ) :=
1

2

{⟨
∇ϕ,∇⟨∇f,∇ψ⟩

⟩
+
⟨
∇ψ,∇⟨∇f,∇ϕ⟩

⟩
−
⟨
∇f,∇⟨∇ϕ,∇ψ⟩

⟩}
と定義される（一種の polarization）．特に，

Hess f(ϕ, ϕ) =
⟨
∇ϕ,∇⟨∇f,∇ϕ⟩

⟩
− 1

2

⟨
∇f,∇(|∇ϕ|2)

⟩
.

この定理は，測地線に沿っての凸性という幾何的な（またはLagrange的な）性質とエネル
ギーから来るHess fという解析的な（またはEuler的な）情報を結びつけるものである．
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(A) ⇒ (B)：定理 7.5と同じように (X, d, e−ifm)を考えると，Hess f ≥ λよりこの空間
で (K + λi,∞)-Bochner不等式が成り立ち，従ってRCD(K + λi,∞)が満たされる．あと
は定理 7.5と同様にして，fが λ-EVI勾配流を持ち，特に（強）λ凸であることがわかる．

(B) ⇒ (A)：(X, i · d, e−i2fm)は RCD(i−2K + λ,∞)を満たし，よって (i−2K + λ,∞)-

Bochner不等式が成り立つ．ここで，∇や ∆などの記号は全てスケーリングする前の
(X, d,m)のままとして ϕの (i−2K + λ,∞)-Bochner不等式を書き下すと，例えば∇は i−2

倍され ⟨·, ·⟩は i2倍されるので，

1

2
i−4
{
∆(|∇ϕ|2)− ⟨∇(|∇ϕ|2),∇(i2f)⟩

}
− i−4

⟨
∇ϕ,∇

[
∆ϕ− ⟨∇ϕ,∇(i2f)⟩

]⟩
≥ (i−2K + λ)i−2|∇ϕ|2

（実際には非負のテスト関数をかけて積分した形で計算する）．i2をかけて i → ∞とす
ると，

−1

2
⟨∇(|∇ϕ|2),∇f⟩+

⟨
∇ϕ,∇⟨∇ϕ,∇f⟩

⟩
≥ λ|∇ϕ|2.

これは求める評価Hess f(ϕ, ϕ) ≥ λ|∇ϕ|2である．

7.4 未解決問題など

最後に，未解決問題や今後の課題について述べる．

(I) 講演時点ではLévy–Gromov型の等周不等式をRCD空間の未解決問題の 1つとし
て挙げていた．これは，リッチ曲率が n− 1以上の n次元リーマン多様体 (M, g)の部分集
合Aに対し，その境界の面積の正規化 |∂A|/ volg(M)が，Sn内の同じ体積比を持つ球の表
面積（の正規化）以上になるというものである：

|∂A|
volg(M)

≥ |∂Br(x)|
vol(Sn)

for x ∈ Sn,
vol(Br(x))

vol(Sn)
=

volg(A)

volg(M)
.

この幾何学的な不等式は関数不等式に還元されず，従来の証明は volg(A)を固定して |∂A|
を最小化するAの境界の正則性（幾何学的測度論の有名な定理）を用いるもので，リーマ
ン多様体以外に適用することは難しかった．
集会の翌週，Cavalletti–Mondino [28]はKlartag [82]による正則性に依存しない画期的な
別証明を更に改良することで，測地線が本質的に不分岐なCD(K,N)空間でLévy–Gromov

型等周不等式が成り立つことを示した．これはRCD(K,N)空間や距離が対称なフィンス
ラー多様体を含む．

(II) 幾分専門的な問題として，RCD空間の距離と測度の関係がある．リーマン多様体
(M, g)には標準的な測度volgが存在し，任意の測度mをvolgに重みをつけた形m = e−V volg
で表して議論を進めた．RCD空間では始めから距離空間 (X, d)と測度mの組を考えるた
め，その間の関係はより不明確である．特に，(X, d)を固定して，RCD(K,N)のNを（局
所的に）最小にする測度mには意味がありそうである（リーマン多様体では volgの定数倍

105



になる）．これは，リーマン多様体の極限空間での，Hausdorff測度と極限測度の間の関係
とも関わる問題である．1つの試みとして，RCD空間の「参照測度」の研究 [27]がある．

(III) 近年急激に研究が進んだRCD空間と比べて，CD空間についてはわかっていない
ことが多い．RCD空間ではない CD空間の典型的な例であるフィンスラー多様体では，
ある種のBochner不等式 [112]や分解定理 [109]が得られている．これらをCD空間に適
切に定式化して一般化できるかは未知数のところが多い．
また，凸関数の収縮性についてはノルム空間でも研究が進んでいない．EVIに対応する
通常の収縮性が成り立たないことはわかっており（[111]），それより弱い定量的な評価が
成り立つかが重要な問題となっている．

(IV) 最後に大きな問題として，「リッチ曲率を下から押さえたリーマン多様体の列の極
限ではない RCD空間が存在するか？」というものがある．同様の問いは Alexandrov空
間でも未解決である（n次元リーマン多様体では近似できない n次元Alexandrov空間が
豊富に存在することは知られているが，高い次元のリーマン多様体を用いた近似（崩壊）
を許した場合はわかっていない）．また，リーマン多様体の極限では，良い性質が成り立
たない（ある意味で）面白い例が色々と構成されているが，RCD空間に一般化したこと
で更に特異な例が構成できるという結果を筆者は知らない．この辺りは，解析的な評価が
次々と拡張されていくなかで，幾何学者に残された課題と言えるかもしれない．
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