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第 1回 10月 9日

1 葉層の特性類を巡る三つの謎
1.1 不連続不変量と実コホモロジー類の謎–葉層の多様性は連続変化を超えられるか？–

新シリーズという事で装いを新たにしたいのですが，実際聞いている方は装いは変わったが中身はどうかと
思われる方もおられるかもしれませんが，その辺はどうかご容赦ください．いま三松先生からも紹介がありま
したが，新シリーズのタイトル，三回のタイトル，それぞれ長いので，すみません，いきなり始めさせて頂き
ます．今日は不連続不変量と実コホモロジー類の謎　―葉層の多様性は連続変化を超えられるか？です．
私は大体 1時間半の話だと，6ページを用意しています．若い頃、1,2年生の線型代数を教えていた時はそ
れで丁度よかったのですが，退職の頃は 6ページではなくて 4ページくらい，3分の 2くらいのスピードにな
りました．だから内容も，それはこちらの問題だけではなくて，高校までの教育の問題も多少あると思いま
す．それはともかく 6ページどんどんやってしまうよりは，途中で変だなと思ったり，あるいは疑問があった
ら，遠慮なく途中で聞いて下さい．

(1) Characteristic classes of foliations

葉層の特性類という事で，F と書いたら今日は少なくとも foliationです. これには breakthroughというも
のがあります．それは Thurston (1946-2012) です．最近 2 つの大学で講義をさせてもらっていますが，通常
Gaußから始めて, Gauß, Riemann, Poincaré. それぞれ括弧の中に年代を書いています．Thurstonも残念ながら
括弧の中に年代を書く事になってしまいました．残念な事に去年 2012年の８月に亡くなりました．年を引く
と 66ですが，誕生日は 10月でしたから 65歳と 10ヶ月．breakthroughが実際に起こったのは 1971年，出版
は Bulletin of AMS,有名な論文です．

Theorem 1.1 (Thurston). 3次元球面 S 3 上に ⟨GV(Ft), [S 3]⟩ = t が continuous variationをもつ codimension 1

foliationの 1パラメータ族 Ft(t ∈ R)が存在する．

定義はさすがに後でちゃんとやります．Godbillon-Vey class GV(Ft)，3次元 cohomologyに定義されます．
今は 3次元球面ですから，これを fundamental cycle [S 3]で evaluateすると実数になりますが，これが連続変
化する．特性類というのは通常というか，それ以前の古典的な特性類は，Stiefel-Whitney classは Z/2-係数で
すが，Chern class, Pontrjagin class, Euler class,みんな integralなんですね．inregral cohomologyというのは，
実 cohomologyの謎と書きましたが，非常に特別な cohomologyです．それでも Chern class, Pontrjagin class,

Euler classというのは，integralの範囲ですがもちろんいろいろな cohomology classを取りますから，algebraic

varietyとか複素多様体の topology，微分可能多様体の分類でも，本質的な役割を果たしました．topologyの立
場から言うと 1956年の Milnorの仕事ですね，exotic sphere．Θ7, これが order 28の有限巡回群というのは，
これは Kervaire-Milnorの仕事ですが，S 7 に通常とは違う微分構造を発見した 1956 年の Milnorの仕事，こ
れが breakthroughです. これに匹敵する breakthroughが 15年後，Thurstonの仕事です．その後の展開でいう
と Thurston自身も認めていますが，非常に対照的な経過を辿りました．Milnorの仕事は differential topology

の誕生を告げたわけです．もちろん，その前に Thomの仕事があったわけですが，Thom, Milnor, Hirzebrugh,

Atiyah,...と 20年くらいの間に大発展を遂げたわけです．
Thurstonのこの仕事がMilnorと比べて対照的というのは，これで breakthroughが起こって実 cohomologyと
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いうものが出て来たわけですが,その後の詳しい事はこの 9月に東大数理で開催された foliationの symposium

で, Haefliger先生が reminiscenceで話されました．その頃の事，1971年から 2,3年の事ですかね，それは今
回，坪井先生に Haefliger 先生が送ってきた資料，手紙とか Haefliger 自身の評価とか, 普通は出せないもの，
時間が大分経っているので問題はないですが，それを見るとわかります．Thurstonが関わったのは 1976年頃
までですね．このあとに曲面の微分同相に関する Nielsen-Thurson理論,その後 1978年頃から集大成の仕事と
いうか，3次元の Thurston programの仕事があって, Perelmannとか Agol，こういう人たちの仕事で 2012年
に完結してしまった，多少残っているもの，foliationや数論の関係で残っている問題はありますが，事実上完
成しました．特に最初の仕事に関しては，Thurstonは長年の懸案だった問題を 4,5年の間に解いてしまいまし
た．ある意味で解いてしまった．もちろんこれらの foliationの理論は定量的な理論で，一方で定性的な理論も
あって，定性的な研究はずっと連綿と続いていますし，これからもずっと続くと思います．特性類に関して言
えばある意味で exodusという言葉があるくらいです．その頃若い人にとっては，私も若かったのですが，は
じめ凄い衝撃的だったわけで，では自分たちは何をしたらよいのだろうとなってしまって，これは Thurston

自身の回想にも書いてありますし，他の人も書いていますが，当時 73,4年頃に foliationに参入しようとした
若い人たちにその頃指導教官たちはちょっとやめた方がいいよ,という事があったわけです．それを exodusと
いう言葉で形容しました．
それはともかく，しかしそれはちょっと本質を少し外れている面もあって定量的な理論は終わったのかとい
うとそうではない．それを 3つの謎という言葉を使って定量的な理論でもわからない事も沢山あるという事を
お話したいと思います．ただちょっと注意するのは，これは 100 年経っても全く解かれない可能性もあるの
で，若い人たちにこれだけをやるというのは絶対に勧めません．それはやめた方がよいと思います．ただこう
いう問題もあるという事は知っておいて頂きたい．こういう問題を若い世代に引き継ぐというと，ちょっと大
上段にすぎますが，軽い気持ちでそういう問題がある，それを若い人に伝えたい，それが私のmotivationです．

1971 年に breakthrough があったのですが，その前段として基礎となる仕事が 3 つありまして，Haefliger

と Bottと Gel’fand-Fuksですね．この 3つの大きな仕事があって,まず 1968-9年 Haefligerが Γn-structure,後
で定義しますが，別名 Haefliger structureと言います，その理論を展開しました．1970年の Springer Lecture

notesにあるのが基本的な文献です．
Bottは Bott vanishing, Bottの消滅定理というものを証明して 1970年の ICMで発表しました．
Gel’fand-Fuksは Gel’fand-Fuks cohomologyという理論があって，微分可能多様体 Mがあったら，その上の

C∞-vector場全体，これは無限次元 Lie代数ですが，この Lie代数の C∞-topologyに関する連続 cohomology

H∗c (X(M))を考えて，考える事は誰でもできますがこれを実際に計算してみせました．これがみんなビックリ
した結果でした．

Godbillon-Veyも 1971年に Godbillon-Vey classを定義しました．そのすぐ後，2,3ヶ月のうちに，Gel’fand-

Fuks理論との深い関連が見つかって，これからちょっと経って Chern-Simons理論が出てきますが,それとの
関連も見つかって，foliationの特性類の理論が爆発的に発展しました．Thurstonがさっき一人でやったような
言い方をしましたが，Heitschとか Hurderも重要な仕事をしました. これが breakthroughとその前の 3つの基
本的な仕事です．

(2) ここで定義をします．この 3 つの問題は 2 つは少なくとも codimension 1 でありますし，3 つ目は
codimension 2ですが，複素では codimension 1になるので定義は codimension 1でやります．
微分可能多様体 M とその次元の 1つ下がった部分多様体，n − 1次元の leaf．いま transverse方向が 1次元
あります．foliationの定義は，多様体の定義と同じようにまず coordinate covering {(Uα, φα)}を取ります．多
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様体の構造を定義する
φα : Uα → φα(Uα) = Vα ⊂ Rn = Rn−1 × R

があって，それが leaf方向と transverse方向，いま n− 1次元と 1次元にしたので，Rn = Rn−1 ×Rという積構
造から，こに n − 1次元 leafがある,まっすぐな leafがあります．

a. M 内の Uα ∩ Uβ と leafの絵

そうすると次に transition function

φαφ
−1
β : φβ(Uα ∩ Uβ)→ φα(Uα ∩ Uβ)

というものがあります．多様体ですから Rn の local diffeomorpshimがあって，ここまでは通常の多様体の定
義です．この transition functionというものが今どういう形をするかというと，

φαφ
−1
β : φβ(Uα ∩ Uβ) ∋ (x, y) 7→ ( f (1)

αβ (x, y), f (2)
αβ (y)) ∈ φα(Uα ∩ Uβ),

b. Rn 内の Vα と Vβ と R内の変換の絵

ここで f (1)
αβ (x, y)は後ろの yにも依りますが， f (2)

αβ (y)は yのみに依る．foliationの定義が本質的にここにある
わけです．これが codimension 1の foliatonの定義です．
次にこれが Γ1-structureまでいくと，leaf方向は全部つぶしてしまいます．そうすると, Vα が Rの部分集合

Wα になります．そうするとですね，結局これを

gαβ : Uα ∩ Uβ → Γ∞1

としますと，Γ1-structure, Haefliger-structureというものですけれども，何も書かなければ C∞. これはもちろ
ん Cr,すべての r に対して考える事ができますが，この話では C∞ 級と Cω 級のどちらかで何も書かなければ
C∞ 級です. ここで Γ1 というのは, いまは Rの local diffeomorphisms全体，codimension q のときは Rq 上の
local diffeoの全体,これがまず pseudo groupになります．
この pseudo-group の各点における germ, それを全部もってきたものが groupoid になり, topology は sheaf

topologyを入れて topological groupoidとして考え，

gαβ : Uα ∩ Uβ → Γ∞1

いまこういう連続写像が得られます．そして gαβが 1-cocyleになって値が Γ1になる．これは Haefligerのいわ
ば singularな foliationの定義で Haefliger structureと呼ばれるようになりました．これが homotopy論とマッ
チしました．一般に分類空間というものがあります．vector bundleの分類空間と同じようにHaefliger-structire

にも分類空間が定義出来ます．
cocycle conditionは非常に大事なので書いておきます．任意の点 p ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ に対して，

gαβ(p)gβγ(p)gγα(p) = ”id”の germ

左辺全て各点における germなので，idにも”を付けています．idの germです．これが cocycle condition.

そうすると分類空間 BΓ1 というものがあって，各点で微分をする．各点で Rの local diffeoがあるから，各
点でその微係数というものがあります．それはゼロでない実数なわけです．一般の codimensionの事を考える
と Rq ですが，こういう微分が存在しまして

d : BΓ1 → BGL(1,R) = K(Z/2, 1)
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BGL(1,R)，これは結局 Eilenberg-MacLane 空間，1 次元実 vector bundle の分類空間ですから，第 1Stiefel-

Whitney class w1 ∈ H1(BGL(1,R);Z/2)で完全に分類される．そしてこれは基本群との関係でいうと基本群か
ら Z/2への準同型写像全体になります．こう書いてしまうと身も蓋もない感じになりますが，vector束の場合
にはいろいろと理論があって，特に 1次元の場合には完全にわかってしまいます．
そして topologyは非常に柔軟というか，特に homotopy論は柔軟な数学なので，連続写像があると homotopy

的にはなんでも fiber bundleに出来てしまうわけです．この bundleの fiberが

BΓ̄1 → BΓ1 → BGL(1,R).

但しこの場合は，fiberというよりは，groupoid,向きを保つ local diffeoだけを考えた groupoidの分類空間で
すから，特に homotopy fiberという必要がなくて BΓ̄1 と通常書くわけです．transverseに oriented, 向き付け
られた foliationです．
次回と，今日はこれが主役なのですが，定義をした関係であと 2つ，3つ，重要なものを挙げておきます．

BΓ̄1, BΓ̄ω1 , BΓ
symp
2 , BΓsymp

2n .

これ BΓ̄ω1，Rの向きを保つ実解析的な局所微分同相の germのなす topological groupoid,その次に plane上で
symplectic formというか，通常の面積を保つ local diffeoの germのなす BΓsymp

2 ,これは codimension 2であっ
て，symplectic formを保つものです．
これらについて第 3回，12月のテーマですけれども，一般には R2n 上の symplectic formを保つ BΓsymp

2n ,こ
の 4つが主役になります．この 4つに関して何が分かっていて何が分かっていないかを挙げます．何十年かか
るかわかりませんが，次の breakthroughが起きると 3つとも解かれるかもしれません．

Godbillon-Veyを定義しておきましょう．F を codimension 1-foliation on M とします. これが transversely

orientedという事を仮定します．これはどういう条件で書けるかというと globalな 1-form ωが存在して

{ω = 0}

という条件で tangent bundle の subbundle がまず定まります．codimension 1 ですから 1-form 1 つで書けま
す．そしてこれが integrability conditionを満たす，codimension qだと，localには q個の 1-form ω1, · · · , ωq

があって，それらの外微分が idealとして閉じている，それが integrability conditionです．今の場合簡単で

dω ∧ ω = 0.

そうすると Godbillon-Veyというのは言われてみると簡単なもので，いま 1-formですから ∧ωしてゼロから，

dω = η ∧ ω

となる 1-form ηが存在します．これは微分形式の定義だけから出てきます．η∧dηとおくと実はこれは closed

d(η ∧ dη) = 0

になる事がわかります．これは大学 3 年くらいで de Rham cohomology を勉強すると非常によい演習問題で
す．従って 3次元 de Rham cohomology class,実 cohomology類が定義できるわけです．

[η ∧ dη] ∈ H3
DR(M;R)

1-form η はいろいろ choice がありますが，[η ∧ dη] は well-defined になってこれを Godbillon-Vey 類といい
ます．今は Godbillon-Vey類と呼ばれていますが，これは Gel’fand-Fuks, Bott, Haefliger, Thurston, Godbillon-

Vey だけが発見したかどうかやや微妙な所はあります. もちろん Godbillon-Vey は発見したのですが，Bott,
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Gelfandたちもある意味分かっていた可能性はあると思います．それはともかくこれが定義です．特性類を定
義したら次の問題はゼロでない例があるかですが，Roussarieという人が直ちに証明しました．これは 12月の
symplecticとの関係でいうと，BΓsymp

2 ではこれに対応する Lie群がありません．BΓ1 では PSL(2,R)，ある意
味で非可換な Lie群で一番大事な，2次元双曲空間の isometry全体のなす群，あるいは複素解析的な同型写像
の全体のなす群，あらゆる数学で一番大事な，SO(2)はもっと基本にありますが，非可換なところで一番大事
な Lie群があって 3次元 Lie群であってそれの上の左不変微分形式，Lie代数を考えると丁度これを実現する
ものがあって，それを使って Roussarieは Godbillon-Vey類が恒等的にはゼロでないという事を証明しました．
もちろん PSL(2,R)は canonicalではないが上半平面の unit circle bundleと微分同相でそれを Fuchs群で割る
と compact多様体が得られて，Heitschがさらに一般の多様体で定義しました．その前に Thurstonの仕事があ
りますが，Heitschが一般化しました．そういうものがあります．Thurstonは unit circle bundle T1Σg → Σg,種
数 gの closed oriented surfaceに hyperbolic metricを入れる Riemann面と言ってよいですが，これは surface

上の S 1-bundle,ここには有名な Anosov foliationというものが存在します．Roussarieがこれがあるというの
を使って volume formになるので実際 Godbillon-Veyがゼロでない事を証明しました．
そして Thurstonはどうしたかというとうまく切り貼りして下の surfaceにうまく S 1 を考えて，その S 1 の
所では S 1-bundle ですから，torus になります．torus 上の linear foliation, これを見つけてそうすると genus

2 ぐらいでこれを見つけて，言われてみればそうですねというしかないですが，Thurston の天才というか，
linear foliationですからここで貼付ける事ができるわけですね，同じ角度にすれば貼付ける事ができるわけで
す．体積というとちょっと語弊がありますが，うまく張り合わせると cycleというか 3次元多様体が出来て，
Anosov foliationというのは rigidなものですから,　切ったり貼ったりは出来ないと思われていましたが，微
分 topologyの伝統的なやり方と rigidな geometryがうまくあってできました．さっきは 3次元球面でしたが，
種数 2の曲面上でやると実解析的に実現できます．実解析的に Godbillon-Vey classを連続的に動かす事が出
来る事を証明しました．
そこで Thurstonの定理を改めて書きます．まず Godbillon-Vey classは GV ∈ H3(BΓ̄1;R)を定義するという
事になります．H3(BΓ̄1;Z), 3次元の integral homology,これを Godbillon-Veyで evaluateすることで次のよう
な全射が得られる．

Theorem 1.2 (Thurston).

1. ⟨GV , · ⟩ : H3(BΓ̄1;Z)↠ R

2. ⟨GV , · ⟩ : H3(BΓ̄ω1 ;Z)↠ R

2番目の BΓ̄ω1 は実解析的な Γ1-structureで，これを Godbillon-Vey classで Kronecker積を取ったものです．
最初のものはさっき上げた Bulletin AMSの論文に書いてあります．2番目はその論文には 1行か 2行か書い
てあるだけで詳しい事は何も書いてありません．その後彼は忙しくて結局出版はしませんでした．我々には理
解できないというかうらやましい所もあります．何れにしてもこれを証明しました．ここ BΓ∞1 でも非常に難
しいですが，実解析的にはさらに難しい．例えばもしも仮に BΓ∞1 に関する問題は 10年後には解決したとして
も，BΓω1 の方はその倍はかかると思います，ただ実解析的は一方では天与のものというか，もしかするとこち
らの方が自然かもしれない．何か見つけたときに実解析的を逆手に取ってできるかもしれません．ここら辺は
若い人たちにそういう可能性がありますよと伝える事には意味があるかもしれない．この段階では全く同じで
すが次元が上がっていくとわからなくなります．

(3) Mather-Thurson
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Mather-Thurston理論，1971,2,3年くらいの大結果です．
まずはMatherの結果からやります．DiffδKR,いきなりこういう群がでてきます. Rの compact supportの微
分同相であって，そこに discrete topologyを入れて考える．
何も書かなければ C∞. DiffδKR, 本質的には C∞ でこれは大定理ですが実解析的には何も言っていない．

BDiffδKR × R というものを考えます．DiffδKR は discrete topology ですから flat bundle の構造群であって，R
の微分同相ですから先ほどの Γ-structure で一番最後に言った R の leaf が別の leaf に行く，従って BDiffδKR,

これは codimension 1 foliationのある universalな空間です．分類空間があって ×Rですから, B上の trivialな
R-bundle です．その張り合わせ写像が R の微分同相でしかも discrete topology ですから，これは張り合わ
さって水平方向のものが leafになって foliationが出来る．

c. B × Rと leafの絵
しかも compact support ですから遠くでは平な foliation, 内部で holonomy がある．しかも fiber には

transverse. そうすると全体の構造の中に codimension 1 foliationがありますからその Γ-構造を考えると，分類
写像，classifying map

BDiffδKR × R→ BΓ̄1

ができます．これは Mather が考えました．ここで homotopy 論が出てくる余地があって少し前後しますが
Milnorの画期的な仕事の前に Thomが何をしたかというと，cobordismという概念を定義して，ほとんど独力
で完成というとちょっと言い過ぎでしょうか．そのテクニックは何かというと，2つの多様体が cobordantで
あるとは，次元の 1つ高い共通の多様体の境界になる，cobordantという relationを入れる．

Thom の偉いのは relation というのがうまく作用して Ωn, n 次元多様体の cobordism class 全体の abel 群，
cobordism 群，この定義は誰でも出来るかもしれません．これを計算するために differential topology, vector

bundleの理論を使って，そして分類写像を使って，Γ-structureの場合は loop spaceが出てきますが，cobordism

の場合は Thom spaceというものが出て来て，その Thom spaceの homotopy論に帰着しました．幸いな事に
homotopy 論が十分発達していたので，modulo torsion で Ωn を完全に決定しました．torsion は Milnor とか
Wallが完成しました．それが Thomの大結果です．それに少し関係しています．違いは今度は群がばかでか
い．Thom の場合は Thom space というものを考えて，stable normal bundle を考えて遠くの方は一点につぶ
す，トポロジストの一つの得意技ですね．代数幾何の人からするとそんな乱暴なというかもしれません．今は
そんな事はないですね．代数幾何，A1-homotopyとかありますからかなり認知されてきました．それはうまく
いったわけです．
今度の場合はどうなるかというと，ここに写像はあるわけですが，x ∈ Bをとるとその上の fiberは Rなわけ
で，無限遠では constant, base pointにいくわけです．という事は各点 xから fiber Rの行った先は base point

から出発する loopになります．従って adjoint mapといいますが，

BDiffδKR→ ΩBΓ̄1

が定義されます．loop space, topologyで十分発達した，いまでは operadの理論とか，十分に発達した理論が
あります．次が Mather の定理，驚くべき定理です．それは，これが誘導する写像，係数は何でもよいです．
これが homology isomorphismである.

Theorem 1.3 (Mather).
H∗(BDiffδKR;Z) � H∗(ΩBΓ̄1;Z)
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Matherが証明しました．BDiffδKR は基本群が DiffδKRになる Eilenberg-MacLane spaceで, ばかでかい空間
です．一方で BΓ̄1,こちらは単連結．これも Haefligerの理論，一般の qでは q-連結,今の場合は q = 1で単連
結．これも十分発達していた Gromovや Phillips の理論．その後 h-principle というものになって今でも発展
中です．これは foliationというか多様体で証明できる．
くどいようですが実解析的な場合は，そもそも BΓ̄ω1 が Eilenberg-Maclane spaceになってしまって，それの

loop spaceと言っても連結ではなくなってどうにもならない．それをどう回避するかというのが実解析的な世
界にどう切り込むかという問題になるわけです．
これの証明は天才としかいいようがない大定理です．これの corollaryとして，BΓ1 が単連結で ΩBΓ̄1 は連
結になって，H1(ΩBΓ̄1;Z), これが同型である事の H1(BDiffδKR;Z) で，これは DiffδKR の able 化なわけです．
今は codimension 1でやっていますが，Matherは codimensin qでやっています．そしてこれが自明，つまり

DiffδKR

が群として perfectである事を証明しました．先ほどの Thomの仕事のアナロジーでいうと homotopy論に帰
着させて ΩBΓ̄1 に関する topology の問題，π2(BΓ̄1), BΓ̄1 が 1-連結である事が Haefliger の結果でわかってい
て，では π2(BΓ̄1)はどうなるか，π2(BΓ̄1)は loopをとっているから H1,どんどん問題はやさしくなったとはい
いませんが，homotopy群がゼロというのは非常に難しい，幾何学的な群があって abel化，commutatorを計算
するのは理論がありますから，topologyの脈々としたこの歴史がありますから．homotopy論，群の homology

に問題を帰着させて発達している所で解く．これの corollaryとして π2(BΓ̄1)がゼロを証明しました．今の場
合群の homologyに帰着して証明しました．そうすると 2-連結ですから，次は Thurstonが全射

π3(BΓ̄1)↠ R

が存在することを証明しました．実際これは同型かというのは問題になりますが非常に難しい問題です．唯一
後で述べますが坪井さんの結果があります．その Kernelについて幾何学的に定式化したものです．実際同型
かどうか，次の Thurstonが出ないといけないかもしれない．それはちょっと置くとして，Godbillon-Veyとい
うのは 3次元の実 cohomologyですから，

GV : BΓ̄1 ↠ K(R, 3)

一番楽観的な予想はこれが homotopy同値か?です．これが一番楽観的な予想でこれが証明できたら大結果で
す．π3 の Kernel があるかは難しいわけですからどうにもならない．これが如何に難しいか．これの Kernel

を考えるならいろいろな観点から attackするのがよいかとおもって，これが 4番目に出てくる discontinuous

invariantを考えました．
(4)これが homotopy同値だとすると homology同値なわけですから

H∗(BΓ̄1;Z)↠ H∗(K(R, 3);Z)

これが全射だろう．homotopy同値だとすると関係する，実際これが同型になる事が homotopy同値と必要十
分になります．それは Whitehead の定理で，homology 同値ならば homotopy 同値です．そうすると 3 のと
きに R より大きい事がわかったわけですが，4,5 ではどうか，全てを忘れて Eilenberg-MacLane space, 3 次
元実 homology 類がどれくらいあるか，それが homology 論．それを考えるとこれがものすごくばかでかい
homologyを持つ事がすぐにわかります．それはこれが Rだからです．もしこれが Qだとすると，K(Q, 3)の
Q-homologyというのは 3次元球面の Q-homologyと同じですから，3次元だけあってあとはゼロ．Rという
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のは何かというと，これを Q上の vector空間だと思うと，vector spaceには常に basisが取れますから，これ
は連続体濃度の直和

R = ⊕λQλ

になります．仮に考えやすいように，Qと Zは rational homotpy typeは同じですから，Zが例えば k個あった
とすると，その homologyは何かというと，

H∗(Zk) � H∗(T k) � Λ∗Z(Z
k)

こういう風に純粋に代数的に記述できます．そうすると Rというのは Q上の vector spaceとしては連続体濃
度だけ Qがあるわけですから，K(R, 1)，いまは K(R, 3)ですが，これはいわば何かというと連続次元のトー
ラスというべきものです．つまり rankが連続次元だけあるような基本群がものすごくばかでかい．K(R, 3)に
なると次数はシフトしていきます．無限次元のトーラスだとすると homologyは掃いて捨てるほどあります．
実際これは簡単な homology論を勉強して，Kunnethの定理，積空間の homologyを考えると次のようになり
ます．

Proposition 1.4.

H∗(K(R, 3);Z) =


Z ∗ = 0
Λk
ZR ∗ = 3k

0 その他

H∗(K(R, 2);Z) =


Z ∗ = 0
S k
ZR ∗ = 2k

0 その他

Rの R上の外積はすぐにゼロになってしまいますが，これは Rを Z上の moduleと思うので rankは無限で
す．k 階の外積はいくらでも出てきます．これは前半は Kunnethの定理を使って，cohomologyは多少面倒で
すが，homologyは direct limitと交換可能なのでこのように書けます．あとはMatherの定理を使って，もの
凄く難しいものを多少簡単にするのに loop spaceを取ったのが後半です．今度は通常の cup積も消えなくなる
ので S k

ZRは Rを Z上の moduleだと思って symmetric productを取ったものです．こういう事がわかります．
そうすると直ちに出てくる問題として，higher Godbillon-Vey classと呼んで

GVk : H3k(BΓ̄1;Z)→ H3k(K(R, 3);Z) � Λk
ZR

が得られます．こういう所に準同型写像が得られます．それでこれはいま Zと書きましたが，実は uniquely

divisible という性質があるので Q 上としても同じです．こうなります．そうすると k = 1 のときには，
Thurstonの定理で GV1 は全射なわけです．これは Thurstonの定理です．問題は k = 2のとき．k = 2ならば
GV2 は全射か?という問題が出来ます．私はこれを不連続不変量と呼んで，1980年代はじめに問題として出し
ました．事実上あとで坪井さんの結果を書きますが，1998年，その 1つの結果があるだけでほとんど前進は
ない．こういう問題が出来ます．これが難しい事を端的に表すと，これがもし全射だとすると，GV3 はどうで
すか? もしそれが全射なら GV4 はどうかと続いていきます．GV2 ですら今の所非自明かどうかもわからない．
分かったとしても無限にしかも連続体濃度ですから，証明すべき事はありすぎて気が遠くなります．
あとで symplectic 多様体の関係でいいますが，もしある l において恒等的に GVl ≡ 0 であるならば，そ
の上は，任意の k ≥ l では GVk ≡ 0 になります．これがその不連続不変量，これがその cohomology が連続
体濃度ですから不変係数定理は気持ち悪いので書きませんでしたが，ある事はあるんです．この不連続不変
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量が何で detect されるかというとやっぱり通常の cup 積なんですね．通常の cup 積で detect される，まず
Godvillon-Vey class GV ∈ H3 があって，次は 6次元の cohomologyは，6次元の GV2 は何で detectされるか
というと，

GV ∪GVσ1 ,

GV を σ1 で twistする，但し σ1 : R → Rで Z上の automorphism. Rの Z上の automorphismはものすごく
沢山あります．例えば数論でいうと Rの Q上の Galois群，それですでに大きいです．codimension 2でやる
と Cというものが出て来て，こちらの方が数論的には，絶対 Galois群が出てきます．どちらにしても Z上の
automorphismですからものすごく沢山あります．6次元の場合はこういう形になります．一般の場合は

GV ∪GVσ1 ∪ · · · ∪GVσl−1 ,

l個の cup積，通常の，但し係数を twistしています．ここでもし l個の cup積が全部ゼロということは，いわ
んやその個数を超えた cup積は全部ゼロです．従って定義からすぐにわかる事です．ある所で全部ゼロだとそ
こでストップしますが，しかしゼロでない事を証明しようとすると，全部ゼロでない事を証明しないといけな
い．ずっと続いていきます．
この問題にアタックする一つのものを残りの時間でやります．さっきのMatherの定理に戻ります．Mather

の定理は BDiffδKRが ΩBΓ̄1 と homology同値であるとなります．これは Matherの大結果です．元の問題は，
BΓ̄1 は K(R, 3)と homotopy同値かという問題ですが，そうすると問題は一回 loopを取ってますから，次数が
シフトして，もともとは K(R, 3)かと言っていましたが，ΩBΓ̄1 は K(R, 2)と homotopy同値かという問題にな
ります．これを使うと，BΓ̄1 の homotopy typeを決める問題がほんの少しですが，多少易しくなります．その
事をどう易しくなるかを最後に説明します．その易しくしたもの事を使って，坪井さんは differentiability が
非常に低いのですが，そこで GV2 がほとんど全射である事を証明しました．但し C∞ カテゴリーではなくて
Lipschitzかつ derivativeが bounded variationという，low differentiabilityの世界です，それはもう彼の独壇場
です．それを使って，多少問題を易しくして，loop space をとって Mather の定理をさらにもう 1 回使って，
DiffδKRの群論的なある性質にもっていきました．
それを言う前に一つ proposition です．1 個シフトすると K(R, 2) の homology はさっき言ったように

symmetric algebraで沢山あります．それを Godbillon-Veyの，それを 1回，S 1-bundleの場合は，Godbillon-

Veyを fiberで 1回積分したようなもの，fiber積分なので，GV と書きます．GVk というこういう写像があり
ます．

Proposition 1.5.
GVk : H2k(BDiffδKR;Z)↠ S k

ZR.

多少易しくなるという事の一つの証ですが，これが全射である事はすぐにわかります．その問題はこれが同
型，つまり Kernelがないという事が，BΓ̄1 が K(R, 3)と homotopy同値か, cohomologyは Godbillon-Veyだけ
であるか? という事の必要十分条件です．多少こっちの方が homologyが沢山でてくるわけです．この命題の
証明は簡単で

H2(BDiffδKR;Z) � H2(ΩBΓ̄1;Z) � H3(BΓ̄1;Z)

Matherの定理と ΩBΓ̄1 が 2連結である事を使うとこうなります．そして Thurstonの結果で，全射

GV : H3(BΓ̄1;Z)↠ R
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がありますので，fiber積分
GV : H2(BDiffδKR;Z)↠ R

は全射となります．従ってこれは全射なわけです．なぜこれが良いかというと，次回のテーマ，C∞ 級と Cω

級，どちらが自然かという問題になります．C∞ 級というのは compact supportですから，ここを ωと書いて
しまうと何も出てきません．そこが本質的に違う所です．どこが自然か．多様体の講義をやって，多様体論で
技術的に一番大事なものの 1つは，1の分割です．1の分割，そういうものは Cω 級の多様体ではないわけで
す．どちらが自然かと言って，もし Cω 級が自然だとなるとほとんどの大学で多様体の講義は C∞ 級の多様体
から出発していますから，それは自然ではない，人為的なものという事になります．それは数学というより
は，哲学の問題というか，もっと言うと趣味の問題になります．ただ C∞ と Cω，どちらがきれいかというの
は永遠の問題です．代数幾何の人はもちろん解析的でしょうけど．さてそうすると，なぜこれが良いかという
と，H2(BDiffδKR;Z)ですけど compact suportで実現できるわけですから，Rの有界な開集合を持ってくると，
ここに supportを持つ diffeoで任意の実数が実現できる．

d. R上の開区間と曲面の絵
任意の s ∈ Rが compact supportの diffeoの 2次元 cycleで実現できる．disjointな cycleで任意の t ∈ Rが実
現できる．2次元ですから surfaceがあって cycleがある．今 support compactで disjointですから，holonomy

は交換可能なわけです．それぞれ surfaceの基本群から DiffδKRに準同型があります．それらで s, tが実現でき
たときに，いま

GVk : H2k(BDiffδKR;Z)↠ S k
ZR

の全射を証明しようとしていますが，H2k(BDiffδKR;Z)で仮に k = 2だとすると実数 sを, Rを Z上の module

と考えて非可換な多項式代数 S k
ZRの中で考えたときは，ŝと書くと，曲面の直積を考えると ŝt̂,これが実現で

きました．任意の実数 s, tが実現できる．これが実現できるので，従って

GVk : H2k(BDiffδKR;Z)↠ S k
ZR

が全射になります．k = 3, 4, · · · と増えていっても，おなじように disjointな supportを取って，種数は違うか
もしれないけれど 3個の曲面の直積から foliated bundleが出来て，任意の値を取る事が証明できます．
ただこれは実解析的な場合には完全に破綻する議論です．だから解析的な場合にはこれではなくて，S 1 の
実解析的な diffeoの群の universal coverを考えます．そこからこれが準同型はあるわけですが，全射かどうか
は全くわかりません．それは 11月にやります．
これは無限になるわけですが，ここでちょっとだけに参考になると思うので 1個だけやりますと，transversely

symplectic foliationを考えて,
(d, ω) : BΓsymp

2n → BSp(2n;R) × K(R, 2).

微分を取ると，symplectic form を保つ微分同相という事から Lie 群 Sp(2n;R) が出て来て，その分類空間，
BΓsymp

2n からその分類空間 BSp(2n;R) への写像が得られます．また M 上に Γsymp
2n -structure があると，M 上に

2-formが定まります．transverse symplectic form ωがある．よって H2(M;R) � [M,K(R, 2)]から BΓsymp
2n から

K(R, 2)への写像が得られます．これを組み合せた写像を考えます．

Theorem 1.6 (Haefliger). (d, ω)は 2n-connected.

これはさっきの基本的な仕事，Haefligerの 1970年 Amsterdamの lecture noteの中に既で証明しています．
この写像は 2n-連結．2nまでというのは foliationというより多様体ですから，具体的には symplectic structure
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を与えると，その tangent bundleが概複素構造を持ちますから，BSp(2n,R)は homotopy typeが BU(n)と同じ，
homotopy同値ですから, Chern classがあるわけです．だから任意の Chern classの systemと任意の 2次元の
実 cohomologyを与えたときに，そういう多様体があるというのが 2n-連結という意味です．Gromov-Phillips

の枠組みで出来ます．
今回 foliationの集会の講演のために Haefligerの 1970年の論文を繰り返し見直しました．ものすごくいろ
いろな事を書いてあります．ここにある事を知らないでこの事を言おうと思いましたが，やっぱり Haefliger

先生は偉いなと思いました．それはともかくプラスアルファでちょっとだけ言いますと，BSp(2n,R)，こちら
は Chern classですから, transversely symplectic formがどれくらい動けるかというので,

H2k(BΓsymp
2n ;Z)→ H2k(K(R, 2);Z) � S k

ZR

実は先ほど Godbillon-Veyであれは奇数でしたけれども，ある所で消えたらその上は全部消えると言いました．
これは偶数ですけれども全部消えない例．ある所で消えてその後で全部消える例がこの transverse symplectic

で，いま 2n次元でこれは n以下の任意の kで全射，nより大きい kでは恒等的にゼロという事がわかります．
それを見ると不連続不変量というのは，大体どんなものかわかると思います．今日来る電車の中で次を証明し
ようと思ったらうまくできなかったので，宿題にします．

π2n+1(BΓ̄symp
2n )↠ S n+1

Z R

全射があるはずなのですが，証明できなかったのです．あるはずだと思って，球面上に Γ-構造があるのです
が，それごとに不連続不変量があるはずです．それがどうもうまく分からなかった，もしかしたら自明かもし
れません．
それと関連して一つ質問しようと思ってました．三松先生のやっている 5 次元球面上の codimension 1

foliation (S 5,F ) で，いろいろな性質を持つものの研究をされています. より一般には (S 2k+1,F ), これは
Lawson, Durfee,田村先生，Reebもいます．
どちらにしても，これの証明は例えば，上で消えるというのはなぜかというと，transversely symplectic form,

2n次元多様体上の 2-form, n回 wedgeを取ると volume form, n + 1回 wedgeを取ると微分形式として消えて
しまいます．たとえ twistしたとしてもものがない限りゼロになります．だから上で消えてしまう，これはほ
とんど明らかです．そこまでが全射だというのは，symplectic多様体の定義をやれば，例えば k = 2のときに
S 2
ZRへ全射を作るのですが，4次元トーラスで symplectic formとしては，

ωab = adx1 ∧ dx2 + bdx3 ∧ dx4 (a, b ∈ R, ab , 0).

これはだから 3,4年生で線型代数と symplectic幾何の融合問題で大学院の試験とかになりますね．a, bは両方
ともゼロでない実数とすると，4 次元 torus で symplectic form が出来ます．2 乗すると volume form になり
ます．
これの不連続不変量を計算すると，

w2 : H4(BΓ symp
4 ;Z) ∋ [T 4, ωab] 7→ âb̂ ∈ S 2

ZR

ここに 4次元トーラスで [T 4, ωab]がどこに行くかというと，âb̂に行きます．a, bを動かせばいくらでも出来
ますね．途中で切れるのが transverse symplecticを考えると自然に出てくる．
最後に後 10分くらいやります．

Problem 1.7. BΓ̄1 は K(R, 3)と homotopy同値か?
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この問題は

Problem 1.8. ΩBΓ̄1 は K(R, 2)と homotopy同値か?

と同値です．これがMatherの定理を使って,

Problem 1.9. BDiffδKRは K(R, 2)と homology同値か?

という問題とも同値です．これが多少易しいということを最後に言います．
homotopy論を使って reduceします．問題は何かというと最初の BΓ̄1 で homotopy論的に, 2つの homotopy

群の元があったときに，Whitehead productというものがあって，

[ · , · ] : π3(BΓ̄1) ⊗ π3(BΓ̄1)→ π5(BΓ̄1)

ここで 5 = 3 + 3 − 1です．これがゼロか? これがもし K(R, 3)だとすると，どの元を取ってもWhitehead積は
ゼロ．つまり S 5 の Γ-構造を拡張する事ができるはずですが，Thurstonの作ったやつは Anosov foliationです
けれども,そのWhitehead積を取ると Γ-構造を書き下す事は出来るけれども，それが 6次元 diskに拡張する
かというとそれは今の所ほとんどどうにもならないと考えられます．
これをMatherの定理を使って homologyの問題にします．

H2(BDiffδKR;Z) ⊗ H2(BDiffδKR;Z)→ H4(BDiffδKR;Z)

次数が 1 つ下がってしかも homology の問題になります．この写像は何かという問題です．2 つ 2 次元の
cycleがあったときに，それがゼロかどうか．ここで homology operation, Samelsonという homotopyの大家
がいますが，次のように翻訳できる．これは Samelsonの古典的な結果を使って 1985年の論文に書きました．
Whitehead積は群の Rの幾何学を使うと，幾何学というほどのものではありませんが，∗-productになります．
まず

DiffδKR × DiffδKR→ DiffδKR

これは準同型で injectionになります．

e. R上の開区間２つの絵
左側と右側の supportを disjointに取ると交換可能で，injectします．この準同型を homologyに落とします
と ∗-product. p次元と q次元の homologyがあったら p + q次元の homologyになります．

x ∈ Hp, y ∈ Hq ⇒ x ∗ y ∈ Hp+q.

予想は何かというと，

Conjecture 1.10. ∗-productは graded commutative.

つまりひっくり返すと，±の差はあるが基本的には変わらない．propositionは次のようになります．

Proposition 1.11 (Morita). もし ∗-productが degree 2で commutativeならば GV2 は almost surjective,ほとん
ど全射．すなわち Cokernelは torsion.

ものすごくばかでかい able群ですから，ほとんど全射．これを証明しました．
そして最後に 1つだけ，坪井さんの 1998年の定理です，これが今の所唯一のこれを使ってくれた結果です．

C∞ で出来たらよかったのですが，Lipschitzで derivativeが bounded variationの場合です.
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Theorem 1.12 (Tsuboi). 予想は CLip, bdd variation derivative 級で正しい.

こういう category の R の local diffeo に対して，graded commutative を証明して，さらにこの category で
Godbillon-Vey classが定義できる事を証明しました．従ってこの categoryで GV2 はほとんど全射である事を
証明しました．
問題は何かというと，

Problem 1.13. C∞ 級ではどうか?

そしてもう 1つ remarkは，

Remark 1.14. Cω 級では Mather-Thurston理論がない．

Thurston はまだ取り上げていません．次回取り上げます．しかし Mather-Thurston がないので loop space

は考えられますが，ほとんど情報がつかめない．
最後に付け加えせて下さい．予想の根拠ですけれども R上の compact supportの diffeoは一方で

i : DiffδKR→ Diffδ+S 1

と S 1 の diffeoの subgroupと思えます．一つの予想は前の予想とほとんど同値な予想ですが，

Conjecture 1.15. i∗ は H∗ 上 injective.

もし topologyを discrete, δではなくて, C∞-topologyにしてしまうと，良く知られているように Diff+S 1 の
homotopy type は SO(2) で, Euler class だけがある．DiffKR は可縮ですから自明．自明な群ですが，それが
Euler classだけがあるところに入っている．discreteだと全くアナロジーでは行かないのです．それでもこれ
が正しいと思う理由ですけれど，remarkは次の事です．

Remark 1.16. もし Q上 injectiveならば ∗-productは graded commutative.

これは多分必要十分だと思います．graded commutative の必要十分が，homology が injective. torsion は
ちょっと難しいですが，Q上では必要十分．これが最後の remarkで，それはどうしてかというと S 1 という
のは理想郷なんですね．永遠に多様体の中で一番きれいなもの，最後はここに回帰したい．

f.埋め込まれたRと S 1の絵
Rを S 1 に入れたとすると，最初と次の factorがあって，supportが入っている．もし S 1 で −∞と∞がつな
がるとすると順番は関係なくなります．つまりひっくり返す写像，R上ではひっくり返せない．しかし S 1 上
では順序を変えるというものが互いに共役になります．S 1 上では共役になる．共役な subgroupの homology

はもちろん同型です．S 1 上で互いに共役．いまのところこれだけなのですが，別の言葉で言うと，逆にこれ
が成り立たない，π5 がゼロでないとか．もし graded commutative ではないとすると，直ちに出てくる事は
H4(BDiffδK ;Z) ∋ x ∗ y − y ∗ x,こういうものを考えると Godbillon-Vey, fiber積分したものは消える．非可換な
ように見えますが，cup積したものですから，もの凄く沢山あるようですがこの差はない．detect できない．
もし graded commutative でないならこれを計る何か characteristic class があるという事が必要十分．この群
の 4 次元 cohomology でこの差を計るものがある．この差は連続 cohomology では絶対にない．だからこの
Godbillon-Veyの値が例えば

√
2と πで，数論的には性質の違うものが沢山ある．この差を detectするような

特性類でなければならない．しかし幾何学では今までそういうものはない．ないからないというのはよくない
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ですが，どちらにしてもないならない事を証明する．あるなら一個でも見つけたら凄い結果です．私は graded

commutativeだと，つまりこれを計るものはないと思っています．次回は別の方向からやります．
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第 2回 11月 13日

それでは始めさせて頂きます．新シリーズはトポロジーの課題探訪というタイトルを付けさせて頂きまし
た．今日はその 2回目です．

1.2 C∞ 葉層と実解析的葉層 –人為 vs天与–

実解析的というのは Cω 級. 葉層というのは漢字で書くのに時間が掛かるので段々省略して foliation,あるい
は単に folと書くかもしれません．副題の,人為 vs天与は，C∞ 葉層は人為的なものか，実解析的葉層は天与
のものか，という事です．topologyは大体は R上で，普通 C∞-多様体を考える事が多いです．葉層を考える
前に多様体がありますね．多様体は葉層の一番基本的な例です．少なくともトポロジストは C∞ で考えます．
例えば代数幾何学，C上の代数幾何学とかやりますと，解析的です．それはどちらが人為的か，天与か．これ
は数学というよりは哲学というか，超数学というか．でも実際の数学にとってもどちらが自然な対象か，問題
を選んだときに考える事があります．

(1). 葉層の前に多様体からいきます．もちろん多様体は Riemannにまでさかのぼるわけです．ずっと遡れ
ば古代ギリシャですが，現代流の多様体の提唱をしたのは Riemannの 1854年 Göttingen大学への就職講演だ
と言われています．その Riemannの前には Gauß, Riemannの後には, Poincaréと続きます. そして現代的な多
様体の定義は，Whitneyの有名な 1936年 Annals of Mathematicsの論文です．そこで C∞-多様体の定義が与
えられて現在でもほとんどそのまま使われていると言っても過言ではありません．
もちろん Cr-多様体という形で定義されて，数学科では一般に Cr で定義して，r = 0, 1, 2, · · · ,∞, ωとしま
す. これ以外の種々の微分可能性を考えることも，とくに foliationではありますが，ここでは深入りしません．

Whitney は 1936 年の論文で多様体を定義しただけではなくて，有名な Whitney のいわゆる embedding

theoremを証明しました．

Theorem 1.17 (Whitney). 任意の n次元 C∞-多様体 M は，充分大きな N に対して RN に C∞ に埋め込まれる．
但し N = 2n + 1で取れる．

その後に question, Whitneyの questionですが，この embedding theoremは Cω ではどうか ? というものを
この論文で提出しています．
これは解決されました．1958年にまず Morreyという人が Yesである事を証明しました．但し条件は多様
体 M は compactです. 1958年の論文．この講義では年代は論文が出版された年か，または実際仕事をした年
です．両方とも使います．これは論文の出た年です．次に同じ年，これは非常に有名な仕事ですが，1958年
Grauert, これも Yes で M は任意．compact でなくてもよい．paracompact は仮定します．これは基本的な仕
事だと言われています．Grauertの仕事からは，実際にはもっと強く，任意の多様体 M に対して，実解析的な
微分同相群から C∞ の微分同相群へ写像 DiffωM ↪→ Diff∞M がありますが，これはWhitney topologyで weak

homotopy同値，homotopy論的には差がないという事が従うようです．これは非常に深い結果です．
ここら辺りは 2005 年夏の高知大でのトポロジーシンポジウムで，Diff M-bundle，Diff M に絡んだそのと
きまでの結果について講演しました．そのとき,解析的と C∞ の差，坪井さんがその当時も今も日本では第一
人者ですが，坪井さんに教えてもらいました．いずれにしても普通の topology,自然な topologyに関しては同
じなわけです．diffeotopy group というものがあります．微分同相全体を単位元の連結成分で割った discrete
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groupを diffeotopy groupと言います．特に M の解析的な diffeotopy groupは C∞ の diffeotopy groupと同型

DωM � D∞M

になります．M が surfaceのときはこれは通常 mapping class groupと呼ばれます. homotopyと diffeotopyは
次元が上がってくると全然違います．一般には diffeotopy groupと呼ばれます．微分同相全体を単位元の連結
成分で割った商，これが同型になります．
次には単位元の連結成分がどうなるか,これが問題になります．

Diffω0 M ↪→ Diff∞0 M.

これは weak homotopy同値で連結になります．そうすると次の問題はこれの代数的な構造です．まずは 1974

年の Thurstonの定理です．foliationについて次々仕事していた丁度真ん中の時期です．Thurstonがこれに関
して foliation絡みで次を証明しました．

Theorem 1.18 (Thurston). closed多様体 M に対して Diff∞0 M は perfectで，さらに simple.

perfect から simple が従う事は Epstein の結果です. これは C∞ という事を本質的に使っています．任意の
closed C∞-多様体 M に対して perfect. Cω 級では perfectから simpleの部分がうまくいきません．部分群を作
るときに support が例えば小さな座標近傍に入るように作っていきます．それが Cω 級ではできないですね．
support が小さな座標近傍に入る解析的な元は identity しかないですから．証明の本質的な部分は perfect で
す．これを Thurstonが任意の closed M に対して証明しました．これは non-compactでも，例えば Rとかな
ら OKですね．Thurstonより少し前, Matherが証明しました．Mather-Thurstonの理論です．
それでは Cω ではどうか?という問題になります．これは坪井さんの仕事までは唯 1つだけあったと言って
よいと思います．torusについて Diffω0 T n, これが perfectかつこの場合は C∞ のテクニックは通用しないのだ
けれども，かつ simpleという事を証明しました．1971年の Hermanの大定理ですね．

Theorem 1.19 (Herman). Diffω0 T n は perfectでさらに simple.

この前には Arnold の small denominator の理論があってこれが密接に関係しています．これも坪井さんに
教えてもらった事です．
これ以後ほとんど何の動きもなかったわけですが，2000年頃以降に坪井さんが一連の素晴らしい仕事をし
ました．そしてある大きなクラスに属する M について Diffω0 M が perfectである事を証明しました. 任意の多
様体で予想されていますが，まだ一般にはなっていません．

Theorem 1.20 (Tsuboi). M が nice S 1-actionをもつとき Diffω0 M は perfect.

一般の M ではなくて iterated S 1-bundle, ここでは nice S 1-action をもつときと省略して書かせてもらいま
す．詳しくは坪井さんの論文を見て下さい．これを証明しました．但し simpleまではいかない．simpleとい
うのは openなんです．simpleまで分かっているのは torusのときだけ．多分 Hermanと坪井さんのこの 2つ
の仕事が，今の所全てと言ってよいのではないかと思います．
それで例えばどういうものがわからないかというと，曲面，種数 2 の closed surface の場合，Diffω0 Σ2 は

perfect か? これはすでに分からない．というか，これがわからない多様体の中で一番簡単な多様体です．
genus 2 の closed surface の実解析的な微分同相写像で identity に isotopic なもの全体のなす群は perfect か，
commutator で書けるか．genus 2 で出来ればおそらく 3 以上で出来ると思います．なかなかどうにもならな
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いですね．S 1-actionもないし，坪井さんのテクニックはうまくいかない．1つのものに対する，これが 1番
目の話です．

(2). 2番目で
Diffω,δM ↪→ Diff∞,δM

があって，ここで C∞-topologyでは weak homotopy同値，homotopy論的には同じです．foliationではよくや
る discrete topology,何も書かなければ C∞-topology. discrete topologyを入れるときは上に δと書きます．そ
うすると抽象的な群になるわけですが，algebraic propertyに差があるか，という事が問題になります．最初に
ここにゼロを書いて

Diffω,δ0 M ↪→ Diff∞,δ0 M

としてもこれの algebraicな性質に差があるか．Diffω,δ0 M がもし perfectでないと証明されたら, abel化が違い
が出てくるかもしれない．しかし多分出てこないことが予想されます．さらには Z上や Q上で homology群
に差が出てくるか．

foliationの方でいうと Haefligerの Γωn，これは groupoid of germs of local Cω-diffeomorphisms of Rn,これは
前回出しました．同じように Γ∞n は，groupoid of germs of local C∞-diffeomorphisms of Rn で,この 2つの差が
どうなるか．特に

BΓ̄ωn → BΓ̄∞n

という写像がありますが，これが H∗ 上どうか？ Γの上の ¯は normal bundleが自明化されているという事で
すが，定義は前回やったので今日は省略します．Cω と C∞ で foliationの特性類に差が出るかどうか，これが
大きな問題です．問題は言う事は簡単ですが，今の所どうにもならないし，若い人に勧める事はできません．
今日取り上げる n = 1の場合で，近い将来，10年くらいの間は，n = 1で大問題と思われます．
会場から:Γ-構造に行く前に M が S 1 の場合はどうなっているのでしょうか?

その場合は Hermanの仕事があるので実解析的な方も perfectかつ simpleです．C∞の方はMather-Thurston

です．
会場から:S 1 の場合の次元が高い homologyはどうなんでしょうか?

それは全くわかっていません．それが全然わかっていないというのを今からやります．これが今日のメイン
です．すでに大問題です．
具体的に書きますと，向きを保つ実解析的な微分同相写像全体に discrete topologyをいれた群と向きを保つ

C∞ な微分同相写像全体に discrete topologyをいれた群の間の写像，

Diffω,δ+ S 1 ↪→ Diff∞,δ+ S 1

これが今日のメインです．これの homologyに差があるかどうか，ないだろうというのが，非常に楽観的とい
うか悲観的というか，いわく言い難しです．どちらにしても面白いですね．もし違いがあったら面白いです
ね．そこから大きな理論の展開があります．これについてはいろいろな人に聞いていますが，違いがあると思
う人も結構いて，違いはないという人も結構います．私はないと思っている方です．繰り返しになりますが，
あるとすれば凄い事になります．今の所その違いは S 1 に限らず，1つも見つかっていません．坪井さんもな
いという方向で予想して仕事をしていると思います．simple，これは非常に難しいですが，少なくとも perfect

は予想している.

Γ-構造でいうと，
Γ̄ω1 ↪→ Γ̄∞1
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さっき書きましたが groupoidで Γ̄ω1 はこの場合には germs of orientation preserving local Cω-diffeomorphisms

of R. codimension 1 の場合は ¯ を付けるのと orientation preserving が同じになります．homotopy fiber と
か言わなくてよい．codimension が上がってくると ¯と orientation preserving は違います．そして germs of

orientation preserving local C∞-diffeomorphisms of R. これに差があるかどうか．分類空間で書くと自然な写像

BΓ̄ω1 → BΓ̄∞1

があってこれらの homologyに差があるか? これが大問題です．
HaefligerとMatherの仕事で，Haefligerがまず一般の nについて BΓ̄∞n が n-connectedを証明しました．つ
まり BΓ̄∞1 は 1-connectedです．さらにMatherがこの場合 2-connectedを証明しました．3次元の所に何があ
るかというと Godbillon-Veyです．前回を少し復習しますと

GV : BΓ̄∞1 → K(R, 3)

と連続写像があるわけです．これが前回のテーマだったわけですが，大問題はこれが homotopy同値か?，で
した．100年経ってもわからないかもしれません．いずれにしてもドラステイックなアイデアが出てこないと
どうにもなりません．
一方で実解析的な BΓ̄ω1 ,これは後で詳しくやりますが，Haefligerが

BΓ̄ω1 = K(ΓH , 1)

である事を証明しました．この ΓH = π1(BΓ̄ω1 ) を Haefliger 先生に敬意を表して Haefliger group と呼ぼうと
この前の BΓ の集会で propose しました．まだ Haefliger 先生の承諾は取っていませんが．これはミステリ
アスな group で, 今日はこの群について知られている事をお話します．ただ Haefliger+α くらいです．この
前 BΓ-schoolの準備をしているとき，少しだけ進展がありました．そしてどういう事が問題かをお話します．
homotopy同値とはほど遠い状況ですが，Mather-Thurstonの理論を考えると homology同値はあり得るわけで
す．homology同値か．特に Godbillon-Veyは

BΓ̄ω1 → K(R, 3)

があるわけですが，Thurstonが実解析的に Godbillon-Veyの連続変化を証明していますから，これは本質的な
写像になるわけです．
そうすると BΓ̄ω1 ,これの 1次元 homology群がゼロ；H1(ΓH;Z) = 0というのは後で言いますが，Haefligerの
定理です．そうすると C∞ と Cω の差で H2 はどうかというと，この前の foliationの集会，坪井さんと Hurder

さんの還暦の集会で，坪井さん自身が講演で，

H2(ΓH;Z) = 0?

を問題に挙げていました．この方面では最初に出てくる大問題です．これは 2 次元 homology ですから，Σ2

上の Γω1 -structureで実現されるのですが，それが boundするかどうか．坪井さんがどう考えているかは知りま
せんが，これは少し研究をし出すと working hypothesisとしてどちらの方向をねらうかです．一方 Jekelとい
う人がいて，ある所で彼はゼロでないだろうと予想を述べている，解析的に結ぶ 1つの方法は jetで切って近
似する，有限で切るとゼロでない cycleの候補が沢山できる．それは実解析的にも生きるだろうと．だからこ
れはゼロでないだろう，と彼の論文の中に書いてあります．しかし解析的にはちゃんと収束しているものが，
jetできるとなくなってしまう事はあるので，これは難しいですね．私が今日取り上げる問題はこれとは独立
に attackできる問題です．
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(3). smooth topologyはよく知られているように

SO(2) ↪→ Diff∞+ S 1

これは homotopy同値です．1次元の特殊性です．これは differentiableな oriented circle-bundleは，いつでも
principal SO(2)-bundle と思える．ここで SO(2) = U(1) ですから，oriented S 1-bundle の分類空間は complex

line bundleの分類空間になって，無限次元の複素射影空間 CP∞ となります. その cohomologyを考えると

H∗(BDiff∞+ S 1;Z) � H∗(BSO(2);Z) � Z[χ]

ここで χ は Euler class でそれが生成する多項式代数になります. ω にしても同じです．そうすると特に
π1(Diff∞+ S 1) � Zと同型ですから，その universal covering group

D̃iff
∞
+ S 1 → Diff∞+ S 1

が定義できます．ちょっと notation が重いですが．D̃iff
∞
+ S 1 と書きます．S 1 の良い所は universal covering

groupが，Rの微分同相群の部分群として次のように実現されます．D̃iff
∞
+ S 1 の要素 f は向きを保つ Rの C∞-

微分同相であって，Rの translation, Rには translationというもの T (x) = x + 1があって，これと可換になる
というものです．

D̃iff
∞
+ S 1 = { f ∈ Diff∞+ R; f T = T f i.e., f (x + 1) = f (x) + 1 (∀x ∈ R)}

と具体的に書けます．universal covering group が具体的に R の微分同相群の部分群として実現できる．これ
はちょっと考えると分かります．
同じ事が実解析的な方もあって，Diffω+S 1 の π1 � Zで，その universal covering group D̃iff

ω

+S 1 は向きを保つ
Rの実解析的な微分同相で T と交換可能，

D̃iff
ω

+S 1 = { f ∈ Diffω+R; f T = T f i.e., f (x + 1) = f (x) + 1 (∀x ∈ R)}

となります．これで大体準備が終わります．
universal cover，これは群でいうと中心拡大

0→ Z→ D̃iff
∞
+ S 1 → Diff∞+ S 1 → 1

になります．この Zは何かというと T の生成する discrete subgroup

Z = {T n; n ∈ Z}

これが中心になります．同じ事が実解析的にもあって中心拡大

0→ Z→ D̃iff
ω

+S 1 → Diffω+S 1 → 1

となります．こういう風になっていて大事な問題は, discrete topology でこれらの homology がどうなるか．
discrete topologyですから，問題を幾何学的に言うと，多様体上の S 1-bundleで fiberに transverseに foliation

が入っている foliated S 1-bundleの特性類に C∞ と Cω で差があるか，という問題になります．
それでですね，その特性類ですが，それが一般論として Gelfand-Fuks cohomology,これは理論は 1967年頃
からで，論文は 1969年くらいから 1972,3年に掛けて出て，一世を風靡してみんなビックリしました．1971

年に Godbillon-Vey class が出て，Gelfand-Fuks cohomology と密接に関係する事が直ちに分かって，これは
Bott とか Thurston とか，おそらく Gelfand 自身も知っていたでしょう．Godbillon-Vey というのはもっと身
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近な所で，微分形式を使って codimension 1 foliationに対して，3次元の cohomology classを定義したわけで
す．それよリ前にすでにこれはあるわけです．具体的に言いますと，C∞-多様体 M があったときに

H∗GF(M) := H∗c (X(M))

M 上の C∞-vector場全体のなす Lie代数のある topology, Krull topologyに関する continuous cohomology. こ
れが定義です．定義はだれでもできますが，これを計算しちゃったわけです．特に Rとか S 1. 一般の Rn，こ
れが foliation との関係から大事でこれを計算した．みんなが一番ビックリしたのはこれが有限次元であると
いう事です．Rn の Gelfand-Fuks cohomologyの次元は有限なのです．
具体的に Rの場合，これは Gelfand-Fuksの定理ですが，

H∗GF(R) = ER(β)

R上の degree 3の元 βで張られる外積代数になります．これを証明しました．この βが Godbillon-Vey class

になります．また S 1 については
H∗GF(S 1) = R[α] ⊗ ExtR(β)

多項式代数と外積代数の tensor積になります．ここで degreeは，|α|=2, |β| = 3です．αは何かというと，fiber

は S 1 になっていますから，foliated S 1-bundle の特性類に結局なりますが, これの fiber 積分に対応するもの
で，通常 αと呼ばれるものです．次は Bott-Haefligerの定理で，一般論で

Ψ : H∗GF(S 1)→ H∗(BDiff
∞,δ
+ S 1;R)

という写像が存在します．これは一般論でこの写像は任意の compact 多様体 M に対して存在します．
Bott-Haefligerの一般的な構成があります．今は S 1 の場合．S 1 の場合の良い所は，

Diff
∞,δ
+ S 1＝D̃iff

∞,δ
+ S 1

となり，
Ψ : H∗GF(S 1)→ H∗(BD̃iff

∞,δ
+ S 1;R)

これが得られます．そしてこれは元々 foliated S 1-bundle の特性類が欲しいわけですが，S 1 の場合はうまく
いって，つまり Diff∞+ S 1 の homotopy型がわかっているので，maximal compact groupが S 1 の場合はありま
す．S 2 の場合も Smaleの定理で SO(3), S 3 の場合も Hatcherの定理で SO(4)がある事がわかります．一般の
場合はわかりません．
そうするとこれが

Φ : H∗GF(X(S 1), SO(2))→ H∗(BDiff∞,δ+ S 1)

があって，Bott-Haefligerの一般論を S 1 の場合に適用とするとこうなります．これは On characteristic classes

for Γ-foliationsという Bulletin AMSの論文です．

H∗GF(X(S 1), SO(2))
Φ−−−−−−→ H∗(Diff∞,δ+ S 1)y y

H∗GF(S 1)
Ψ−−−−−−→ H∗(BD̃iff

∞
+ S 1;R)
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これがどうなるか，この relative cohomologyを具体的に書いたのは Haefligerですけれども，relativeですか
ら βはなくなってその代わり Euler classが出てきます．

H∗GF(X(S 1), SO(2)) = R[α, χ]/(αχ)

となります．uniqueな relationです．そういうものになります．αと βは Godbillon-Veyで，χは Euler class.

これは全部知られた特性類になるわけです．
この 1980年，個人的な事になって恐縮ですが，次は 1979年の秋から 1年間 Bonnに行ってその頃にした
仕事です．

Theorem 1.21 (Morita). Ψ,Φはともに injective(C∞ で).

特性類は全部非自明になります．本質的に C∞ を使っています．今日の問題はこの証明をスケッチして，な
ぜ Cω ではできないのか，そこをなんとかしてクリアして，Cω と C∞ で差があるかどうかを，関心を持って
頂きたいと思います．injectiveだけではなく，前回やった discontinuous invariant,実 cohomology classがある
と，そこから派生する higherな cohomologyが出てくるわけですが，全て non trivial.　だから homologyか
ら，Rを Z上の moduleと思ったとき，その symmetric algebraに全射がある．こういうものがあるわけです．
特に今日問題にしたいのは特に

χn , 0 ∈ H2n(BDiff∞,δ+ S 1;Z) (∀n = 1, 2, · · · )

これを問題にしたい．一言で言うと foliated S 1-bundleの Euler classのベキは C∞-categoryではゼロでない．
実解析的にするとどうなるか，構造群が非常に小さくなりますから，わからなくなります．それがどうなるか
というのが今日の問題です．私の証明はどうして実解析的にはだめかという事，ここの所を詳しくやります．
問題としては

Problem 1.22. Cω で Ψ,Φは injectiveか? 特に

χn , 0? ∈ H2n(BDiffω,δ+ S 1;Z) (∀n = 2, 3, · · · )

問題の中で特に取り上げたい部分です．αのベキの方は χよりももっと難しくなりますから，まずは χの方
で考えます．

Remark 1.23. n = 1について χ , 0は Roussarieの定理です．α , 0は Thurstonの定理です．

C∞-category での証明でそのままでは Cω 級ではうまくいかない所も，クリアできる可能性もあるかなと
思って今日はお話をしたいと思います．C∞ のときの証明のポイントは 2つあって，

(A):Mather-Thurston theory

(B):free loop space ΛX = Map(S 1, X)の rational homotopy theoryです.　
free loop spaceは最近これは非常に重要な役割が，数理物理とかあらゆる所で出て来ています．S 1 上の基点
を固定すると，その点の行き先を考える事で，evaluation map ΛX → X があって，その homotopy fiberが loop

space ΩX. しかも S 1 を全て 1点 x ∈ Xに写す事で，これは sectionがあって，section付きの fibrationになりま
す．これは homotopy論的にはわかりやすいものです．これの rational homotopy theory．具体的には Sullivan

の minimal modelのこれ版です．Sullivanの有名な論文, Infinitesimal computations in topologyに数行書いて
あります．より具体的には，Riemann多様体上の closed geodesicの存在問題に関係し，Vigué-Sullivanの論文
に詳しく書いてあります．この 2つを組み合せるのがポイントです．
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(A)の方は本質的に C∞ の定理です．実解析的にはならない．ところが，(B)の方は Cω-級でもあります．
Mather-Thurston の定理は，Thurston は Mather の定理を一般化して今は Mather-Thurston 理論と呼ばれま
す．これは compact supportの微分同相群の分類空間からの classifying map

BDiff∞,δK R × R→ BΓ̄∞1

これが誘導する adjoint mapというもの
BDiff∞,δK R→ ΩBΓ̄∞1

これは Mather が考えたもので，Mather の定理は，これが homology 群上同型であるという事です．BΓ̄∞1 が
2-connected というのはこれを使って Mather が証明しました．まず BΓ̄∞1 の π2 が消えるという事は，ΩBΓ̄∞1
の π1 が消えている事に対応します．左辺でみるとこれは perfectとなります. 従って 2-connectedが証明され
ました．

Thurstonはこれを一般化しました．compact supportですから Cω では何もない．だけどここで向きを保つ
C∞ の微分同相で

BDiff∞,δ+ S 1 × S 1

を考えます．だけどこうやるとこれは Euler classがあるので，S 1-bundleはねじれているものはかけ算ができ
ない．だから Thurstonは一般の多様体 M で ¯を使ったわけです．S 1 の場合，具体的にこれは universal cover

で実現できるので，
BD̃iff

∞,δ
+ S 1 × S 1 → BΓ̄∞1

という写像がある．こうやる事で S 1 ですから，S 1 の Cω-微分同相にしてもこの写像自身

BD̃iff
ω,δ

+ S 1 × S 1 → BΓ̄ω1

はちゃんとある．Thurstonの定理はMatherの定理の一般化で adjoint mapを誘導して，掛ける S 1 から写像が
あるわけですから，adjointを取ると free loop spaceへの写像

BD̃iff
∞,δ
+ S 1 → ΛBΓ̄∞1

が誘導されます．Thurstonの大定理はこれが homology isomorphismになる事です．
それでさっき言ったように,この Thurstonの adjoint mapは実解析的にしても写像自身はあるわけです．だ
けれども，BΓ̄ω1 は Haefliger群 ΓH を基本群にする K(π, 1)-spaceで，その free loop spaceを考えると空間は連
結ではなくなります．しかも Haefliger群は uncountableな群ですから，連結成分が連続体濃度あって，これ
は考えてもどうにもならないですね．でも写像自身はあります．
これを 2つをどう組み合せたかといいますと，以下沢山でてくるので簡単のために

• G := Diff∞,δ+ S 1

• G̃ := D̃iff
∞,δ
+ S 1

と書く事にします．そうすると中心拡大

0→ Z→ G̃ → G → 1

があって，問題はこれの Euler classがべきを取ったときにゼロでないのだけれども，これの部分群である実解
析的な微分同相の群 Gω ⊂ Gの中心拡大

0→ Z→ G̃ω → Gω → 1
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の Euler classのべきが消えるかどうかという事です．ここにある証明のある部分は使えるのですが，全体と
してどうなるかという事です．
これは Zによる中心拡大ですから，幾何的には principal S 1-bundle

S 1 → BG̃ → BG

S 1 → BG̃ω → BGω

が対応しています．こちらの Euler classのベキがどうなるか，ゼロでないか．Gysin sequenceというものが
ありまして，全部 integral homologyでそれを書きます．

· · · → Hm(BG̃)
π∗−→ Hm(BG)

∩χ
−−→ Hm−2(BG)

µ
−→ Hm−1(BG̃)→ · · ·

µは今は S 1-bundleですから，ある次元の cycleがあると，その全逆像を取ると次元の 1つ上がった cycleに
なります．これが homologyの Gysin sequenceです．Kronecker積を取るのでこれの dualになる cohomology

の方も書きますと，

· · · → Hn(BG)
π∗−→ Hn(BG̃)

π∗−−−→>
f iber

Hn−1(BG)
∪χ
−−→ Hn+1(BG)→ · · ·

となります．こういうものがあって帰納的に cycleを作っていきます．
σn ∈ H2n(BG)で ⟨σn, χ

n⟩ , 0というものがあったら，次の σn+1 ∈ H2n+2(BG)を作るわけです．σn を少し取
りかえて，ここに (B)を使って，σ′n ∈ H2n(BG)として，これは ⟨σ′n, χn⟩ , 0を保ったまま，かつ µ(σ′n) = 0と
なるものを作ります．帰納法，ここが一番基本的な所です．χn 上で測ってゼロでないものがあるわけですが，
次数が 2個上がったところ χn+1 上でゼロでないように作りたいわけです．ここに σn ∈ H2n(BG)があって，こ
れを σ′n と取りかえて µ(σ′n) = 0.

そうすると，次元が 2個上がったところに，Gysin sequenceの完全性から，σn+1 ∈ H2n+2(BG)が存在して

⟨σ′n, χn⟩
=⟨σn+1 ∩ χ, χn⟩
=⟨σn+1, χ

n+1⟩ , 0

となり，帰納法が完成します．だから問題は底空間に cycleがあったときに全空間の cycleとしてこれがゼロ
になるようにしたい．そのときに使うこの (B) なのです. (B) というか自由 loop 空間の一番大事な operation

があって，
ψk : ΛBΓ̄∞1 ∋ ( f : S 1 → BΓ̄∞1 ) 7→ (ψk( f ) := S 1 ∋ z 7→ zk ∈ S 1 → BΓ̄∞1 ) ∈ ΛBΓ̄∞1

これは f という S 1 から BΓ̄∞1 への写像があったときに，z 7→ zk, これは S 1 から S 1 への写像になるわけです
が，絶対値 1の複素数だと思って k-fold coverですね，その後に f を合成します．見るからに自然な operation

で連続写像になります．そうすると次の命題が得られます．さっきのMather-Thurstonで

BG̃ −−−−−−→ ΛBΓ̄∞1

φk

y yψk

BG̃ −−−−−−→ ΛBΓ̄∞1

これが homotopy commutativeになるような operation φk を群レベルで作りたいわけです．実解析的なもので
あるのですが，群はずっと小さくなっています．図式が homotopy可換になるように，BΓ̄∞1 の自由 loop空間
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でこちらにある自然な operationを群レベルで作る事はできます．

φk : G̃ → G̃

というのは
φk : G̃ ∋ f 7→ ((ϕk f (x) :=

1
k

f (kx)) ∈ G̃

と定義します．これは準同型で injective な endomorphism になります．これは簡単な考察でこうやればよい
事がわかります．つまり kxというのは k倍する，Diff∞+ Rの中では相似拡大で，translationと可換なものとい
う所に入っていません．いわば外部自己同型．時間の関係で少し端折って，Sullivanの ΛBΓ̄∞1 の cohomology

の計算法をつかうと，元々 Sullivanの議論は rational homotopy,次の命題を得ます．

Proposition 1.24. operation (ψk)∗ : Hm(ΛBΓ̄∞1 ;Q) → Hm(ΛBΓ̄∞1 ;Q) は Q 上対角化可能で，その固有値は
ke (e = 0, 1, 2, · · · ).

こういう事が証明できます．これを使うとさっきの帰納法の仮定で，σn から σ′n が構成できて，Gysin

sequenceから σn+1 が構成できます．帰納法が進行して χn がゼロでないことが証明できるという寸法です．
実解析的な場合は何が困るかというと，Mather-Thurston の理論で写像自身はあるのですが，homology 同
値ではない．行った先の連結成分が非可算無限個になってしまいますから．しかし可能性として homologyが
injectiveな可能性はある．先の命題で使った homotopy operatorは群レベルである．そうするともし解析的に
したときにどうなるか,問題にして書いておきます．中問題くらいでしょうか．k = 2でよいですね，2でも 3

でも何でも良いですが．

Problem 1.25.
φk : G̃ω ∋ f 7→ (ϕk f )(x) =

1
k

f (kx) ∈ G̃ω

が誘導する homology群上の写像

(φk)∗ : Hm(BG̃ω);Q)→ Hm(BG̃ω;Q)

は Q上対角化可能で固有値が ke (e = 0, 1, 2, · · · )を示せ．

C∞ の場合は isomorphismになります．Cω の場合には injectiveにはなりますが，全射ではありません．S 1

の外部共役，外部共役なんだけど簡単なもので共役を取っています．k倍する．そうするとこれが Q上対角化
可能か．これはそんなに望み過ぎではないと思います．そしてその固有値は kのベキである事を示せという問
題です．純粋に群の homologyの言葉だけで書けています．もしこれが m = 3で正しいとすると χ2 , 0が示
せる．m = 5で正しいとするとさっきの Gysin sequenceで χ3 , 0という事がわかります. これは微妙な問題
です．私は全ての nでゼロではないと思っていますが，差がもし本当に出て来たら凄い事になります．最後駆
け足ですが，こういう問題があるという事です．
最後に Haefliger groupの説明をして終わります．これは具体的には 1971年の Springerの lecture notes，有
名な 1970年の Amsterdamでの研究集会の proceedingsにある基本的な論文の中の最後の定理です．

Theorem 1.26 (Haefliger). BΓ̄ω1 = K(ΓH , 1)で

• ΓH は perfect.

• ΓH の全ての非自明な元が無限 order.
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• ΓH は uncountable.

その証明は解析性をフルに使っていますが，そんなに難しいものではありません．興味を持った人は是非
Haefligerの論文を読んで下さい．それから 40年以上，Haefligerを超えて分かった事は本質的に何もありませ
ん．1つの問題は

H2(ΓH) = 0?

これは大問題です．ゼロでもゼロでなくても Annalsに論文が載るでしょう．
最後に，この定理のプラス α くらいは言えているかなというのは，次の事です．Thurston の定理の

BD̃iff∞,δ+ S 1 × S 1 → BΓ̄∞1 ，この分類写像の adjoint mapは homology同値．これは Thurstonの大定理です．
adjoint mapは実解析的な場合もあるけれど，さっきも言ったように自由 loop空間が連結ではなくなりどう
にもなりません．しかし基本群を考えると

D̃iff
ω,δ

+ S 1 × Z→ ΓH

という準同型があります．これは BΓ-schoolで話すチャンスがあったときに考えた事です．準同型があるから
この imageは何か，kernelは何か．この ×Zの Zは何かというと，S 1 は自分自身実解析的な多様体ですから，
Γω1 -構造をもち，無限 orderでそれはつぶれない．
一方 D̃iff

ω,δ

+ S 1 の中には centerの Zがいます．これは translationです．ちょっと考えればわかる事はこの両
方の 1は ΓH の中で同じ所に行きます．だから Kernelはあります．ここで Hermanの定理を使うと Kernelは
Zと同型という事がわかります．本当にこのような大定理を使う必要があるのか，ちょっとわかりません．こ
れは中心拡大ですからちょっとした elemetaryな群の議論を使うのですが，Kernelはこれだけである事はわか
ります．
そうすると Haefliger群と名前を付けたものが，部分群として

D̃iff
ω,δ

+ S 1 ↪→ ΓH

を持ちます．言われてみればそうですが，injectiveというのは，Γ-構造ですから，concordanceで分類してい
るからそれほど明らかではない．
ところがここにもっと大きく Diffω.δ+ R がいて，これの分類写像を考えると，×R からこれを拡張する連続
写像

BDiffω,δ+ R × R→ K(ΓH , 1)

があります．Rはもちろん単連結ですから，準同型写像

Diffω,δ+ R→ ΓH

が得られます．問題はこの準同型の kernelは何か．一番安直なのはこれも injectiveという事ですが，簡単に
はわかりませんでした．ΓH = π1(BΓ̄ω1 ) ですから，Haefliger の論文を見ても分かるように，議論として base

pointをどうするかという事が面倒です．これは injectiveな方が自然なように思いますが，わかりません．こ
れの kernelもともかく,問題はこれの imageの補集合がどうなるかです．
ωを∞にすると，

BDiff∞,δ+ R→ BΓ̄∞1

これは homology同値なんですね．C∞ 級では homology同値．Cω 級では Godbillon-Veyはあるけれども，こ
こで実現できるというのが Thurstonです．丁度時間になりました．つまりさっきも言ったように Haefliger群
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に関しては 40 年前の基本的な仕事を超えて，ちょっとだけ進展がありました．これが injective, これが何か
取っ掛かりになるか．この辺りはもう少し elementaryですから，少し手は動かせるかなと思っています．今
回はここまでにします．

C∞ の時の証明が少し分かりにくかったかもしれませんが，次回は transversely symplectic foliation と
Kontsevich の graph homology の commutative version との関係，逆井さん，鈴木さんとの仕事の一部，そし
て Gelfand-Kalinin-Fuks classの 40年以上わからない問題．Godbillon-Veyと非常に対照的です．これを取り
上げたいと思います．ちょっと駆け足ですみません．まとめると問題は，χ2 がゼロでないか．H2(ΓH)がゼロ
か，この最後の写像の imageの補集合は何か,大きく言うとこの 3つです．
会場から:BΓ̄ω1 が K(π, 1)である事は球面上の Γω1 -structureが diskに拡張する事を証明するのですか?
はい，そうです．これも Haefliger の証明した事ですが，実解析的な事の基本的な事を使えば，もちろん

Haefligerさんにして証明できる事ですが，我々から見れば理解しやすい．Haefligerの定理の中では簡単な部
分です．3つの性質も foliationとか Γ-structureとかあまり知らなくても，codimension 1ですから，理解でき
ます．解析的な微分同相の基本的な事を使えばできます．Γ-structure は foliation と homotopy 論を併せたも
のなので，幾何的な所が，leaf方向がどうなってもよい，foliationの normal方向が解析的であとはどうでも
よいと言われると Γ-structureというと normal方向しか見ていないので，そこが実解析的といわれても最初は
よくわからないかもしれません．実解析的だと C∞ に現れるような特異点が出てこない．それが基本的な事で
す．特異点を解消していく，H1(ΓH) = 0というのはそういう事です．diskには拡張しないが，genusを付けれ
ば拡張するという事です．
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第 3回 12月 11日

新シリーズの 3回目です．

1.3 横断的シンプレクティック葉層と有限型不変量

これがタイトルですが，今日は横断的シンプレクティック葉層についてお話をして，3次元多様体の有限型
不変量については来年 4回目にお話をします．

(0). Lie代数の cohomology

まず準備として Lie 代数の cohomology, これをちょっと復習します．知っている人は聞き流して下さい．
Lie代数の cohomologyについて歴史も含め少し復習します．

Gを Lie群，有限次元の普通の Lie群とします．するとその Lie代数 Gがあります．よく知られているよう
に Lie代数の定義をするとすぐに出てきます．X(G)は G 上の vector場全体．後で Gelfand-Fuks cohomology

を考えるときは，Lie群ではなく C∞-多様体 M となります．多様体 M 上のベクトル場全体を X(M)と書きま
す．Lie代数 Gは多様体としての左不変ベクトル場全体ですね，

G � X(G)G = {left invariant vector field on G}.

G 上の vector場全体 X(G)は無限次元ですね，その右肩に G と書くと左不変ベクトル場全体 X(G)G � Gと同
一視できます．そうするとこれの cohomologyを考える事ができて, G の de Rham cohomologyの有限次元の
subcomplexと思えます．

X(G)G ↪→ Ω∗DR(G).

これを定義だと，Lie代数の cohomologyの定義だと考える事ができます:

H∗(G) = H∗(X(G)G)

歴史的にはこういう事を考えて，Chevalley-Eilenberg, 1948年の仕事です．通常 Chevalley-Eilenberg cochain

complexと呼ばれます．モチベーションとしてはどうも Lie群Gに対して，それを多様体と思ったときにその
G の cohomology を代数的に計算しようというものだったようです．Lie代数から代数的にできるだろうと．
これが有名な論文ですが，1948年，第 2次世界大戦直後の仕事です．この有限次元 Lie群に対応する Lie代
数のときに，これの cochain complexを de Rham complexの subcomplexとして具体的に realizeできるわけ
です．具体的には次のように C∗(G;R)が定義できます．これは constant cohomologyですが，一般に twisted

cohomologyを考えて，V を G-moduleとしたときに twisted cohomology H∗(G; V)が定義できます．

Ck(G; V) := {c : ΛkG → V}

これが定義で，alternatingですから k次，k階の Gの外積から V への線型写像です．trivialの場合は V = Rで
す．今日は twistedは使いませんが，k重 multi-linearな alternating formが cochainです. coboundary mapは

δ : Ck(G; V)→ Ck+1(G; V)

となりまして，これは Chevalley-Eilenbergが通常の de Rham complexの普通の外微分を経由して，Lie代数
の言葉で coboundary mapを書いたわけです．δc ∈ Ck+1 ですから，δc(X1, · · · , Xk+1)の値を決めればよいわけ
ですが，これを具体的に計算すると，一般の無限次元でもよい，de Rham complexの場合はもちろん 2回やる
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とゼロです．ただ Lie代数というだけで 2回繰り返したらゼロという事が成り立ち，Lie代数の cohomology

が定義できる．それが Chevalley-Eilenbergです．

δc(X1, · · · , Xk+1) :=
k+1∑
i=1

(−1)i+1Xic(X1, · · · , X̂i, · · · , Xk+1) +
∑
i< j

(−1)i+ jc([X j, X j], X1, · · · , X̂i, · · · , X̂ j, · · · , Xk+1)

constant係数の場合は
∑k+1

i=1 (−1)i+1Xic(X1, · · · , X̂i, · · · , Xk+1)の前半部分はないですが，twistedの場合は作用が
非自明です．後半が本質的です．
これが定義です．有名な Chevalley-Eilenberg cochain complexの, Lie代数の cochain complexの coboundary

が定義できました．そうすると Gの V に係数をもつ cohomologyは定義で，

H∗(G; V) := H∗(C∗(G; V), δ)

となります．こうやって定義したわけです．
そしていろいろな事が起こったわけです．Hochschild-Serreとか，これについて spectral sequenceなど基本
的な仕事があります．近年この Lie代数の cohomologyがさらに重要になってきました．最近，逆井さん，鈴
木さんと仕事をしていますが，その半分以上は Lie代数の計算をしているとも言えます．重要になってきた一
つの理由は Kontsevichの 2000年以降の graph homology,もう一つ transversely symplectic foliationsの特性類
理論，これらが契機になってさらに重要になりつつあると思います．

会場から: k = 0のときは C0 はどう定義するのでしょうか?

k = 0のときは R上の Lie代数なら C0(G,V) = R,基礎体とします．

• Gelfand-Fuks theory 1967-1973.

• Kontesevich

– 1993 graph (co)homology

– 1999 transversely symplectic foliations

まず言うべきは Gelfand-Fuks理論です．Lie代数の cohomologyが重要性をましたのはこの仕事です．論文
は 1969年頃から 1973年に出ています．Gelfandはずっと関わっています．Fuksも関わっています．これは
いわゆるメインの仕事がこの頃という意味です．
そして Kontesevichの graph homology, 1993年頃とその後 1999年頃に transversely symplectic foliationの
仕事があります．これらは有名な 2つの論文に出ています．これがまた，何度読んでも，なかなか全部は分か
らない．あまり証明が書いていないというと Kontsevichは怒るでしょうね．この graph homologyが我々，逆
井さん，鈴木さんとの仕事のモチベーション，出発点の 1 つです．もう 1 つは写像類群の研究です．こうい
う仕事が契機になって Lie代数の cohomologyが重要性を増しています．さらに言うと，Kontsevichの graph

homologyは絶対 Galois群にまで関係しています．これはいろいろな人が関わっています．我々もそれは目指
してはいますが，これはもし機会があれば，トポロジーの課題というよりは，トポロジーと数論の課題という
事でお話したいと思います．
その前に foliation の理論が，Gelfand-Fuks の後，Godbillon-Vey が 1971 年，そしてそれを一般化する

foliationの特性類の理論が発達しました．その back groundの 1つが Gelfand-Fuks cohomology theoryで，も
う 1つが Chern-Simons invariantです．この foliationの特性類の非自明性を証明するのに，有限次元 Lie代数
の cohomologyが大活躍します．この事をちょっとお話します．
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まず最初のモチベーション，Chevalley-Eilenbergで Lie群の de Rham cohomologyを代数的に調べたい，と
いうのが目標でした．Lie群 G が compact connected Lie群ならばまずこれは簡単な議論で，多様体としての
de Rham complexの cohomologyが Lie代数の cohomologyと等しい．

H∗DR(G) � H∗(G).

これが出てきます．これは compactなので Haar mesureによって有限次元の modelに押し込める，homotopy

を作ることができる．compactでないとすると，例えば abelianな Lie群，G = Rn で abelian Lie代数 G = rn

ならば，これの cohomologyはどうなるか．もちろん Rnの多様体としての cohomologyは自明ですが，abelian

な Lie代数の cohomologyは
H∗(rn) � H∗(T n),

torusの cohomologyと同型になります.

もっと一般にこれは Borel の仕事ですが，Lie 群 G が semi-simple connected Lie 群ならば何が言えるかと
いうと，unifom lattice と呼ばれる cocompact discrete subgroup Γ ⊂ G が存在します．しかもこれは torsion

free にできます．ここは Selberg の仕事です．これの商を取ると Γ\G は compact C∞-manifold になります．
この事を使って，Lie代数の cohomologyにある意味付けができます．つまり Lie代数の cohomologyが inject

する，
H∗(G) ↪→ H∗DR(Γ\G)

この事がわかります．今日は多様体の cohomologyは全部 de Rham cohomologyで R-係数です．これが inject

する事がわかって，さらに foliationの特性類の観点からすると，Gの maximal compact subgroup K ⊂ Gに対
して，Lie代数の relative cohomologyの定義はしなかったけれども，K-basicという cochain, 概念があって，
relative cohomologyを考えると

H∗(G,K) ↪→ H∗DR(Γ\G/K)

これが injectします．ここで G ⊃ K は maximal compact subgroupです. この Γ\G/K が foliationでよく出て
くる locally homogeneousな多様体で，Γ\G → Γ\G/K は principal K-bundleです．そういうものです．
この単射性はどこから出てくるかというと Koszul という人が証明したのですが，H∗(G,K) は Poincaré

duality を満たす，こういう事を代数的に証明しました．G がもし semi-simple だったら H∗(G) も Poincare

dualityを満たす事がわかります．Poincare dualityを満たすという事は，cup積が，定義していませんが，cup

積が perfect pairingになります．top cohomologyがもし消えなければ，下の方の cohomologyは消えない，そ
ういう事があります．一方 top formは volume formになります．もし compactならゼロにはなりません．そ
れから Poincaré dualityと組み合せると injectiveになって，Γ-構造が自然に入る G と K の組をいろいろ考え
ると特性類の非自明性が証明できます．universalな spaceでいうと，Heitschとか Hurderの仕事ですが，BΓn

でこういう非自明性が証明できました．これが有限次元の Lie代数の cohomology, foliationの特性類の理論で
は重要な役割を果たしました．これを基に今日は次に行きます．

(1). Gelfand-Fuks cohomology theory

これはさっきも言いましたが，1967年くらいからメインは 1972,3年くらいまでです．Gelfandと Fuks,あ
と symplectic foliationの観点で Kalininという人がいます．Gelfand-Fuks cohomologyに関してはこの後，爆
発的に論文が出ました．これについて少しお話します．
ちょっと思い出というか，Gelfandは 20世紀の偉大な数学者，十指に入ると思います．Gelfandは 1913年
生まれで 2009 年 10 月 5 日に亡くなりました．非常に長生きでしたが，なぜこれを覚えているかというと，
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個人的な事ですが，2009年の 10月 1日からMünchen大の Kotschickさんの所に行っていました．共同研究，
後でいう話もこのときの研究で，毎日会っていました．このときある朝，Gelfandが亡くなったよと Kotschick

さんから聞いて驚いた事があります．
この滞在中でもう一つ，次回か次次回，3次元多様体の不変量との関係でお話すると思いますが，Cha-Friedl-

Kim の仕事が出ました．これもこの滞在中に，Kotschick さんからこういうのが出たよと言われて驚きまし
た．写像類群は perfectです．homology cylinderの homology同境群は perfectか?abel化は自明か? という問
題がこの頃ありました．彼らの仕事はその abel化が Z2 の無限個の直和を直和因子にもつという結果です．こ
れが出たのも 2009年の 10月です．
それはともかく，Gelfand はもちろん沢山仕事がありますが，Gelfand-Fuks cohomology は topology に重
要な貢献をしました．これは何をしたかといいますと，Lie代数の cohomologyというものがありますが，多
様体にとって無限次元にはなりますが，vector 場全体のなす Lie 代数があります．これを計算しようという
事を Gelfand-Fuks は考えました．どうしてそれを考えたのかはわかりません．ある意味多様体にとって一
番自然に出てくる Lie 代数ではあります．ただこれはものすごい次元ですから，代数的な Lie 代数と思って
cohomologyを取るとこのままではこれはさすがに意味がない．Gelfand-Fuksが偉いのは，continuousという
条件を入れました．これは C∞-topology によって，C∞-多様体 M の compact 集合上高階の偏微分が一様に
抑えられるという，そういう topologyで連続なものを考えました．これが Gelfand-Fuks cohomologyの定義
です．

H∗c (X(M)) = H∗GF(M).

それで驚くべき事は，具体的な計算もさる事ながら，Mが finite type,つまり coordinate neighborhoodが有限
個で取れる，そういう場合に彼らのMain theoremの 1つは，Mが finite typeならば Gelfand-Fuks cohomology

の各 degree partの dimensionは有限というものです. 一番簡単な多様体として Rn があります．さらに驚くべ
き事は，もっとも基本的な多様体 Rn に対して，具体的に計算を始めて，最終的には Vey の仕事まで行きま
した．
これ自身有限次元で最初の reductionは

H∗GF(Rn) � Hc(an)

です．an は何かというと，Rn 上の形式的な vector 場全体のなす Lie 代数です．具体的には，Rn の座標を
(x1, · · · , xn)とすると，形式的ベキ級数 R[[x1, · · · , xn]]を係数とする

an = {formal vector field on Rn}

= R[[x1, · · · , xn]]
⟨
∂

∂x1
, · · · , ∂

∂xn

⟩
です．具体的には

an ∋
n∑

i=1

fi
∂

∂xi
( fi ∈ R[[x1, · · · , xn]]),

こういう形のもので，bracketは通常の vector場の bracketと思ってやります．これを実際に計算してしまい
ました．改めて書きますと，これは totalな次元がまず有限次元

dimH∗c (an) < +∞.

そして具体的には Wn と書かれる有限次元の cochain complexの cohomologyと同型です．

H∗c (an) � H∗(Wn)
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この Wn のコホモロジーは Veyが具体的な基底を構成して foliationの特性類に使われました．それの一番大
事なものが h1cn

1 と書かれる 2n + 1次元の cohomology classであって，これが Godbillon-Vey classに対応し
ています．これで大成功を収めたわけです．
これが計算できるという事が大成功ですが，大成功には 2つ意味があって，まず理論的に計算できるという
のがものすごい結果だったわけです．そしてその次に具体的に計算ができる．それで topologyに取って大事
な foliationの特性類を測る事ができるわけです．具体的に実現する foliationも有限次元 Lie群を用いて具体
的に構成しました．1970年代に爆発的に foliationの理論が進展して，最終的には Thurstonがいわば時代の寵
児として颯爽と登場して大活躍をしました．そういう風に流れていったわけです．
有限次元性とか foliationの特性類の理論として Gelfand-Fuks cohomologyは大成功を収めるわけですが，こ
の当時から問題になったのは，これらが an のいくつかの重要な Lie subalgebraではどうなるかということで
す．最初は

an ⊃ vn = { volume preserving vector fields on Rn }

です．こういう Lie subalgebra, volumeを保つ, divergence freeとも言えます．
その次に偶数次元 a2n のとき，R2n の通常の座標で (R2n, ω0)．写像類群でもよく出てくるわけですが，

standard symplectic vector spaceを考えます．ω0 は standardな座標で

ω0 =

n∑
i=1

dxi ∧ dyi

と表されます．写像類群のときは添字は g と書きますが，通常 standard symplectic vector space の場合は n

と書いた方が自然なので n と書きます．これがありますと，これの Lie subalgebra でこれは Kontsevich の
notationですが，

a2n ⊃ ham2n = { Hamiltonian formal vector fields on (R2n, ω0)}

infinitesimalにこの symplectic formを保つ vector場全体です．この 2つが重要な Lie subalgebraです．
大問題，Gelfand-Fuks理論は 40年前ですがそれ以来ほとんど進展がない大問題，それはこれらの continuous

cohomologyも有限次元かというものです．大方の人はそうではない，無限次元を予想しているので

dimH∗c (vn) = ∞?

dimH∗c (ham2n) = ∞?

と書いておきます．こういう大問題が出てきます．なぜ無限次元と予想されるか，その 1つの理由，逆に言う
と an の場合になぜ有限次元が証明されるかというと，そのキーポイントは Euler vector field

n∑
i=1

xi
∂

∂xi
∈ linear part of an

の存在です．この vector場は数学だけではなく，物理でも重要です．これが重要な役割を果たして，微分作用
素と考えて固有分解をすると cohomology が 1 カ所だけが自明にならない，後は全部自明になる．そういう
テクニックです．一方これが vn にも ham2n にも入らない．これは an の linear partに入っています．constant

part, linear part, 2次，3次と続いていきます．linear partは connection formになります．これが subalgebara

の linear partには入れない事はそれは linear termを比べると分かります．an の場合 linear partは

an(1) � gl(n,R)
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です．そして
vn(1) � sl(n,R),

ham2n(1) � sp(n,R)

こういう風になってどんどん linear partは小さくなります．従って Euler vector場は linear partには入らない．
特に ham2 の場合，それは R2 上の話ですが，linear partは gl(2,R)は 4次元，sp(2,R) � sl(2,R)で 3次元に
なります. 一方で Sp-加群としては sp(2,R)は S 2HR と同型です．その S 2HR の基底としては 2次の多項式で
x2, xy+ yx, y2 がとれます．Hamiltonian vector場は Hamilton関数に associateした vector場です．具体的にそ
の対応は

x2 7→ x
∂

∂y

xy + yx 7→ y
∂

∂y
− x

∂

∂x

y2 7→ y
∂

∂x

これが Hamiltonian vector場で 3次元の linear partの基底になります．特に Euler vector場は入らない．Euler

vector fieldは
x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
< ham2

です．Gelfand-Fuks cohomologyの有限性の証明のキーポイントは Euler vector場を使って分解するという事
です．これは無限次元ではないかと当初からいわれていました．

foliationの研究をしていた頃からこれは頭にあった事ですが，当時はまだ compuetrもあまり使っていませ
んでした．ある時 2000年頃だと思いますが，いろいろな所をネットで探していたら，ロシアのある大学の研究
グループがヒットして，そこは Gelfand-Fuks cohomology,無限次元 Lie代数の連続 cohomologyを computer

を使い計算し，また理論的に研究していました．そこの HPには Gelfand-Fuks cohomologyは ham2 の時に，
ある exoticな特性類が発見され，そしてそのようなものが無限個ある事が予想されている．これは元々ロシア
で始められたものであるから，是非ロシア内で解決したいと書いてありました．それにしても 40年ほとんど
進展はないわけです．

(2). Gelfand-Kalinin-Fuksの仕事．
論文は 1972年に出版されています．Gelfandはさっきいいましたが，数学の巨人で，Fuksはこの後アメリ
カ西海岸の大学に移り，活躍しています．Kalininのこの後の事はよくわかりません．この仕事を紹介するた
めに ham2n をもう少し詳しく説明します．
これは Hamiltonian vector 場全体ですが，それは Hamiltonian 関数で書けるので, 座標を symplectic vector

spaceのように (x1, y1, · · · , xn, yn)と取ります．そうすると

ham2n � R[[x1, · · · , xn, y1, · · · , yn]]/R

ここで R は constant term です. vector 場ですが，関数で書けるというのが良い所です．これが同型で
ある．具体的には, 定数を modulo にした関数，これに対して具体的な vector 場がどうなるかというと，
h ∈ R[[x1, · · · , xn, y1, · · · , yn]]に対して

Xh =

n∑
i=1

{
∂h
∂xi

∂

∂yi
− ∂h
∂yi

∂

∂xi

}
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となります．さっきやったやつです．さっきは linear termを計算するために，この 2次の part, x2, xy+yx,y2に
計算しました．こうなるわけです．これで同型になるわけです．この bracketは hamilton関数の方では関数の
Poisson bracketに対応している，Lie代数の方では Lie代数の通常の bracketで対応しています．Hamiltonian

の場合は vector 場でいろいろやるのが，全部 Hamiltonian 関数，こっちは ∂

∂x
とかはないので計算は簡単に

なります．これが Kontsevich，graph cohomology との関連でみると，S kHR, xi, yi たちの k 次の symmetric

algebraの直和の完備化
ham2n = (⊕∞k=1S kHR )̂,

constant termがないから，k = 1から∞,ここで HR と書いたら HR = (R2n, ω0)です.　これは多項式 vector場
ですから，これを完備化したものが形式的 hamiltonian vector場になります．ここに weightというものを書く
わけです．ここで k次の partの weightは k − 2です. hamilton関数の方で見ると，1次の part, 2次の part，3

次の partとありますが，それはそれぞれ weight -1, 0,1となります．それが vector場でいうと constant partが
weight -1, linear partが weight 0,そして 2次の partが weight 1です．以下続いてこのようになります．そう
するとそれの cohomologyですから，H∗c (ham2n),これは bigradedで，gradingは通常の cohomologyの degree

と weightによって入ります. bi-gradedな vector spaceですね．linear partは Lie代数でいうと sp(2n,R),これ
は Lie群でいうと Sp(2n,R)です．この relativeな cohomologyが定義できます．
この準備の下に，Gelfand-Kalinin-Fuks の 1972 年の定理は何かというと，まず，この論文，特にイント
ロダクションを見ると面白い事が書いてあります．論文のメインパートはもちろん面白いのですが，モ
チベーションとか計算機でどう計算したとか面白い事が書いてあります．まず一般論で連続 cohomology

H∗c (ham2n, Sp(2n,R)), relativeな cohomology, relativeはあまり気にする必要はありませんが，特性類の観点か
ら言うともし Sp(2n,R)がないと normal bundleが自明でかつ自明化されているカテゴリーになります．これ
があると通常の normal bundleは何でもよいというものになります．通常これの cohomologyを計算をする事
が大事になります．技術的にはそんなに大差はありません．
これの maximal compact は unitary 群ですから，本当は U(n)-relative な cohomology を計算したいのです
が，これはなかなか難しいです．Sp(2n,R)-relativeにすると Spという群の表現論が使えて computerにものや
すくなります．U(n)-relativeというのは難しい．
少なくとも 2n = 2, 4, 6 ぐらいでもし意欲のある人がいたら U(n)-relative で挑戦して下さい．Gelfand-

Kalinin-Fuksの最初の定理は，一般の 2nで，H∗c (ham2n, Sp(2n,R))≤0,特性類でいうと unitary群ですから Chern

class が出て来て，これは難しい．Sp(2n,R)，こっちでいうと Pontrjagin class がでてきますが，transversely

symplectic foliationで normal bundleの Pontrjagin classが出てきます．そういう通常の特性類は weightゼロ
の所にあります．一方 symplectic formがありますがその weightは-2. これで最初に計算しました．ここまで
は通常 smoothと同じです．

Theorem 1.27 (Gelfand-Kalinin-Fuks, 1972).

H∗c (ham2n, Sp(2n,R))≤0 � R[ω0, p1, · · · , pn]/I.

ここで I というのは idealであって Bott vanishingで出てくる idealです．

I = ⟨ωk
o pk1

1 · · · p
kn
n ; k + k1 + · · · + kn > n⟩

symplectic formがありますが，この idealの条件は Bott vanishingの条件です．ここまでで Gelfand-Kalinin-

Fuks はこれで全部じゃないか, weight が positive なものはないと考えました．これ以外は存在しないとすれ

34



ば有限次元になり，symplectic formがあるだけで理解できると期待した．そういう working hypothesisで進
めました．実際 weightが non positiveな所ではそうなった．実際 weight positiveの所はないと証明しようと
したわけですが，Euler vector 場がないから証明は難しい．仕方がないからと論文には書いてありませんが，
一番簡単な場合，ham2 の weight positiveのところに cohomologyは出るか？出ないのではないかと予想して
computer で計算をしました．具体的に bigraded というわけですが，cochain level で weight に関して直和分
解できる．weight を固定する毎に cohomology が計算できる．それは有限次元なので computer にのるわけ
です．
そうすると最初の内はずっとゼロだったんです．ずっと computerを走らせていって，今から 40年前です
が，weightを 1つ増やすだけでもものすごく大変だという事は実感できます．1,2とどんどん，ずっとゼロだ
なと思ったようですが，7までいってゼロでした．

H∗c (ham2, sp(2,R))w = 0 (w = 1, 2, · · · , 7).

その次，weight8の所に，

H∗c (ham2, sp(2,R))8 =

 R (∗ = 7),
0 others.

ちなみに表現論を使うと奇数の所は全部ゼロです．cochain complexがなくなるのでゼロです．8の所で 1カ
所だけゼロでなくなります．その 1カ所の degreeは 7です．それが Gelfand-Kalinin-Fuksの有名な特性類で
す．我々が最初かどうか知りませんが，Gelfand-Kalinin-Fuks classと名付けて 2009年頃に Kotschickさんと
共著の論文を書きました．

GKF-class ∈ H7
c (ham2n, Sp(2,R))8.

ここに出て来たわけです．論文は続くわけです．すぐにこれが出たとすると一般の cohomology,

H∗(ham2n, sp(2,R)，これの幾何学的な意味ですが，codimension 2 foliation,前回までやった Haefliger structure

の言葉を使えば，Γsymp
2 -structureの特性類になります．これはどうなるかというと，

H∗(ham2n, sp(2,R)→ H∗(BΓsymp
2 )

一般には Γsymp
2n ，ここでは Γsymp

2 は groupoid of germs of local diffeomorphisms of R2 preserving ω0 です．R2 の
symplectic formを保つような微分同相全体の germからなる groupoid．この場合は Γsymp

2 ですから symplectic

formは volume formですから，volume preservingと一緒です．その分類空間 BΓsymp
2 へこういう特性類写像

があるわけです．Haefliger structure は定義はこの頃に定義されていますから，この言葉では書いてはいま
せんが，transversely symplectic foliation の特性類として GKF-class は H7(BΓsymp

2 ) で非自明か，という問題
を考えたのです．考えたけれどわからなかった．これが 40 年前で 40 年たってもわかりません．ちなみに
Gobillon-Veyとの比較をします．Godbillon-Veyの場合は，前回，あるいは BGamma-schoolとかでも話をし
ましたが，codimension 1 で定義は Godbillon-Vey で 1971 年です．そして Gelfand-Fuks, Bott, Thurston, こ
ういう人たちによって，ほとんど同時に，前後関係はよくわかりませんが，Gelfand-Fuks cohomology との
関係を見て，研究が始まりました．そして Godbillon-Vey の幾何学的な非自明性を Roussarie, そしてさらに
Thurstonが連続変形する事を証明しました．

GV , 0 ∈ H3(BΓ1,R)

そこに出てくるのがさっき言った Lie代数の cohomologyであって

PSL(2;R) = Isom+(H2)
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hyperbolic geometryではもっとも重要な Lie群 PSL(2;R)，これは自然ではありませんが，base pointを決め
ると

T1H
2 � PSL(2;R)

が出てきます．そして左から cocompact discrete subgroup Γ ⊂ PSL(2;R)で割ると negatively curvedな surface

Σ = Γ\H2 上の unit circle bundle T1Σ � Γ\PSL(2;R) という compact な 3 次元多様体が出て来て，その
volume form はノンゼロです. この 3 次元多様体に自然な codimension 1 foliation が存在し，その volume

form が Godbillon-Vey のファイバー積分に対応しています．それで非自明性があっと言う間に証明できま
す．Thurstonの天才的な ideaで切り貼りすると，さらに Godbillon-Veyは実解析的に連続的に変化する事ま
で証明されました．あっという間です．定義から 1年も経っていません．これに比べて Gelfand-Kalinin-Fuks

classは 1972年に発見されて，約 40年経っていますが，ほとんど何の進展もないですね．
こういう問題があるわけですが，目時さんの仕事，Kotschickさんとの共同研究，そして最近三上さんの仕
事があって，この大問題よりもちょっとだけ易しい，leaf cohomology classの問題，元々の問題が解ければよ
いですが，ちょっとだけ易しい問題について述べます．それは原点を固定する area preserving diffeomorphism

の cohomologyになります．これよりはちょっとだけ易しい，元の問題よりは先に非自明性が証明できるので
はないかと，でも 50年くらいかかるかもしれませんが... 元の問題が 40年くらいほとんど進展のない，1つの
理由はつぎのようなことです．Godbillon-Veyの場合は 3次元の Lie群がこういう所に入っています. 対応す
る性質をもつ 7次元の Lie群が symplecticな無限次元 Lie群に入ればよいのですが，多分そういうものは望
めないという事です．smoothな場合のように，locally homogeneousな構成ではできないと思います．

(3). Perchikの公式.

Perchikは多分 Bottの弟子だと思いますが，Euler数を与える公式を考えました．weightに付いて足し上げ
る．w は weight です．weight w part は有限次元の cohomology になるので，Euler 数が定義できます．通常
の Euler数を weightに関して足し上げる．generating functionですから，Euler数を係数にして tw を足し上げ
ます．

∞∑
w=0

χ(H∗c (ham2n, sp(2n,R))w)tw

これを computerで具体的に計算しました．n = 1のとき t−2 から始まって，symplectic formが偶数次元の所
に 1個だけあるので係数は 1.

次が t8. t8 の係数が-1, weight 8のときの classが 1個だけ．それが Gelfand-Kalinin-Fuks classです. これが
tの 100乗くらいまで書いてあります．

t−2 + 2 − t8 − t14 − t22 − t28 + t30 − t32 − · · ·

どんどんマイナスが出てきます．こうなっていて，これを見るとどうも規則性は見えない．規則性はみえ
ないが，しかしこれが有限で止まるとは思えない．それが無限次元だろうという一つの experimental な根拠
です．
そして t14 の所に-1 があるのが，坪井さんの学生だった目時さんの 2000 年の博士論文です．Metoki-class

と呼ばれている H9(ham2n, sp(2;R))14 の元を見つけました．9次元の weight 14の所です．目時さんは元を 1

つ見つけただけではなく，
H9

c (ham2n, sp(2;R))14 � R,

1次元であることも証明しました．これは Euler数だけですが，ここまでは cohomologyもありません．我々
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の computerでの計算は，2007年頃にこれの foliated cohomology versionの計算を鈴木さんに頼んだのが最初
だと思います．
この次に出てくるのが Kontsevichの仕事です．
(4). Kontsevichの new view point

これまで述べたように，懸案の問題は非常に難しいものですが，Kontsevichはここに新しい視点を導入しま
した．graph homologyに密接に関連するものですが，その論文には書いてはありません．graph homologyは
第 4回で取り上げます．これから述べることが書いてある論文は 1999年です．Rozansky-Witten不変量に関
する論文で，良く読むと foliationに関する応用が書いてあります．foliationの人には余り読まれていないと思
います．この論文で ham2n の Lie subalgebra

ham2n ⊃ ham0
2n ⊃ ham1

2n

を定義しました．これは Kontsevich の notation で ham0
2n は constant term のないもの全体，さらに ham1

2n は
linear termまでないもの全体です．そうするとこれは hamilton関数の方でいうと ham2n は対称関数の完備化
ですが，ham1

2n, ham2
2n は

ham2n = (⊕∞k=1S kHR )̂ ⊃ ham0
2n = (⊕∞k=2S kHR )̂ ⊃ ham1

2n = (⊕∞k=3S kHR)̂

となります．これが次回からやる Kontsevichの Lie 代数でいうと，Q 上にすると ⊕∞k=2S kHQ は commutative

graph homologyというもので，cg と書くものになります．graph homologyは 1993年の論文で，これは 1999

年の論文で奇妙な事に自分の commutative graph homologyの事は一言も書いていないのです．引用もしてい
ません．その言葉でいうと，ある derivation,多項式代数の derivationの作る Lie代数です．⊕∞k=3S kHQ は c+g と
なります．

3種類 graph homologyがあって, a, c, lです. その中ではある意味で計算は cが簡単とも言えます．簡単とい
うと語弊がありますが，だけど何も分からない．ある意味 a, lはずっと計算は難しいのですが，ある部分そち
らの方がわかっている事が多いです．特に aは Riemann面の moduliに関係する．lの場合は Out(Fn)と関係
があって，そちら側から攻める事はできます．cはこれはなかなか難しい．
計算的には，我々の立場からすると一番簡単．weightが 20まで計算しました．今 22をやろうとしていま
す．4,5年掛かりです．
どういう視点だったかと言いますと，まず foliationが出てきます．F を M上の codiminsion 2n transversely

symplectic foliationとします. そうすると leaf cohomologyという理論があります．これは三松-松元という論
文があります．foliated cohomology．これは何かと言いますと，多様体 M 上に foliation があったとすると，
de Rham complexの中にこの foliationを定義する微分形式の作る ideal I(F )があります．

Ω∗(M) ⊃ I(F )

これは differential idealですから，商を考える事ができます．これを foliationの微分形式と言います．

Ω∗F := Ω∗M/I(F )

そうするとその cohomologyを考える事が出来ます．それを foliated cohomologyと呼んで

H∗(Ω∗F ) = H∗F (M;R)
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と表します．これは一般には計算は非常に難しくなります．idealで割っているのですが，symplectic formが
あって，codimension方向の volume formです．これで wedgeを取ると

Λωn
0 : H∗F (M;R)→ H∗+2n

DR (M;R)

と普通の de Rham cohomologyへ準同型が得られます．こういう準同型があって Kontsevichが何をしたかと
いうと，連続 cohomology H∗+2n

c (ham2n, sp(2n,R))と，Gelfand-Kalinin-Fuksの Hamiltonian foliationの特性類
があって，ここは難しいのですが，Kontesevichは下の図式が可換図式になるように H∗c (ham1

2n; sp(2n,R)) を
考え

H∗F (M;R)
∧ωn

0−−−−−−→ H∗+2n
DR (M;R)x x

H∗c (ham0
2n; sp(2n,R)) −−−−−−→ H∗+2n

c (ham2n, sp(2n,R))

H∗c (ham0
2n; sp(2n;R)からの写像を作りました．constant termを除きました．これを Kontsevichは作りました．

これを作って Gelfand-Fuks cohomology levelで Λωn
0 が well-definedになります. このmeritsが 2つあります．

1つは計算がやさしい．まず表現論を使うと，

H∗c (ham0
2n; sp(2n,R)) � H∗c (ham1

2n)Sp

となります．表現論が使えます．こうなる．こちらの方が計算は易しい．元々の cochain complexで Sp-不変
なものをもってくればよい．H∗+2n

c (ham2n, sp(2n,R))は weightが-1のものもあるので難しい．H∗c (ham1
2n)Sp は

weight 1以上ですから ordinaryなやつはもうないんですね．計算が易しい，これが merit 1です．
merit の 2，こちらの方が大きいと言えますが，ham0

2n は commutative graph homology なんです．従って
Kontsevichの new view pointから transversely symplectic foliationの foliated cohomology classを与えるので
すが，これも Kontsevichですが，これは characteristic classes for odd-dimensional manifold bundles，奇数次
元多様体，特に 3次元多様体から始まりますが，3次元以上の奇数次元多様体バンドルの特性類の役割を果た
します．これも Kontsevichです．さらに，1月に詳しくやりますが，この graph homologyの中に，Vassiliev

invariant に始まる knot の finite type invariant, それを 3 次元多様体に一般化した Ohtsuki 不変量, さらに
LMO-invariant, いわゆる quantum invariant, が sub として入っています．具体的には Garoufalidis-Nakamura

の結果を使って，逆井さん，鈴木さんとの論文の中に書きました．LMO invariant が一つ core の所にあっ
て，tensor 積のもとに，わけのわからない complemetary な algebra に split する．その complementary な所
がどうなるかというと，奇数次元の多様体バンドルの特性類の役割も果たすし，symplectic foliation の leaf

cohomology classの役割も果たす．凄い問題というか大海原があります．我々はまだ非自明な元を 5,6個しか
見つけていません．もちろん，これも無限次元が予想されますが，その予想，この続き，これは来年やります．
commutative graph homologyと 3次元多様体の不変量との関係ですね．

2000年頃の大槻さんの問題集，quantum invariants for knots and links in 3-manifoldsの中でも，Kontsevich

の Lie代数に言及されています．この 10年で少し取っ掛かりが出来ました．沢山問題があるという事を来年
お話しようと思います．今日は最後に三上さんの結果について述べます．

n = 1のとき，7次元のところに Gelfand-Kalinin-Fuks-classがいて, 9次元のところに Metoki-classがいま
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す．ここは wedgeで n = 1ですから ∧ω0 です．

H∗F (M;R)
∧ω0−−−−−−→ H∗+2

DR (M;R)x x
H∗c (ham0

2, sp(2,R)) −−−−−−→ H∗+2
c (ham2, sp(2,R))

まず, Kotschick さんとの共同研究で, さっき言った 2009 年に München に行った時に γ ∈ H5
c (ham1

2)Sp
10 を

構成して γ ∧ ω0 が Gelfand-Kalinin-Fuks-class になる事を証明しました．Gelfand-Kalinin-Fuks-class は leaf

cohomologyと transversely symplectic formの積で書ける．
そして三上さんが γ′ ∈ H7

c (ham1
2)Sp

16 を構成して γ′ ∧ ω0=Metoki class となる事を証明しました．volume

formで weightが 2個下がるから 8と 14で，ここにいます．これは computerで沢山計算したわけですよね．
Metoki-classは leaf cohomologyと transversely symplectic formの積で書ける.

そうすると最後に一言，その 40年来の問題で，Gelfand-Kalinin-Fuks class, Metoki-classが幾何学的に非自
明かという問題の foliated versionを考える事ができます．

H∗(ham1
2)Sp → H∗(BSympδ0(R2, ω0);R)

ここで Sympδ0(R2, ω0)は原点を固定する R2 の area preserving diffeomorpshims,これで discrete topopoogy．こ
れは global diffeoですが，問題をさらに易しくしようとすれば，germにすればよい，その原点における germs．
discrete topologyで考えた分類空間の特性類が，H∗(BSympδ0(R2, ω0);R)でこの写像で，γ, γ′ の像は非自明か?

となります．具体的には，原点を固定する are preserving diffeomorphismの分類空間に exoticな特性類がある
か，という極めて重要な問題になります．

普通の foliationの言葉で言おうと思うと，一枚 leafが指定されているという事でしょうか?

はい，その通りです．leaf上の 5次元 cohomologyとも言えます．これが元々の Gelfand-Kalinin-Fuks-class,

Metoki-classと比べればこの方が少しは易しいのではないかと思います．
最後に石田君の結果について触れます．a1 ⊃ a11 の中に，これの cohomology で Gelfand-Fuks cohomology

自体は Goncharovaが完全に与えています. それはMassey積で書けます．石田君が証明したのは，

H2
c (a11)→ H2(BDiff1

0(R2))

という写像に関して，原点を固定する diffeomorphismで原点で C1-tangent to id.という概念がありますが，そ
のような diffeoの群の 2次元の整数係数 homologyが R2 を含むというのが彼の結果です．germにすると少
し簡単ですが，石田君はこれの globalでやりました．これにちょっと似た所があります．area preservingとい
う条件がありますが，5 次元，7 次元 cycle です．ただやろうとするとほとんど気の遠くなるような話です．
元々の Gelfand-Kalinin-Fuks classだともっと難しいですから，ちょっとは易しくなっていると思います．な
おかつ germにする，ほんの少しだけですが，易しくなっていると思います．
実際これは何かというと，exoticの定義は何かという事はいっていませんでした．exoticの定義は何かとい
うと，通常の特性類は curvatureで記述される．さっきいったように weightが non positiveの所に全部現れま
す．higher jetも含んだ特性類になっている．それが exotic classの定義です．通常の Chern-Weil理論からは
み出ている．higher jet も含んだ形になっていて，意味も全くわからない．これの意味を理解するためには，
cohomologyが 1個あるんですが，自然な cocycleを見つけようとしています，transverse方向に計量を入れて
その計量に関する symplectic, harmonic representativeを計算しようという 2年くらい前からの projectですが，
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なかなか進みません．今の所元々の Gelfand-Kalinin-Fuks-classの論文でも computerを使った representative

ですから，こういうものがあるという存在だけが知られているという事です．Gelfan-Kalinin-Fuksや目時さん
の仕事では cocycle levelでは wedge積になっていません．Kotschickさんとの仕事では cocycleを coboundary

で補正して，cocyle levelで wedge積にしました．三上さんの仕事もそうです．今度は γ, γ′ は cohomologyが
あるというだけですから，それに canonicalな representativeなものを構成して，そうすると higher jetsですが
ちょっとは見えるかもしれません．今日はこれでおしまいにします．foliationについての側面です．次回は 4

回目は Kontsevichの新しい view pointで 3次元多様体の不変量，奇数次元多様体バンドルの特性類．これに
ついてもわからない事だらけです．それはまた来年にします．
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第 4回 2014年 1月 29日

2 3次元多様体の不変量を巡る謎
2.1 commutative graph homologyと 3次元多様体の不変量

新シリーズの 4回目で commutative graph homologyと 3次元多様体の不変量というタイトルでお話します．
まず復習から入るのですが，これを準備していた頃，先週の火曜日 1月 21日．最近，逆井さん,鈴木さんと研
究していて，その中に commutative graph homologyもあるのですが，最初はびっくりの論文がアーカイブに
出ました．それは今日の一番最後に少し言いますが，Willwacherという homotopy代数とか,物理掛かった数
学というか，最近の若手のホープです．この人はチューリッヒ大学の教授になっています．まだ若い人です．
チューリッヒというと ETHが思いだされますが、そちらではありません．この若い人，Willwacher-Živković

の論文がアーカイブに出ました．アーカイブの番号を書き忘れたのですが，1 月 21 日ですね．タイトルは
The dimensions and Euler characteristics of M. Kontsevich’s graph complexes. 我々が研究しているテーマの一
つに深く関連する内容です．commutative の場合に我々は weight 20 まで計算したのですが，こちらはぱっ
と見たら，weight 60 まで計算してあります．初めびっくりしたのですが，今は落ち着いてきました．graph

homologyというのは Kontsevichの 1993年頃の有名な 2つの論文にあります．後でやりますが，Kontsevich

自身，3種類の Lie代数，commutative, lie, associative,それぞれについて個性があって，比較するとそれぞれ
面白い．今日はその一部分だけですがお話します．ますますおもしろくなってきました．問題だらけですね．
その辺の所をおいおい紹介しようと思います．きょうは commutative の場合を扱うわけですが，他の場合も
ちょっとだけ言うと，我々は lieの場合は weight 18まで，associativeの場合には weight 500まで計算できま
した．後者がなぜそんなに weightの大きなところまで計算できたかというと，Gorskyという人,最初は代数
幾何，最近は quantum topologyの若手のホープで，Columbia大学に就職しました．彼の論文の結果は強力な
のですが，それをうまく computerに載せられる良いプログラムが作れたからです．背景にあるのは，リーマ
ン面のモジュライ空間全体のつくる世界が，驚くほど美しい構造を持っていることです．
まずは復習から始めます．前回までは foliationの事をやってきました．
(0) Kontsevich 1999

commutative graph homologyと transversely symplectic foliationの特性類との関係です．Hamiltonian formal

vector fieldの全体，これはまず standardな symplectic vector space上の Hamiltonian vector fieldの全体です．

ham2n = {Hamiltonian formal vector field on (R2n, ω0)}
� R[[x1, · · · , xn, y1, · · · , yn]]/R

= (
+∞⊕
k=1

SymkHR )̂

⊃ ham0
2n = (⊕+∞k=2S kHR )̂

⊃ ham1
2n = (⊕+∞k=3S kHR )̂

具体的には vector 場ですから,
∂

∂xi
,
∂

∂yi
たちの 1 次結合になります．係数が xi, yi 達の形式的べき級数です．

しかし，良く知られているように Hamiltonian関数というものがありますから，R上の形式的べき級数で表す
ことができます．ただし定数は微分して自明な vector場にいくので,定数は moduloします．さらにその下に
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書いたのは表現論的な記述で，これは何かと言うと，直和であって，k が 1から ∞までの symmetric algebra

SymkHR = S kHR の直和になります．ここで

HZ = H1(Σg;Z),HQ = H1(Σg;Q),HR = H1(Σg;R).

表現論を使うときは Q係数のものとします．foliationをやるときは R上でやります．数論的にやるときは Z
上でやります．具体的にはこういうものです．但しこれらは多項式ですから，それを完備化したものです．
この ham2n の部分 Lie代数で ham2n の上に 0と書いたら，表現論的には k が 2から ∞で without constant

term の vector 場のなす部分 Lie 代数 ham2n ⊃ ham0
2n, この差は定数 vector 場です．これのさらに subalgebra

があって k = 3から∞で linear partを取って，without constant and linear termのなす vector場全体が ham1
2n.

ham0
2n と ham1

2n の差は線型 vector場です．こういう風になりまして Kontsevichは，これを考えて次のような
foliationの特性類を構成しました．
まず H∗c (ham0

2n, sp(2n,R)) があって，relative cohomology です．ここから多様体 M 上に F , transversely

symplectic foliationがあったときに，leaf cohomology, foliated cohomology, H∗F (M;R)が定義できます．ここ
に特性類を定義しました．元々の transversely symplectic foliation. そして H∗c (ham2n, sp(2n,R)). これが研究し
たいものです．

H∗F (M;R)
Kontsevich←−−−−−−−− H∗c (ham0

2n, sp(2n,R))

∧ωn
0

y ∧ωn
0

y
H∗+2n

DR (M;R)
GKF←−−−−−− H∗+2n

c (ham2n, sp(2n,R))

ここに ∧ωn
0 という写像があって，元々知りたいのは H∗+2n

DR (M;R) ← H∗+2n
c (ham2n, sp(2n,R)) で，これは

Gelfand-Kalinin-Fuks が考えたものです．特に n = 1 のときに computer で計算して, exotic class, Gelfand-

Kalinin-Fuks-class,さらに目時さんが formalなレベルで発見してMetoki-class，それらを幾何学的に実現する
foliationがあるか，それが大問題でした．これが前回やった 3回目の内容です．
問題としてはまず n = 1 のときに H∗c (ham2, sp(2,R)) が無限次元かというのが大問題であって，具体的に
は weight が 100 くらいまで，オイラー数だけですが，Perchik が計算しました．今なら 500 くらいまでは
出来るでしょうか，やってはいませんが．具体的には Gelfand-Kalinin-Fuks と Metoki が見つかっていて, そ
れらを幾何学的に実現する foliation があるか，前回紹介した Kotschick さんとの仕事や三上さんの仕事で,

Gelfand-Kalinin-Fuks-classとMetoki-classは H∗+2
c (ham2, sp(2,R))にあるのですが，H∗c (ham0

2, sp(2,R))にそれ
ぞれある uniqueに定まる元があって，そこから来るという事を説明しました．そうすると少し易しい問題は，
対応する leaf cohomologyを実現する foliationがあるか，というのが元々のよりは少しは挑戦し易い問題にな
ります．これが前回の復習です．
ここから今日に入ります．まず H∗c (ham0

2n, sp(2n,R)), without constant term の relative ですから，まず表現
論を使って H∗c (ham0

2, sp(2n,R)) � H∗c (ham1
2n)Sp となります．relative ではなく，こうなります．単に Sp と書

いたら Sp(2g;R). Sp 上の module で Sp-不変 part を取ると同型になります．これは spectral sequence を使う
とわかります．そんなに難しくはありません．ここまで来ると graph homology が現れます．Kontsevich の
commutative graph (co)homologyです．
これの一つの役割は，transversely symplectic foliation の leaf cohomology としての特性類です．もう一つ
は，3次元多様体の finite type invariantsです．関連して knotの Vassiliev不変量，Kontsevich積分ですね．そ
れを一般化した大槻さんの homology 3-sphereの不変量，LMO不変量，そして quantum invariantが出てきま
す．こういう二本柱です．3を超える次元については，まだほとんど知られていなくて，渡辺忠之さんが球面
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の場合に得た結果くらいですが，

H∗(BDiffModd;Q),H∗(BDiffModd;R)

奇数次元多様体を fiberとする fiber bundleの特性類，こういうものに役割がある．graph homologyはこうい
う大きな意味が出てきます．これの計算は重要です．いろいろな人が目指していますが，具体的な仕事をして
いる人は余りいません．ただ，さっき言ったように，Willwacher-Živkovićたちは最近びっくりする結果を出
しました．ただし方法は全く違っていて，彼らは graphの数え上げをしています．ある意味で正当的な方法で
す．我々は表現論を使います．それぞれメリット，デメリットがあって，方法は全く違うわけです．我々は先
をこされたのですが，幸いな事に方法は全く違うのに，答えは全く同じです．もちろん，数学ですから，全
く同じでないと困ります．でも，そこは非常にうれしかったです．そしてその根底にあるのは Kontsevichの
ideaです．定義は symplectic幾何の枠組みでやるけれど，その計算は graphでやる．symplecticを全部除いて
graphだけで書いたのが graph homologyです．組合せ的な理論，そういう風になります．Kontsevichもどこ
まで偉大なのか，とやればやる程思います．

(1) Kontsevich

notationは cg, foliationだから今まで nと書いていましたが，これからは gと書きます．ものとしては全く
同じで，Q上で考える graded Lie algebraで

cg =
⊕
k≥0

cg(k)

gと書いたら曲面の種数です．これは graded Lie algebraで,直和である事の degree k partを cg(k)と書きます．
cg(0)から出発して cg の degree k-partは何かというと

cg(k) = S k+2HQ.

HQ の k + 2階の symmetric powerです．全部 Q上でやりますので HQ. 見方を変えると，x1, · · · , xg, y1, · · · , yg

に関する次数が k + 2の homogeneousな多項式全体，そういう Sp-moduleです．これの idealを考えるのが大
事なのですが，

c
+
g =

⊕
k≥1

cg(k)

これは単に k ≥ 1であって degree 0の所を除きます．これが定義です．そうすると

0→ c+g → cg → cg(0)→ 0

ここ cg から degree 0, cg(0) に落とす，これは Lie 代数の homomorphism です．これは定義で S 2HQ, 2 次の
symmetric part,これはよく知られているように，これが baseにある linear part sp(2g;Q)です．この

cg → cg(0)

は Lie代数の全射であって，これは splitする．これは Lie subalgebraでもあります．元々は quotientで，そ
れの kernelが c+g で，これは idealであって cg, c+g に tensor Rして完備化したものが，ham0

2g, ham1
2g です．

0→ c+g → cg → cg(0) = S 2HQ = sp(2g;Q)→ 0
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これは Lie代数といったのですが，括弧積は

cg(k) ⊗ cg(l)
[ , ]−−−−−−→ cg(k + l)

||
y ||

y
S k+2HQ ⊗ S l+2HQ

{ , }−−−−−−→ S k+l+2HQ

となります．S k+2HQ ⊗ S l+2HQ → S k+l+2HQ，これは多項式ですが，k + 2次の多項式と l + 2次の多項式だと
するとこれは Poisson bracket, symplecticの場合の普通の Poisson積になる．定義は前回やったので省略しま
すが，これが foliationと関係します．これは関数と思うと普通の symplecticの場合の Poisson積になります．
これを微分して vector場と思うと，通常の vector場の bracketになります．これを計算するという訳です．

graph homology, Lie 代数には homology が定義されます．前回やりました．g を無限大に飛ばします．
stable homology,これは定義で

H∗(c∞) = lim
g→+∞

H∗(cg).

homology は direct limit と相性がよいのです．これが Kontsevich の commutative graph homology というも
ので，これを計算しなさいという事が Kontsevich自身の論文の中に書いてあります．いつも壁にぶつかった
ときはこれを見るようにしていますが，論文の中に書いてあるのは，It is a challenging problem to compute...

と書いてあります．これは非常に計算は難しい．Willwacherたちは我々より先の計算をしましたが，但し後
で言うように我々は内部構造を研究しています．また，homology はほとんど分かっていません．何を計算
したかというと，Euler 数を計算しています．Euler 数の計算は boundary を計算しなくてよいので簡単なん
です．これは Euler-Poincaréの topologyの一番 basicな ideaです，Euler数は．それを計算しました．Euler

数を計算すると homology類の存在がわかります．しかし具体的な homologyはほとんどわかっていません．
graph homology の dual を取って commutative graph cohomology と pairing にするのが topology の手段．こ
れは cohomologyですからやや注意が必要です．projective limitになって

H∗c (c∞) = lim←−−
g

H∗c (cg)

これは continuousを付けて，continuous cohomologyであって，この二つを計算して，continuousを付けたの
で，答えとしてはこれは単に dualで graded vector space，同じものと言えば同じものですが，両方計算して攻
めながら pairingを取る，これが戦略です．計算は多少違う．両方必要です．ただ Poincaré dualityがあるので
本質的に同じです．
これを具体的にどうやって計算するか．その戦略はなにか．若い人が手で計算しようと思ったら出来るよう
にやります．そうすると chain complex は何か．その前に graph homology H∗(c∞) がどうなるか，c+g の split

extension,さっきの split extension,
0→ c+g → cg → cg(0)→ 0

この extension から定まる spectral sequence が degenerate するという事があります．これが Lie 代数の
cohomologyに関する古典的な事からでてきます．

H∗(c∞) � H∗(sp(2∞;Q)) ⊗ H∗(c+∞)Sp

これに同型になる．退化するので, spectral sequenceの議論から，古典的な結果からこうなる．この cohomol-

ogyを知りたいのです．
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spの stable homologyはよく知られていて，次元が mod 4で 3の球面の直積の homologyです．古典的によ
く知られた部分，

H∗(sp(2∞;Q)) = H∗(S 3 × S 7 × S 11 × · · · )
= E(γ3, γ7, γ11, · · · )

外積代数で degree が 3,7,11,· · · と 1 つずつ生成元があるものになる．問題は，H∗(c+∞)Sp が何か，問題とい
うか大問題です．これを計算しなさい．それからもう一つ古典的に，K 理論では c∞ の替わりに BGL(n;R)

とか BGL(n;C) などの stable homology をやります．そうするとこれらは Hopf 代数になります．それは
stabilizationという事をやると，例えば GLを考えるとわかります．GL(k),GL(l)-bundleがあると，bundleの
Whiteny sumとか tensors積とかの演算があります．bundleの直和に対応して，GL(k) ×GL(l)から GL(k + l)

に準同型があります．そういうものが誘導する分類空間上の写像は k, l を無限大に飛ばしていくと，可換な
Hopf代数の構造を定義します．そうするとMilnor-Mooreの知られた定理から可換な Hopf代数は多項式代数
と外積代数の tensor積になる．同様に H∗(c∞)は可換な Hopf algebraになり，多項式代数と外積代数の tensor

積の形: P(· · · ) ⊗ E(· · · )になります．H∗(sp)はすべて外積代数の部分に行きますが，それ以外の commutative

graph homologyの生成元はどうなるか，primitive elementと呼ばれますが，H∗(c+∞)Sp にどういう生成元が出て
くるか，という問題になります．graphの場合でいうと primitive elementは連結な graphに対応しています．
これらは一般論で lie version, associative versionでも同じです．
それでは chain complexはどうなるか．Chevalley-Eilenberg，定義で k次の chainは k階の外積，Lie代数の

homologyは k階の外積．gは後で無限大に飛ばします．そうするとどうなるかというと

Ck = Λ
k
c
+
g

=
⊕

i1+···+il=k

(Λi1 S 3HQ ⊗ Λi2 S 4HQ ⊗ · · · ⊗ Λil S l+2HQ)Sp

これが chain group. 表現論的にやっているのですが，こういう多項式，symmetric powerの，ちなみに Sp-表
現として既約という事が知られていますが，その外積を計算しなくてはいけません．それの tensor積をして
さらに Sp-invariant partを取る．気の遠くなるような作業です．任意の kについて書くとよくわからなくなる
ので，k が 1 くらいからやってみます．graph がどうやって出てくるかがわかるようになります．これは無
限和です．無限和になるのですが，weight w というもう一つの grading を入れると有限次元になる．これは
Gelfand-Kalinin-Fuks 以来知られている事です．S 3HQ は weight 1, S 4HQ は weight 2, · · · , S l+2HQ は weight

l です．逆に言うと weight l の part は l + 2 次の symmetric power です．そうすると何がわかるかというと，
weightを wと書きますが，i1 は weight 1, i2 は weight 2, · · · で

w = i1 + 2i2 + · · · + lil.

これが各 chainの weightです．boundary operator ∂が weightを保つ事がわかります．boundaryが weightを
保つので chain complexは直和であって

Ck =
⊕

w

Cw
k

Ck
∂→ Ck−1

∂→ · · · ∂→ C1

大事な事は w-partの所は weightの条件が入るので，直和分解

Ck =
⊕

w

Cw
k
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でき，weight wの所は有限 chain complexになります．

Cw : 0
∂→ Cw

w
∂→ Cw

w−1 → · · ·
∂→ Cw

1 → 0

topが Cw
w から始まって, Cw

w−1, · · · ,となって, Cw
k の定義は何かというと，

Cw
k =

⊕
i1 + · · · + iw = k,

i1 + 2i2 + · · ·wiw = w

(Λi1 S 3HQ ⊗ · · · ⊗ Λiw+2S w+2HQ)Sp

これの tensor積の Sp-不変 partのこういう直和です．Cw
0 はゼロ，これは relative homologyであって，それを

c+g の Sp-invariant partをとっていますから，constant partはない．constant partは全体で Qですから．これを
定義だと思えば良いですね，大事な事は有限 chain complexが得られます．これが weight w partの有限 chain

complexであって，w = 0の homologyの部分は知られているので，取ってしまって

H∗(c+∞)Sp =

∞⊕
w=1

H∗(c+∞)Sp
w

こうなります．そして H∗(c+∞)Sp
w は有限次元．有限次元 chain complex の homology ですから有限次元．こ

の辺りは一般論です．具体的に進めていくとどう graph が出てくるかがわかります．有限次元 complex の
homologyですから，これは有限次元．我々はこの Euler数を計算するとき，H∗(c+∞)Sp だと無限次元なので困っ
てしまいますが，weightを考えると有限次元ですから，weightと次元，bigradingにすると Euler数がちゃん
と定義できます．そして weight w の Euler 数を考えると，homology の存在がわかります．graph homology

と Spの表現論の対応，これは Kontsevich,元々はWeylに遡ります．genus 1の SL(2;Q), SL(2;R)の表現を数
え上げるのに使っています．
具体的にやっていきましょう．
w = 1:

まず weight 1の場合，w = 1ですから C1
1，1個しかありません．

C1
1 = (Λ1S 3HQ)Sp

= (S 3HQ)Sp

= 0

S 3HQ,これは既約です．Young図形で書くと箱が横に 3つ．この場合 symmetric partは GLでも Spでも既約
です．weight 1 partはない．不変量がないので，だからゼロ．weight 1はない．

w = 2:

次は weight 2です．weight 4ぐらいまでいくと段々わかってきます．

0→ C2
2 → C2

1 → 0

C2
2 から始まります．

C2
2 = (Λ2S 3HQ)Sp,C2

1 = (Λ1S 4HQ)Sp.

S 3HQ の 2階の外積，S 3 がもしないと，Λ2HQ でそこには symplectic formというものがあります．表現論を
やると段々わかってきますが，奇数次の symmetric powerの外積,そこには 1個ずつ，いわば Jacobi多様体の
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symplectic formのようなもの，1次元だけ Sp-不変なものがあります．

C2
2 = (Λ2S 3HQ)Sp

� Q

C2
1 = (Λ1S 4HQ)Sp

= (S 4HQ)Sp

= 0

従って weight 2の homologyが計算できて，

H∗(c+g )Sp
2 =

 Q ∗ = 2
0 others

となります．これを，graphで表すというのを先取りしますと，3階の外積ですから，homologyが 3個並んで
いるようなものです．Sp-moduleの Sp-不変なものは，Weylに戻りまして全部 intersection numberから来る．
tensorが，曲面の homologyが 6個ある．それが 3個，3個に分かれている．

図 4-a:trivalentな頂点の 2個の図

Sp-不変なものを取るというのは pairingしなさいという事です．ここでまず θ-graphが出てきます．

図 4-b:θ-graphの図

もう 1つあるのは，鉄アレイですね．これは何と呼ぶのでしょうか．

図 4-c:鉄アレイ-graphの図

これは自分自身で contract します．しかしこれは既約ですからゼロ，これはない．graph で表すときは
θ-graphが生成元です．これが Kontsevichの graph homologyの生成元です．symplecticの表現論を全部忘れ
て，commutative graph homologyは全部 graphで書ける．

w = 3: 段々ここに何が表れるかが分かってきます．weight 3でやってみましょう．
これは weight 3 の partition, (1,1,1), (1,2) と (3). (1,1,1) に対応するのは 3 次の chain で，(Λ3S 3HQ)Sp. 2

つに分ける partition (1,2) に対応するのが (S 3HQ ⊗ S 4HQ)Sp. 1 が S 3HQ, 2 が S 4HQ. そして C3
1 が (3) とい

う partition で (S 5HQ)Sp. これ 1 個だけ．Sp の表現論を勉強すると，さっきの Weyl の理論でもよいですが，
intersection numberから全て出てくるという事を考えると全部ゼロ．Sp-不変なものはない．

C3
3 = (Λ3S 3HQ)Sp

= 0

C3
2 = (S 3HQ ⊗ S 4HQ)Sp

= 0

C3
1 = (S 5HQ)Sp

= 0

Spの表現論，一般に weightが oddならば, Cw
∗ は自明．Sp不変なものは何もない．これは基本的にWeylで

す. 曲面の homology 群上に Sp 不変なものがあるかないかは intersection で全てくる．それを使うと weight

が奇数の所には Sp不変なものはない．
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w = 4: weight 4だと 4の partition. weight 4の所をやると段々わかってきます．weight wのところの chain

complexに現れるのは wの partitionの分だけ. Chern数をやるときに nの partitionの分だけ出てきます．そ
れと同じです．
まずは 4の partitionとしては (1,1,1,1).

C4
4 = (Λ4S 3HQ)Sp = Q3

逆井さん，鈴木さんたちとやっているのも，まずは Mathematicaに入っている partitionの数をみます．最
初は少ないですが，weight が 18 くらいになってくると何百となってきます．それは，一方で表現論的には
characterは全部分かっているので式はある．お金と時間に制約がなければいくらでも計算できます．しかし
幸か不幸かお金だけではなく，もっと大事な時間が足りません．この辺は小さいから簡単には見えますが，
weight 20だととんでもない数になります．各項の次元を決定するだけでも表現論の Adams operationとか駆
使しなくてはできません．

C4
3 = (Λ2S 3HQ ⊗ S 4HQ)Sp

= Q

これは (1,1,2)という partition.

次は (1,3)と (2,2)という partition. 4の partitionで 2個に分けるものは 2つ．これに対応して直和が出てき
ます．(1,3)が S 3HQ ⊗ S 5HQ, (2,2)が Λ2S 4HQ,

C4
2 = (S 3HQ ⊗ S 5HQ)Sp ⊕ (Λ2S 4HQ)Sp

= 0

最後に (4)という partitionです．

C4
1 = (S 6HQ)Sp

= 0

ここまでくると weight wが wの partitionの個数の分だけあって，丁度 Chern polynomialのように partition

と対応して，Sp-不変 partが出てきます．これくらいだと手計算で出来ます．これは表現論を使って，

C4
4 = Q

3,C4
3 = Q

で，後はゼロ．そうすると今度は boundary operatorの計算です．∂ : C4
4 → C4

3 を計算しないといけません．
まず S 3H の元が 4個あってその外積 ξ1 ∧ ξ2 ∧ ξ3∧4，Lie代数の boundary ∂(ξ1 ∧ ξ2 ∧ ξ3∧4)ですが，それ
は Chevalley-Eilenbergで bracketを使って表されます．bracketは 2個元を取って，poisson bracketで具体的
に計算できます．Λ2S 3H → S 4H は全射ですから，従って

∂ : C4
4 → C4

3

は全射になります．そうすると homologyが分かります．

H∗(c+∞)Sp
4 =

 Q2 ∗ = 4
0 others

これを段々と続けていって，さっきから言っている commutativeな場合，各成分が全部既約な表現なのであ
る意味一番易しいのですが weight 20まで．これを全て graphの方で書いたのが graph homologyで，さっき
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言ったWillwacher-Živkovićは graphの方で graphの数え上げをして，表現論は一切出てきません．generating

function, それを捕まえて weight 60 までやりました．これを全部 graph の言葉にしたのが，Kontsevich の
graph homology です．graph がどう出てくるか，表現論との絡みで graph による記述, Sp-不変 part の記述
です．
まず top homologyを知りたいと思ったら，weightが偶数，weight 2n，

C2n
2n = Λ

2nS 3HQ

これは partitionで言うと (1, 1, · · · , 1). topの所は trivalent graphで 3次の tensorが 2n個あるわけですから，

図 4-d:2n個の trivalent verteiciesの図

各頂点から homologyが 3本出ている．これを contractするやり方ですから，対応する頂点を結んで trivalent

graphが出てきます．逆に trivalent graphがあると，Sp-不変 partが出てきます．orderingとか関係ない事がわ
かります．trivalent graphで with 2n verticesがある毎にこれが記述できる.

次は
C2n

2n−1 = (Λ2n−3S 3HQ ⊗ S 4HQ)Sp

こちらはどうなるかというと，下は 2n− 2個 trivalentの頂点があって 1個だけ valencyが 4の頂点がある．こ
れを contractする．

図 4-e:2n-2個の trivalent verteiciesと valency=4の頂点の図

以下 partitionごとに valencyがいろいろと出てきます．graphがあって，Kontsevichは c∞ の homologyと
trivalent 以上の graph の homology を定義しました．Sp-module の homology と graph homology．graph に
orientation が定まり，oriented graph の生成元から, boundary operator，poisson bracket から誘導されるもの
を graphical にした．これは全部 Kontsevich です．こういうものをやって symplectic を全部忘れて，これを
commutative graph homologyと名前を付けました. これを計算するというのが challenging problem. 分かって
いるのは Euler数で，先ほども言いましたが，本当に分かっている homology，それは数える程しかありませ
ん．それを数え上げるというのは，foliationの特性類だけではなく，3次元多様体の有限型不変量，そして奇
数次元多様体の bunldeの特性類に寄与するだろうというのが，Kontsevichの perspective．graph homologyの
定義はいろいろな人が書いていますし，Kontsevich自身も書いていますので，詳細は今日はやらない事にしま
す．ただ top のところだけ表現論との関係が完全に付きますので，そこだけ (Λ2nS 3HQ)Sp について説明しま
す．我々の計算で言うと topの所，これが一番難しい．moduleとしては一番簡単ですが，weight 1の所の解
析ですから一番簡単に見えますが幾何学的には一番難しい．Adams operationなどを動員してやります．
時間の都合で，突然ですが，有限型不変量に出てくる代数，A(∅), A(S 1), これとの関係をちょっと言いま
す．これらの定義から言います．定義は，この notation はそもそも誰かは私はわかりません．これは元々は
Vassilievの 1990年頃の仕事からです．それを受けて 1992,3年に Kontsevich積分というものが導入されまし
た．その各項から Vassilievの意味の finite type invariantが出てきます．これが Kontsevichの Fields賞の授章
業績の一つです．もう一つはWitten予想の解決です．A(∅), こちらは 3次元多様体の方です．こちらは大槻
さん，1996 年頃 homology 球面全体の不変量を定義し，homology 球面全体の生成する空間に filtration を入
れました．そして 1998年有名な LMO不変量，そして 3次元多様体の量子不変量．そういうものがあって，
これと graph homologyが密接に関係して，というか topの homologyとほとんど同じ．定義は何かというと，
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流儀はいろいろありますが，Q上の多項式代数であって

A(∅) = Q[vertex oriented, connected trivalent graphs]/(AS )(IHX)
= Q[connected trivalent graphs without an orientation reversing isomorphism]/(IHX)

modulo AS relation, IHX relatin,とします．これが定義です．∅は何かというと，ここには 1次元多様体が入
るのですが，それが空集合．A(S 1)の方は S 1 上に chordを付けるものです．vertex orientedとは何かという
と，trivalentですから，平面への localな embeddingを定義する. AS relationというのは，orientationは各頂
点 2種類あるのですが，ひっくり返すとゼロ．これが AS relation.

図 4-f:AS relationの図

ついでに IHXを書きますと，

図 4-g:IHX relationの図

ちなみにこれは Jacobi identityに対応します．これが定義ですね．連結な trivalent graphで vertex oriented,

但し mod AS relation, IHX relationというわけです．Kontsevichの graph homologyは vertex orientedにしな
いで，commutativeの場合は全体の orientationを定義して，Kontsevich流に書くとすると，without orientation

reverse isomorphism. graph の orientation は各点で 2 通りあります．orientation reverse isomorphism は，
orientationを何か 1つ固定したとき，それを逆にする isomorphismがあるか．これが AS relationに対応しま
す．こういうものが出てきまして，これに沿って Gaussの linking numberを大幅に一般化した Kontsevich積
分が出てくるわけです．それを大槻さんは 3次元多様体の不変量へ拡張し，そして葉廣さんの clasper surgery,

どこで surgeryするかで graphが出てきます．
これは今日の後半でやります．と言っても後 20分ですが．topだけやります．ここで commutativeでやっ
ています，lieや associativeは今日はやらないのですが，比較のため少し述べます．これは symmetric product

ですが，3階の外積にしたらどうなるか，(Λ2nΛ3H)Sp,これは非常に面白い．これは何に出てくるかというと
Riemann面（1点付き）の moduliの tautological algebra R∗(Mg,∗)と呼ばれるもので, 1990年代に河澄さんと
一連の仕事をしました．そこに出て来たものです．symmetric power と違うのは，Λ3H は既約にならない．
Λ3H ⊃ ω0 ∧ H が submodule として入るので，それで割ると既約になります．(Λ2n(Λ3H/ω0 ∧ H))Sp でこれ
は R∗(Mg)が対応していて，graph homologyでは Lie graph homologyというものが対応しています．これも
Kontsevichです．これは top homologyですが，自由群の外部自己同型群の cohomology H∗(OutFn;Q)と 1対
1というのが，Kontsevichのびっくり定理（lie version)です．Kontsevichの graph homologyの立場からする
と自由群の外部自己同型群と関連しますが，一方でこれは Johnson準同型の丁度 targetです．第 1Johnson準
同型の targetで，その生成する lowest weight homologyと写像類群の cohomologyが対応していて，この差と
いうものも面白い．
それはともかく top homology と graph homology との関係をこの 3 つでやります．一番難しいのは

commutative. ある意味一番易しいのは lie.（ただし，あくまで今考えている観点からだけのもので，全体とし
てはこれが一番難しいものだと思いますが）graph論的には難しい，(Λ∗S 3HQ)Sp が何次元になるかというのが
大問題です．

1. (Λ∗Λ3H)Sp

2. (Λ∗(Λ3H/ω0 ∧ H))Sp

3. (Λ∗S 3HQ)Sp
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さっきのように trivalent graphであって，3階の外積．同じ trivalent graphが (Λ∗Λ3H)Sp，ここでも使われ
ています．上の 2つについては 1990年代，graphを使って同型対応を示しました．これは基本的にWeylの
表現論を使って

(Λ∗Λ3H)Sp � Q[connected trivalent graphs]

一番簡単．連結な trivalent graphの生成する多項式代数と同型です．
次のやつがどうなるかというと，

(Λ∗(Λ3H/ω0 ∧ H))Sp � Q[connected trivalent graphs without loops]

これらは graded algebraになります．これらは易しいというわけでは全くありませんが，数列を調べるサイト
に，次数が小さい方の次元を計算して入れてみるとヒットします．二つとも名前がついている数列です．とこ
ろが commutativeは，

(Λ∗S 3HQ)Sp � Q[connected trivalent graphs without orientation reversing isomorphism]

と同型と思われます．ここで orientation reverse isomorphism というものですが，そこからどうなるか，ま
ず without loopsが出ます．なぜならば，loopが 1個でもあると，そこで反転する事ができます．orientation

reverse isomorphismができます．だから次元は小さくなります．

図 4-h:loopの図

次元を計算していくと，頂点の数が 2, 4, 6 くらいまで書きます．まず連結な trivalent graph を考えましょ
う．loopがあるものはやりません．

• 頂点数=2図 4-i:θ-graphの図
• 頂点数=4図 4-j:2つの graphの図
• 頂点数=6図 4-k:6つの graphの図

頂点数 2は θ-curve. 頂点数 6になると新しいものがシリーズで出てきます．
頂点の数が増えれば増える程 graphの数は，べらぼうに増えていく事がわかると思います．そうすると次元
が計算できます．(Λ2Λ3HQ)Sp の次元，(Λ2(Λ3HQ/ω0 ∧HQ))Sp の次元, (Λ2S 3HQ)Sp の次元，です．それぞれ 2,

4, 6くらいまで計算しようとすると graphを見るとわかります．

頂点数 2 4 6 8 10 12 · · ·

(Λ2kΛ3HQ)Sp 2 8 31 140 722 4439 · · ·

(Λ2k(Λ3HQ/ω0 ∧ H))Sp 1 3 9 32 135 709 · · ·

(Λ2kS 3HQ)Sp 1 3 7 24 86 426 · · ·

(Λ2Λ3H)Sp で頂点数 2の所は，θ-graphに加えて鉄アレイがあるから 2次元．
(Λ2(Λ3H/ω0 ∧ H))Sp,ここは 1次元．loopがあるかないかです．
(Λ2S 3HQ)Sp，ここはどうなるかというと，without orientation reverse isomorphismなので，θ-graphだけで

1次元．
頂点数 4の所です．連結ですと，graphは 2個ですが，これも多項式代数ですから θを disjointに 2つ並べ
たものも入ってきます．だから (Λ4(Λ3H/ω0 ∧ H))Sp は 3次元．orientation reverse isoがなさそうだというの
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は直感的には明らかですし，これぐらいなら具体的に全部数え上げれば自己同型は計算できます．(Λ4S 3HQ)Sp

も 3次元あります．
6 頂点の trivalent graph で without loop が何個あるか．新しい元が 6 個あって，ですから 6+2+1=9 で 9

次元．それで今度，(Λ6S 3HQ)Sp にすると，今の数え上げの中で orientation reverse iso を持つものを取り除
く．graph 理論の人に取っては非常に難しい．今の数え上げの中である自己同型（今は orientation reverse

isomorphism ですが）があるかないかを確認してはずすというのは非常に難しい．ちょっと実験をします．
(Λ6(Λ3H/ω0 ∧ H))Sp と (Λ6S 3HQ)Sp, ここですでに差が出てくるのですが，6個で orientation reverse isoがあ
るかないか，これは数学科というよりは情報の学科でしょうか．orientation reverse isoをもつものを見つけろ
という問題で，答えをいうと，

図 4-l

これが orientation reverse isomorphismがある．書いたらすぐ納得すると思います．reverse isomorphismが
出てきます．2個出てくるから 7次元になります．どんどん自由度が上がって，graphとしての同型，これは
数え上げが，興味と時間のある人は，computerでプログラムを組んでみて下さい．これは難しいんですよね．
我々は表現論を使っています．特別な graphの自己同型があるかないか，それは非常に難しいのです．頂点
数が大きくなってくると，特別な自己同型を持たない方が圧倒的で，graphの数え上げは厳密な答えを得るた
めには必要ですが，asymptoticな動向の決定には必要ないだろう，ということが期待されますが，厳密な証明
がある訳ではありません．
さっきの数列のサイトにいれると，(Λ∗Λ3H)Sp と (Λ∗(Λ3H/ω0∧H))Sp，graphと言っていましたが，graph論
の人はmulti-graphと，単体複体にならないので，trivalent multi-graphで，こっちはmulti graph without loops.

これらの次元は数列のサイトでヒットしますが，(Λ2kS 3H)Sp はヒットしません．weight 20まで計算してあり
ますが，その先どうなるか，ちょっと舌足らずになりました．具体的な homologyで知られている事を言おう
かとおもいましたが，最後にもうちょっとだけで，3次元多様体の有限型不変量でこの A(∅)の次元を決定す
る事は大問題です．大槻さんの 2002 年の GT monograph の問題集でも取り上げられています．ここまで分
かっているという事を言っておきます．ちなみにこれは何に依っているかというと, Garoufalidis-Nakamuraの
仕事を使って，我々の論文の中に詳しく書いてあります．これは同型である事の topの homology,

A(∅) �
∞⊕

g=1

H2n(C2n
∗ )

さっきの chain complexの homology,一番最初のやつを全部加えたもの，これが 3次元多様体の有限型不変
量の空間です．これは大槻さんの問題集，これは GT monograph 2002,大槻さんの HPに行くと updateされて
います．これは多項式代数，生成元の個数を決定する事が重要です．valency，weightの半分ですが，k = 1

2 w

に関して,知られている所まで書いておきます．
A(∅)の次元：

k = 1
2 w 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

生成元の個数 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 9 ?

次元 1 2 3 6 9 16 25 42 65 105 161 ?

生成元の個数が分かれば，多項式代数の次元はすぐにわかります．これが 2002 年のものなので，2014 年

52



に入ってもう 12年も経っていますが，どうやら，161の次は未だにわかっていないようです．T. Willwacher

and M. Živković,は weight 60まで計算したから，これが延びたかというと Euler数しか計算していないので，
残念ながら top homologyについては情報は延びません．ここで次の同型が成り立ちます．

Theorem 2.1 (Morita-Sakasai-Suzuki).
H∗(c+∞)Sp � A(∅) ⊗ E.

あとは繰り返しになりますが，Kontsevich が言っているように graph homology, これ自身が mysterious で
す. graph 論的には trivalent graph の生成する多項式代数を (AS )(IHX) で割った代数の次元を計算しなさい．
Eについては具体的な計算，構成がありません．全くわかっていませんが，確実に正しいと思われる予想は，
Eは無限生成という事です．これが有限生成で終わるとは思えない，これの Euler数が，我々の計算したとこ
ろでは，ずっとマイナスですが，A(∅)と E,どっちが強いか，asymptoticにはどうなるか．実験的に正しいよ
うに見えるのだがわかりません．3 次元多様体の量子不変量，LMO 不変量が betti 数が上がっていくと，威
力がやや減ってくるようですが，homology球面の場合はどうか．foliationの特性類については, unstableです
が，Gelfand-Kalinn-FuksとMetokiが Eから出てきました．unstableな場合にも意味があるわけです．
ちょっと超過しましたが，あとここら辺りの計算は，大槻さんの論文を見ればわかります．どうも一番最
初にやったのは D. Bar-Natan and B. McKay のようです．McKay 対応の McKay とは違う人です．2001 年
Bar-Natanの HPに書いてあります．次にやったのは，Gerlitsの博士論文，この人は Vogtmannさんの学生．
次が J. Conant, F. Gerlits and K. Vogtmann,これが自明でない事を示してきて，2012年Morita-Sakasai-Suzuki，
2014 年 T. Willwacher and M. Živković, これが知られている結果の全てです．Kontsevich にして challenging

problemとして具体的に構成することをあげているし，さらにその意味，これは 3次元多様体にとって意味が
あるのかどうか．Kontsevich,彼自身は具体的な計算には興味はなさそうですが．foliation, 3次元多様体の不
変量の双方にとって知りたいのは

H∗(c+∞) � A(∅) ⊗ E

この homologyです．
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第 5回 2014年 2月 19日

2.2 homology 3球面の homology同境類のなす群

新シリーズの 5回目という事で，homology 3球面の homology同境類のなす群，というタイトルでお話し
ます．いきなり中身に入ります．

(1)
Θ3
Z = {homology 3-sphere W3}/H − cobordism C∞(Top)

homology 3 球面，Zは省略する事もあります．closed oriented integral homology 3-sphere, W3 と書く事に
します．その全体を H-cobordismという relationで割ります．smooth categoryと topological categoryがあり
ます．何も言わなかったら smooth category, smoothな homology cobordismです.

定義を念のため書きます．2つの homology 3-spheres W,W ′ に対して，

W ∼H W ′

であるとは，4次元 compact oriented C∞-manifold M が存在して，M は homology S 3 × I であり，かつその境
界が

∂M4 = W ∪ −W ′.

こういうときに homology cobordant と言い, W の homology cobordism class を [W] と書きます．群構造は
connected sum,単位元は [S 3],逆元は orientation reverseしたもの．この群については，微分 topologyで，前
のシリーズで歴史的な事をお話しましたが，ある時期から非常に大事な群である事が認識されています．
後で詳しく言いますが，2013年のManolescuの研究 [85]，大きな breakthroughがあって，謎が 1つ解けた
のですが，まだまだこの群に関しては mysterious,分からない事も数えきれない程あります．
それで歴史的に少し言います．この群について最初に分かった事は，Rohlin不変量というものがあって，そ
れが全射準同型

Rohlin : Θ3
Z ↠ Z/2

を与えるという事です．homology球面W3があったとき，3次元の cobordismは自明ですから M4で ∂M = W

となるものは存在します．さらに M は単連結，そして spinに取れます．そうすると M の signatureは 8で割
れて，そのmod 2を取ります．これが Mの取り方に依らず，W の Rohlin不変量 µ(W)です．これは homology

cobordism不変であり Θ3
Z からの全射準同型を与えます．具体的に µ = 1になるものは Poincaré homology球

面があります．
ある時期，これは同型ではないかと，予想というより淡い希望のようなものがありました．しかし，そう
ではないという事がわかりました．Casson不変量もそういう中で出てきたものです．それは一番 drasticな可
能性：homotopy 球面で Poincaré 予想の反例があるかという問題に否定的な解決を与えたのですが，最近の
Thurstonの programの完成，最終的には Perelmannの仕事により，結局は homotopy 3球面は S 3 である事に
なりました．
その次の breakthroughは 1990年 Furutaさん,やや遅れて Fintushel-Stern. 彼らは何を証明したかというと，

gauge理論を使って Θ3
Z は ∞-rankである事を証明しました．そして淡い期待は消えてしまいました．∞-rank

です．
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それよりも前に問題としては，全射 Θ3
Z ↠ Z/2 がある訳ですが，これが split するかというものがあり

ました．Rohlin が split するという事は Θ3
Z に order 2 の元があるという事になります．この split するため

の必要十分条件が，任意の compact topological manifold が三角形分割可能，但し closed の場合は 5 次元
以上，境界のある場合は 6 次元以上，というのが，松本尭生さん, Galewski-Stern の，ほとんど同時の仕事
です．松本尭生さんの方は Siebenmann の所での Doctor 論文．位相多様体の三角形分割可能性については,

Kirby-Siebenmann の 1969 年の仕事が triangulation の obstruction theory を確立しました．ただし，これは
piecewise linearな triangulabilityに関する障害理論だったのです．これで残されたのは combinatorialな条件
を除いての triangulability. 結局は位相多様体は単体複体になるのではないかという問題でした．微分 topology

の最後まで残った大問題です．
これが決定的に解かれたのが 2013 年 Manolescu, そして答えは No, Rohlin は split しない．だけど一番理
解しやすい形では Rohlin不変量が非自明な 2-torsionはない事がわかったのです．しかし一般の 2-torsionも
含めて，torsion がないかどうかまではわかりません．これは mystery のままです．その corollary として，
non-triangulable topological manifolds は豊富にある，全ての次元で存在する．さらに，acyclic な多様体で
non-triangulableなものも豊富にあることが，Manolescuの仕事の系として，他の人によりすぐに示されまし
た．non triangulableな多様体がもしあれば，それらにいろいろな性質を持たせることができるということは，
いろいろな人が仕事をしていました．
最初の問題は大きな breakthroughがあって解決して，これらは分かったけれど，それでもこの群 Θ3

Z はほと
んどわからないと言ってもよい．具体的には全射準同型 Θ3

Z → Zは存在するか．これは大問題です．naiveに
考えると ∞-rankですから無限にある事が期待されます．だけど全然分からない．Qみたいになっていたら存
在しないわけです．今の所一つだけ Froyshovが SO(3)-gauge理論を使って全射を構成しました．Zは freeで
すから全射があれば splitし，direct summandとして Zを持っています．
一方で最近の強力な Ozsváth-Szabóの理論があって，corollaryとしてこの人たちも Zへの全射を作りまし
た．ただこの 2つは同じではないかと予想されています. 従って，2つは独立な準同型である可能性はありま
すが，確定しているのは 1個だけです．
さてこの群は abel群で，さらに∞-rankが分かっていますから，大問題として次が上げられます．
大問題:

• Θ3
Z に torsion elementは存在するか．

• Zへの全射は沢山存在するか.

• あるいは逆に divisible elementがあるか.

こういう問題が何も分かっていません．たとえば最後の問題について naiveに考えると，多様体の cobordism

ですから，割れるというのは考え難いですが，しかし何もわかっていません．どうやっていいかわかりません．
Zへの全射としては candidateはもう 1個あって，大分前の仕事ですが Savelievの不変量 ν(W)，彼の論文
に従ってこう書きます．

ν(W3) =
1
2

8∑
i=1

(−1)
i(i+1)

2 rankHFi(W3).

上記の総和の部分を通常の +,−,+,−に替えると，Taubesの仕事から Casson不変量の 2倍が出てくることを
使うと，上記の総和の部分は 2で割れます．ここで最近 Floer homologyというと Heegaard Floer, Lagrangian

Floerですが,これは Instanton Floer homologyです．もう一度詳しくいうと，符号は Euler数は +-+-ですがこ
の場合は ++- -です．2で割れるというのは Taubesの仕事で, mod 2で Casson不変量と同じになる．+-+-で
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やると Cassonの 2倍になるというのが Taubesの仕事です．これは ++- -ですから mod 2で同じ．
Savelievは，νは homology cobordism不変ではないか，つまりそれは全射準同型

Θ3
Z ↠ Z

を与えるのではないかと予想しています．ところで Poincaré homology 球面の値は 1 になります．したがっ
て，もしこれが正しければ Manolescu の結果の極めて分かりやすい別証明となるわけです．ただ homology

cobordism不変かどうかはわかりません．
そしてこれは古典的な微分 topologyの手法を使って定義される Neumann-Siebenmann不変量, 1970年代の
仕事です．gauge 理論を使って，Fukumoto-Furuta-Ue 不変量，これらは homology 球面全体には定義されて
いません．Seifert homology球面に対して定義されています．難しいのは hyperbolicな homology球面で定義
されていない．Seifert homology球面上は一致していて，予想としてはここら辺りがうまくかみ合って Zへ全
射が出来るのではないか，これが 1つの可能性です．まだ解決されていません．gauge理論は強力なわけです
が，我々は gauge 理論ではなくて algebraic topology で，しかも無限個，これを作ろうというのが目標です．
それを後半でお話します．
これと関係する knotの concordance group C について Levineの 1969年, Invent. Math.に出た基本的な仕
事があって，それから 40年以上経ちました．連綿と順調に研究が続いて，最近の大定理，J. Homのプレプリ
ント [81]が 2013年 10月に出ました.　一言で言うと，C も able群で，極最近まで direct summandは Zが 3

個まででしたが，Z∞ を direct summandとして含む事を証明しました．C と比較して Θ3
Z は難しいですが，機

が熟しつつあると思います．
古典的には knot cobordism, knot concordance,定義は簡単であって，これも smooth categoryと topological

categoryとありますが，まず smoothでやります．

C = {knots}/C∞ − concordance.

向き付けられた結び目 K,K′ ⊂ S 3 が knot concordantであるとは，K ⊂ S 3 × {0}, K′ ⊂ S 3 × {1}と考えて，S 3 × I

の中に S 1 × I が埋め込まれて ∂(S 1 × I) = K × {0} ∪ −K′ × {1}となる事です．
群構造は connected sum で入ります．逆元は mirror image です．knot の topological category での concor-

danceでは locally flatを仮定します．
1969 年に Levine の仕事があると言いましたが，そもそも一番最初は Fox で figure eight knot の knot

concordance classは非自明で order 2.　最初から 2-torsionがある事がわかっています．そして Fox-Milnorと
いうのがあります．1966 年, これが knot concordance を定義した．そして C は Z/2 と同型というのが一瞬
はあったかもしれませんが，そうではないと示したのは村杉先生です．knotの signatureを使って，trefoilは
∞-orderであることを証明しました．すぐに無限群である事がわかりました．
それで歴史的に，1969 年 Inventiones に出た有名な Levine の論文．彼も残念ながら亡くなってしまいま
した．今古典的な knot concordanceの話をしていますが，彼は一般の codimension 2の knotで Seifert曲面，
Seifert形式の理論を展開して，代数的な不変量を研究した第一人者です．そしてその理論は古典的な classical

な knotでも通用します．彼の大定理は，

C → Z∞ ⊕ (Z/2)∞ ⊕ (Z/4)∞

という全射を定義して，高次元の奇数次元ではこれが同型という事です．古典的な所だけが例外です．
differential topologyでは位数 2というのは他と比べて特異というのが常識で，特別な所です．代数的に Seifert
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form から定義される Z∞ への全射は signature, (Z/2)∞ への全射は Arf invariant. (Z/4)∞ へは一言では言いが
たいのですが，全体として ZのWitt群というのを考えると Z∞ が出てきまして，QのWitt群というのを考え
ると (Z/2)∞, (Z/4)∞ が出てきます．こうなりましてこれもしばらくの間，classicalな場合にも同型かというの
が期待されました．それがそうではないというのが，有名な Casson-Gordonの仕事，Casson-Gordon不変量
です．これもWitt群の言葉で言うと，C(t)のWitt群に対応しています．Levineというのは人の名前ですが，
この講義ではしばらくこの準同型も Levineと呼ぶ事にします．

1975年 Casson-Gordonは準同型写像

Levine : C → Z∞ ⊕ (Z/2)∞ ⊕ (Z/4)∞

は isomorpshism ではない事を証明しました．その Ker を detect するのが Casson-Gordon invariant です．そ
の後，Jiangという人が

Ker(Levine) ⊃ Z∞

を証明し，さらに Livingstonが Kerに torsionが存在する事

Ker(Levine) ⊃ (Z/2)∞

を証明しました．
古典的な場合と高次元の奇数次元の場合と決定的に違うという事が，Casson-Gordon 不変量でわかったわ
けです．しばらくの間はこれで尽きるのではないかという予想がありました．これが例によって Freedman

1982年, Donaldson 1983年の革命的な仕事で，革命的な展開を迎えたわけです．特に knot concordanceにつ
いて，Freedmanは何をしたかというと，Alexander多項式，knot theoryで一番最初に出てくる不変量．最近
は twisted Alexander多項式，3次元多様体にとってなくてはならないものになっています．Freedmanが証明
した事は,

Theorem 2.2 (Freedman). Alexander polynomialが自明ならば，topological categoryでは slice．すなわち knot

concordance群の中で自明になる．

また次も Freedmanの大定理です．

Theorem 2.3 (Freedman). 任意の homology 3-sphere W3 は compact contractible topological 4-manifold M の
境界になる．

従って topological categoryでは
Θ3
Z(Top) = 1

となります．これは今日の最後に smooth categoryで不変量を沢山構成するときの足がかりになります．
私は結び目の専門家ではありませんが,しかし Θ3

Z の研究を進めていく上で，C と比較する事は非常に大事
です．技術的というより概念の上で大事です．Livingstonが非常に良い surveyを書いています．彼自身が何
を証明したかというと

Ker(Levine)↠ Z

つまり direct summand として Z が 1 個ある事を証明しました．これは革命の後で gauge 理論を使います．
Levineの仕事は algebraicですから，

Levine : C → Z∞ ⊕ (Z/2)∞ ⊕ (Z/4)∞
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は topological categoryを factor

Levine : C Top → Z∞ ⊕ (Z/2)∞ ⊕ (Z/4)∞

します．
C ↠ C Top

は定義から全射ですが,この Kerを CTS , TSは topologically slice，と書いて

0→ CTS → C → C Top → 0,

topologicalには locally flatな diskを boundするような smooth knot concordanceの群です．一方 Θ3
Z(Top) = 1

ですから,
Θ3
Z → Θ3

Z(Top)

の Kerは全体です．これは Freedmanの仕事です．knot concordanceの場合は差が出てきます．
ここら辺りで使われる理論は Donaldson, Seiberg-Witten, Thurston-Bennequin, Ozsbáth-Szabó. 革命的な事
があって，どんどん新しい事がわかってきました．Livingston の Ker(Levine) から Z へ全射がある．これが
最初ですが，さらに最近 Cochran-Orr-Teichnerの一連の仕事があります．目覚ましい進展で Ann. Math.に出
版されています．smooth knot concordance groupに filtrationを入れました．これはなぜそうなったかは知り
ませんが，half-integer の filtration です．最初 0,1,2 とやったら間に出てきたのでしょうか．1.5 までいくと
Casson-Gordonが消えます．

C ⊃ F0 ⊃ F0.5 ⊃ F1 ⊃ F1.5 ⊃ F2 ⊃ F2.5 ⊃ · · ·

F0 = Ker(Arf),F0.5 = Ker(Levine),Ker(Casson-Gordon) ⊃ F1.5, · · ·

von Neumann η-invariant というものがあって，これを使って定義します．彼らの主定理は，この filtration

の任意の graded quotients，これは無限個ありますが，これらは全て∞-rankだということです．こういう大定
理を証明しました．Casson-Gordonがなくなってもさらに無限個の不変量がある．極最近です．これでかなり
分かって来たように思うのですが，

0→ CTS → C → C Top → 0

がありますが，CTS について何か分かったかと言いますと，実はほとんど何もわかっていません．

Levine : C Top → Z∞ ⊕ (Z/2)∞ ⊕ (Z/4)∞

は CTS 上ゼロです．他の不変量はどうかというと，Casson-Gordon もゼロです．Cochran-Orr-Teichner もこ
こでは自明になります．
これについて最初に分かったのは，この群はそもそも自明でない

C Top , 0,

1988年 Akbulut-Cassonの仕事です．何を使ったかというと Donaldsonの gauge理論．何をしたかと言うと，
Alexander polynomial ∆K(t) = 1,従って Freedmanの結果から topologically sliceだが，smoothには sliceでは
ない結び目 K が存在する，これを証明しました．次にわかったのは，1995年，Endoさんの仕事で，この群は
mysteriousな群だったのですが，

CTS ⊃ Z∞,

58



特に ∞-rankである事を gauge理論を使って証明しました．これは Θ3
Z における古田さんの仕事に対応してい

ます．
ちなみに CTS がゼロでないという事が exotic R4 の存在と対応しています．絶対的空間であることを信じて
来た Rn に exotic R4,ここだけ exoticがあるというのは嘘でしょうという気が最初しました．これは数学が非
常に深い所まで到達できるという事を示していると思います．
これでは終わらなくて，2004年，再び Livingston，これは Froyshovに対応していて，splitする全射準同型

CTS ↠ Z,

が存在し direct summand として Z が入っています. ここで使ったのが Ozsváth-Szabó invariant τ です．これ
は 10年前ですが，2007年に Manolescu-Owens，独立に 2008年に Livingstonが，独立な 3個の不変量が存
在し，splitする全射準同型

CTS ↠ Z3

が存在する事を証明しました．3個というのは，

• Ozsváth-Szab τ-invariant

• Rasmussen:s-invariant

• Manolescu-Owens:δ-invariant

です．全部 gauge 理論を使っています．この 3 個が独立にある．CTS , これは多様体から来る abel 群なので
divisibleなんていう事はないと思いますので，Z∞ への全射が存在する事が期待されていました．それを 2013

年に Jennifer Homが Knot Floer complex，これは彼女の言い方ですが，元々は Ozsváth-Szabó theoryから来
る理論を使って次を証明しました．

Theorem 2.4 (Hom). splitする全射
CTS ↠ Z∞

が存在し，Z∞ は direct summandになる．

これが Hom の定理です．論文にはこれの corollary と書いてありますが，直接の corollary というよりは，
このテクニックを使うという意味だと思いますが，次が証明できます．

Corollary 2.5. Ker(Levine)は Z∞-summandを含む.

Ker(Levine)の方がこの部分群より大きいわけですが，Ker(Levine)ですでに Z∞-summandがある．これで
非常に分かってきました．この辺りは Livingstonの surveyを見て下さい．これを念頭にある程度似た展開に
なっているのではないかと思い, Θ3

Z に戻ります．
さっき書きましたが，もう一度改めて書きます．
大問題：

• torsionは存在するか．
•（沢山）全射準同型 Θ3

Z ↠ Zは存在するか．
• divisible元は存在するか．任意の数，あるいは 2のベキでどんどん割れるような元は存在するか．

torsionは非常に難しい問題ですが，knot concordanceの研究の流れをみると全射準同型 Θ3
Z ↠ Zの構成が
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次に来る問題だと思います．gauge理論の人は当然 attackしているでしょう．そして非常に難しい問題である
が，機は熟してきたのではないかという事です．ここで homology cylinderの理論を使おうというわけです．

(2) これを踏まえて Θ3
Z ⊂ Hg,1 を調べる．homology cylinders は元々逆井さんに教わった理論です．

Garoufalidis-Levine が始めて，その根底には Habiro さんの 1999 年，GT に出た大論文があります．これ
とは独立に Goussarovさんの理論があります. Goussarovも残念ながら亡くなりました．このHg,1 を定義した
のは，Garoufalidis-Levine, Levineさんも残念ながら亡くなりました．亡くなる 10年くらい前からかなり頻繁
にメールのやりとりをしました．
改めて書きます．homology cylinder は何かというと，cylinder ですから homological には Σg,1 × I, 但し写
像類群の場合もそうですが，技術的な理由で基本群を freeにするとよいので，Σg ではなく Σg,1 で考えます．
homologicalには Σg,1 × I となる多様体です．但し境界は 2つの Σg,1 です．それを homology cobordismで割っ
たもの全体のなす群です．だから smooth と topology と 2 つあります. これを比べる所から全てが始まりま
す．何も書かなければ smoothです．ここには abel群の構造が入ります．

genus毎にあります．genus 0のときどうなるかというと，これはほとんど定義から

0→ H0,1 = Θ
3
Z → Hg,1 → Hg,1 → 1

と入っていて，大事な事は H0,1 = Θ
3
Z は central，全ての元と交換可能という事です．connected sum の自由

さから交換可能．中心は正規部分群ですから，Hg,1 はそれで割った群，これは定義です．ちなみにさっきの
knot concordance group C もここに入っています．

C ⊂ Hg,1 (g ≥ 1)

です．わからないものがさらにわからないものに入っています．g = 0だと入りませんが，g = 1で入っている
ので，後は全部の gで入っています．さらに，これがそもそもの Garoufalidis-Levineの motivationでしたが，

Mg,1 ⊂ Hg,1

です．敢えて言うと，homotopy Σg,1 × I と homology Σg,1 × I, 3次元多様体の中で homotopyと homologyが
どれくらい差があるか，それを surface bundleの枠組みで考えている事になります．絶対的な 3次元多様体の
levelでは homologyと homotopyの違いは，全てのと言うと言い過ぎですが，ほとんど全ては homology球面
というのがありますから，Pincaréもびっくりする状況です．その差がこの中にあります．それを逆手に取っ
てやります．古典的な algebraic topologyの手法を使って不変量を構成します．
さっきの Freedmanの定理で，任意の homology球面は topologicalには compactで contractibleな 4次元多
様体を boundします．つまり

Θ3
Z(top) = 1

が成り立ちます．従って
0→ Θ3

Z → Hg,1 → Hg,1 → 1

ですが，topologicalには Θ3
Z(top) = 1ですから，この自然な写像

Hg,1 → H top
g,1

は
Hg,1 → H top

g,1

60



を factorします．
ちなみにこれは非常に難しいのですが，逆井さんの理論があって，さっきの Levineもそうですが，algebraic

な homology cylinderの理論を展開しています．

H top
g,1 → H

alg
g,1 → 1

ここで中心拡大
0→ H0,1 = Θ

3
Z → Hg,1 → Hg,1 → 1

に注目します．現代幾何学の革命は，Gaussから始まります．その前に Eulerですね．bundleのねじれ具合，
今流にいうと，定曲率曲面の unit circle bundle を考えると，曲面上に cicle が一杯あるわけです．それが曲
率と共に曲がっていくわけです．それが Euler類です．Zによる中心拡大があると商の群の Z-係数の 2次元
cohomologyに Euler classが定まります．

0→ H0,1 = Θ
3
Z → Hg,1 → Hg,1 → 1

これは abel群による中心拡大ですから，extension class

χ(Θ3
Z) ∈ H2(Hg,1;Θ3

Z)

が定まります．これが大問題の attackの 1つの方向と思われます．
大問題：extension class

χ(Θ3
Z) ∈ H2(Hg,1;Θ3

Z)

を研究しなさい．
これが大問題です．そもそもわけのわからない群のわけのわからない係数の 2次元 cohomologyと言ってし
まうと，何もわからない，そういうと実も蓋もありません．でもメリットはあります．

Rohlin不変量 Θ3
Z → Z/2を係数に作用させると

χ2(Θ3
Z) ∈ H2(Hg,1;Z/2)

これが得られますが，これは何か．これに関しては予想があって一部分証明を付けました．4次元 cohomology

に Kirby-Siebenmann class
ks ∈ H4(EHTop

g,1 ;Z/2)

というものが定まります．EHTop
g,1 → BH

Top
g,1 は universal bundleです．

これを fiber積分
π∗ : H4(EHTop

g,1 ;Z/2)→ H2(HTop
g,1 ;Z/2)

すると，2次元落ちて次のようになるというのが予想です．

Conjecture 2.6.
π∗(ks) = χ2(Θ3

Z)

Kervaire-Milnorから始まって一連の仕事，Kirby-Siebenmann，最後は Freedman-Kirbyまで．characteristic

surfaceの self intersection numberと Arf invariantの関係を与える仕事を使って，ある部分は証明したのです
が，まだ予想としか言えないのは，spectral sequenceを考えますと，(4,0), (3,1), (2,2), (1,3), (0,4)となり，(2,2)
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だと surface上の surface bundleでできるのですが，baseで 4次元になったり，fiberが絡んできたりすると，
Cha-Friedl-Kimの仕事もあって，難しいです．どうやっていいかわからない．予想です．幾何的に fiber積分
が適用できる場所では証明できました．証明はどこにも書いていませんが，機会があればお話したいと思い
ます．
Hg,1 を研究するために写像類群の場合の Johnson 準同型の理論, 自由群の automorphism の場合の An-

dreadakisの理論を使います．写像類群の場合，どういう方法があったかと言うと，自由群の自己同型群の部
分群になる

Mg,1 ⊂ Autπ1(Σg,1)

というのが Dehn-Nielsen-Zieschang の定理です．今日は定義は言いませんが，symplectic な自己同型に制限
すると，0を付けますが，

Mg,1 = Aut0π1(Σg,1)

Aut0 に制限すると等号になります．これは自由群の自己同型群なので簡単でしょうと思うからもしれません
が，とんでもない事でこれは組合せ群論の一番重要なテーマの一つです．日本では佐藤隆夫さんの一連の仕事
があります．

Θ3
Z ⊂ Hg,1 → Hg,1 → H top

g,1 → H
alg
g,1

それでどうするかというと，このままでは難しいのでMalcev completion,ベキ零群で近似する．π1Σg,1 は自由
群ですけれども k階のベキ零商で近似していきます．k = 1のときは able化ですから 1次元 homology．k = 2

のときは 2-stepベキ零群，以下，続きます．
そして Johnson, Andreadakisの仕事は何かというと，ここに projective limit,ここも symplecticにすると，

ρ∞ :Mg,1 → lim←−−
k

Aut0Nk

ここに表現すると injectiveという事です．そして Garoufalidis-Levineが構成し，Habiroさんや Habeggerの
仕事もありますが，

ρ̃∞ : Hg,1 → lim←−−
k

Aut0Nk

ここに拡張します．ここで使うのは Stallingsの定理です．ベキ零商について最初聞くと嘘でしょうという感
じの定理です．写像類群と違うのは centralな群 Θ3

Z がありますが，Θ
3
Z 上 ρ̃∞ は自明で，構成は全部 algebraic

ですから，Hg,1 → HTop
g,1 → H

Alg
g,1 を全部 factorします．そしてどういう事になるかというと，完全系列

H2(Hg,1)→ H2(Hg,1)→ H1(Θ3
Z)Hg,1

→ H1(Hg,1)→ H1(Hg,1)→ 0

があって，係数は全部 Z です．これは中心拡大ですから spectral sequence を使うと，homology がいろいろ
出てくる．簡単のために Hochschild-Serreを考えて 2次元 cohomologyを一杯作りたい．candidateはありま
す．coinvariant ですが中心拡大ですから，H1(Θ3

Z)Hg,1
= Θ3

Z で，この群が mystery です．わかっている事は
∞-rank，ばかでかい abel群です．そうするとまず，H1(Hg,1)辺りがわかりたいのです．それで写像類群との
関係で言うと，H1(Mg,1;Z) = 0 (g ≥ 3), perfectです．ある時期まで Hg,1 も perfectではないかという淡い期
待がありました．しかし direct summandとして，

(Z/2)∞ ⊂ H1(Hg,1).

これは Cha-Friedl-Kim，2009年にMünchenに滞在していたときに arxivに出ました．だからHg,1が perfectと
いう期待は消えて，では rationalにはどうか，abel化 H1(Hg,1)は torsionである事を期待しています．H1(Hg,1)
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に∞-orderの元がある事を証明したら大定理です．ない事を証明しても大定理です．いろいろな人が狙ってい
ます．H1(Hg,1)は H1(Hg,1)の quotientですから，わかりません．Θ3

Z は∞-rankで H2(Hg,1),H1(Hg,1)の両方
に影響するかもしれません．もし torsionしかないとすれば，Θ3

Z というばかでかいのが H2(Hg,1)に効いてき
ます．期待としては 2 次元 cohomology は沢山あるでしょうと．もしも Θ3

Z � Z
∞ だとすると，H2(Hg,1;Θ3

Z)

は無限にある．今は無限にあると想定しています．そうすると一歩ずつ computerが使える．これの Lie代数
versionを考えると computerが使えて，無限個構成するわけです．
それで何を使うかといいますと，

Hg,1 → lim←−−
k

Aut0Nk

symplectic automorphism group Aut0, これは定義が大事なのですが，どう定義するか解答を与えたのが
Garoufalidis-Levine です．言われてみると自然な定義です．この Ker は分からないのですが，Θ3

Z,C はこの
Ker に入っています．つまりこの写像では Θ3

Z,C は detect できない．Garoufalidis-Levine はこの Ker は何か
という問題を挙げています．
最初に observe する事は線型代数群の議論を使うと各々の Nk はベキ零群ですから，Q を tensor すると，
Q 上のベキ零 Lie 群になり，Nk はその lattice になります．symplectic auto にしても線型代数群になること
が証明できます．線型代数群というのは行列に表現して algebraic な equation で定義できる群です．ここで
Levi-Chevalleyの基本定理を使うと，この線型代数群は nilpotent partと semi-symple partの半直積に分解され
ます．

Aut0Nk ⊗ Q � IAut0(Nk ⊗ Q) × Sp(2g;Q)

kが動いても semi-simple partは動かない，こういう半直積です．
Garoufalidis-Levineのやった事は kが大きくなっていくとどうなるか．

IAut0Nk+1 → IAut0Nk,

これは全射になります．これがこの定義の良い所です．逆に言うと全射になるように定義しました．そうする
とその定義が非常に良かったので線型代数群になることが証明できたという事です．そしてここに出てくるの
が Johnson準同型に出てくる Lie代数の degree k-part.

1→ hg,1(k)→ IAut0Nk+1 → IAut0Nk → 1

I があってもなくてもその差は Spですから，

1→ hg,1(k)→ Aut0Nk+1 → Aut0Nk → 1,

完全列はあります．I がない場合 Aut0Nk ⊗ Qは hQg,1 へ作用しますが，その作用は Sp(2g,Q)を factorします．
Z上で factorします．homologyへの作用です．
hg,1(k)，これは Johonson 準同型の研究で重要な Lie 代数の degree k-part で，Sp-module としてあらわれ
る．この全体 ⊕khg,1(k) が Johnson 準同型に関係する Lie 代数になります．k が上がっていくごとに微妙な問
題があるというのは filtration の問題です．多分 Hain さんの深い結果を使わないといけません．ベキ零群の
cohomology,野水先生の定理を使って

H∗(IAut0Nk ⊗ Q) � H∗(hQg,1)

はある stable randeでは同型で，かつ Sp-moduleとして同型．しかしこれは非常に微妙な所があって，今計画
中の鈴木さん，逆井さんとの論文に書く予定です．
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この cohomology, Lie代数としての cohomology H∗(hQg,1),これが非常に大事になって，特に

Hg,1 → H1(lim←−−
k

Aut0Nk ⊗ Q)

ここからさらに全射
Hg,1 → H1(lim←−−

k

AutNk ⊗ Q)↠ H1(hQg,1)Sp

があります．我々がやっているのは Lie 代数 level で topological category ではさっきの Cha-Friedl-Kim で
2-torsionを持つ事が知られています．多分 algebraicなこれも torsionを持つのではないかと思います．perfect

は期待できません．これは Q上の話ですから，もし H1(hQg,1)Sp , 0ならばさっきのプロジェクトには大きな変
更が必要になります．H1(Hg,1)は torsionかという問題でしたので．これは予想としては

Conjecture 2.7.
H1(hQg,1)Sp = 0

です．我々の論文にも何度か書きました．ここまで行くと homology cylinder を離れて純粋に写像類群の
Johnson準同型の枠組みで展開してきたのですが，4次元多様体の topologicalと smoothの差にもろに関係し
てきます．これを証明しようと日夜努力しています．これは H1(hQg,1)Sp = 0 なら 1-step になりますが，もし
0でなくても非常にうれしいです．Spを取ると昔やった traceとか Vogtmannさんたちの仕事に関係します．
able化には進展があります．
もう 1つだけ．H2 を構成します．

H2(Hg,1)→ Θ3
Z → Hg,1

最後に無限個の準同型，ここでは g = ∞とします．そして写像

Q[e1, t3, t5, t7, · · · ]→ H2(h∞,1)Sp

をある方法で構成しました．e1 は Riemann面の moduliの第１特性類, MMM classで，写像類群の場合は H2

は rank 1で Hodge bundleの c1 で生成される，これは Harerの結果で，これだけですが，homology cylinder

では t̃3, t̃5, t̃7, · · · と一杯でてきます．そして

Q[e1, t̃3, t̃5, t̃7, · · · ]→ H2(Hg,1;Q)

が構成できます．H2(Hg,1;Θ3
Z) にすると identity に対応する χ ∈ H2(Hg,1;Θ3

Z) があります．universal な
extension classです．それが Qにすれば無限個あるだろうと，H2(Hg,1;Q)は∞-rankだろうと想像できます．
そしてそれを Gauge理論ではなく algebraic topologyで作ろうというわけです．予想は何かというと，

Conjecture 2.8.
Q[e1, t̃3, t̃5, t̃7, · · · ]→ H2(Hg,1;Q)

が injective

さらに，あわよくば同型かという予想です．群があったときにその 2次元 cohomology群を決定するという
のは最も大事な問題です．今時の言い方をすれば moduli空間の quantizationを決める．
写像類群の場合は rank 1 で signature に対応しています．ここ H2(Hg,1;Q) に来たとき, 文字は決めてある
のですが，t2k+1 7→ t̃2k+1 ∈ H2(Hg,1;Q) は 0 ではないだろう．幸か不幸か，今の所やりようがありません．
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Kontsevichが，前回も言いましたが，Kontsevichの定理で Lie代数の cohomologyと全く関係のないように見
える H∗(Out Fk;Q)と graph homology, lie versionの graph homologyとが等価である事を証明しました．これ
を元に我々は研究しています．Kontsevichの定理を使うと t2k+1 が µk ∈ H4k(Out F2k+2;Q)と対応します．これ
を Conant-Vogtmannが特性類として, Morita classesと呼んでくれました．t2k+1 が Lie代数 levelで 0でない
ことと µk が群 levelで 0でないことが等価です．これが Kontsevichの定理です．今わかっている事，現状は
µ1, µ2, µ3 , 0. µ4 以降はわかっていません．µ1 は computer を使って 1998 年頃に µk を定義したときにすぐ
に 0でないことを証明しました．µ2 , 0は Conant-Vogtmannが 2004年に証明しました．µ3 , 0は 2012年
の Grayの仕事です．これは全部 computerを使って証明しました．µ4 以降はわかりません．µ4 までは super

computer を使えばわかるでしょう．これがもしどこかで打ち止めになってしまうと H2(Hg,1;Q) の方もそう
なります．H2(Hg,1;Q)，こちらは群ですからいわんや 0です．例え t2k+1 が Lie代数 levelで全部 0でない事
がわかったとしても H2(Hg,1;Q)にいくまでは壁があります．t̃3 , 0もわかっていません．t̃3 , 0だけでも大
問題です．
最後に Kontsevichの予想があって，graph homology について一般的な形で彼の論文に書いてありますが，
全ての versionで degreeを固定するとホモロジーは有限次元だろうというものです．特にその一部として次が
出ます．

Conjecture 2.9 (Kontsevich).
dim H2(h∞,1)Sp < ∞.

これが正しくて本当に有限次元だとすると，無限個が同じ所にいますから途中で終わってしまいます．こ
れは associative の場合には，Riemann 面の moduli 空間の cohomology について，Harer ではない上からの
stabilityを与え大きな applicationがあります．commutativeの場合に H2(c∞) � Qは Kontsevichの論文に書い
てあります．lie versionについては私は無限次元ではないかと思っています．そしてさらに先があり，もしそ
れが証明されたとしても群の levelで理解できるのは遥かな将来のことでしょう．

e1 というのは signature. 4 次元多様体の H2 の cup 積の signature. ここら辺りは幾何学的にちゃんと意
味がある．surface 上の homological surface bundle があったときには，higher Massey 積を考えると沢山で
てきて，その言わば高次の intersection number の signature. 幾何学的には自然だと思います．そしてこれは
smooth の場合は 0 を予想しています．これは非常に大胆な事を言っています．4 次元多様体の Massey積に
ついて，もし smooth ならその Massey 積のある高次の intersection number は 0, つまり smooth かどうかの
obstructionだと. しかし，今の所そういうものは全く知られていないですね．Kähker多様体についてMassey

積が uniform に消えるというのが，Deligne-Griffiths-Morgan-Sullivan の結果です．非常に深い Massey 積の
intersection numberについてではありますが，smooth structureだけで消えるという予想です．どうやってい
いか全然わかりません．topologicalには Freedmanが algebraic topologyの条件さえ満たせば，4次元多様体
は一杯あるという事を証明しています．だから Massey 積のそういう深い条件を満たす位相多様体はあるで
しょう，実現できることが期待されます，しかし smooth structureが入るとできない，と予想しています．
質問:sympletic structureを入れるとどうなるのですか?
symplectic structureを入れるとその obstructionがどうなるか．symplecticと complexは初めは差がないの
ではないかと昔は思われていたようですが，4 次元ではその差はどんどん大きくなっています．Kähler なら
uniform vanishing. symplecticでどうでしょう．まずはそこかもしれません．symplectic structureを仮定して，
この higher Massey積（の intersection number）の消滅が示せるか．
実は µk は Borel regulator class，Zの代数的 K 理論とも関係があるはずなのですが，数学ですから証明しな
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ければ意味がないですね．具体的な事についてはまた面白い事が分かってきたのですが，それはまた改めてお
話しようと思います．
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第 6回 2014年 4月 23日

3 mapping class groupMg と Riemann面の moduli空間Mg

新シリーズ：トポロジーの課題探訪の 6回目です．前回までは 3次元多様体の不変量，その前は foliationに
ついてお話しました. 新シリーズのテーマとしては 3番目であって，テーマとしては写像類群, mapping class

groupMg と Riemann面の moduli空間Mg です．また元に戻るというか，自分の専門に戻ります．この 2つ
について，topologyの課題探訪ですから，これを巡っていろいろな結果が得られてきていますが，まだわから
ない事が沢山ありますので，6つのサブテーマで，どういう問題があるかをお話します．

1. 非安定 cohomologyと有界 cohomology

2. moduli空間の tautological algebraの構造
3. Torelli群の cohomology

4. 写像類群の構造と３次元多様体の不変量
5. 写像類群と数論との関わり
6. 高次元への一般化

今日は非安定 cohomology と有界 cohomology をやります．これが 1 つ目のサブテーマです．安定 coho-

mologyという概念があって，そうでないもの，非安定 cohomology．これはほとんどわかっていません．つぎ
に有界 cohomology, bounded cohomology,という概念は Gromovが 1982年の仕事で導入し，衝撃を与えまし
た．Gromovは何度も衝撃を与えていますが，この論文が出た時は本当にみんなビックリしました．Gromov

は geometric group theoryを創始しましたが，その柱の 1つです．
2番目のサブテーマは Riemann面のmoduli空間と tautological algebraの構造について．tautological algebra

も重要なテーマで，Faber予想という予想があります．これは 1992年頃に出て，20年くらい経っています．
非常に大きな進展はありますが，一言でいうと今も mysteriousなままです．

3番目は写像類群の極めて重要な部分群の Torelli群について，これもわからない事が非常に多い．何が分
かっていて，何がわかっていないかをお話します．

4番目は写像類群Mg の構造と 3次元多様体の不変量．これについては何度かこの新しいシリーズでも，前
のシリーズでもお話しましたが，これは永遠のテーマなので，改めて写像類群のテーマの下でどういう問題が
あるかをお話します．

5 番目は，数論の人との議論というか，ほとんど一方的に教わっている段階ですが，数論との関わり．こ
れについてもこのシリーズで何度かお話をしています．絶対 Galois群，数論にとっても究極の研究テーマで
す．絶対 Galois群が写像類群の研究に出てくるよ，と言ったのが友人の織田孝幸さん，彼は数論が専門です
が，topology にも造詣が深く，彼が我々が研究していた Johnson 準同型に絶対 Galois 群が現れますよ，と
言って，それを具体的に 1994年に中村博昭さんと松本眞さんがそれぞれ独立に証明しました．機が熟しつつ
あってもう 20年経ちました．前々回Willwacherの仕事について言及しましたが，homotopy代数，あるいは
Kontsevichの仕事との関連もあります．

6番目についてですが，5番目辺りまでは 2次元の bundleの特性類ですが，最近の 1つの新しい傾向とし
て高次元への一般化があります．曲面は 2次元ですが，これを高次元に一般化しょうと．具体的には，曲面は
多様体の分類からすると簡単で，球面は別として torusの connected sum, g回 connected sumすると genus g
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の曲面 Σg = g(T 2)になります．これを一般化して S k × S k を g回 connected sumするとこれは 2k次元の多様
体です．これを fiberとする fiber bundleの特性類，曲面で分かったことがどこが一般化されて，どこが新しい
のか．最近非常に活発に，特にデンマークとイギリス，アメリカで研究されています．日本ではほとんど誰も
やっていません．
これらの 6つのサブテーマを紹介していきます．記号は何度も出ていますが，改めて書きます．

Mg = π0Diff+Σg

曲面 Σg = g(T 2) の向きを保つ微分同相全体の連結成分．位相は普通は C∞-位相を入れますが，C0-位相で
も，どの位相でも 2 次元の特殊性で同じになります．mapping class group，非常に重要な群です．これは
Teichmüller理論では Teichmüller modular groupという名前が付いています．これはこの群が大変重要だとい
う事を表しています．1937年に Teichmüllerは Teichmüller space Tg を定義して，歴史に名を残しました．こ
の空間はますます重要さを増しています．元々は複素解析，代数幾何，微分幾何，topology, ですが，数理物
理，数論．いろいろな分野において重要になっています．定義は Σg 上の複素構造の isotopy類全体というも
のです．そして Tg に写像類群が作用して

Mg = Tg/Mg，

Riemann moduli space，種数 gの Riemann面の moduli空間．非常に由緒正しい空間です．こういう形に書か
れたのは Fenchelの時代だと思いますが，moduli空間の考えは Riemannの 1850年代の仕事にまで遡ります．
すなわち moduliというのは Riemannから始まります．localに，ある程度は globalにも考えていたかもしれ
ませんが，local に 3g − 3 次元の複素多様体であることを知っていました．多様体というものを考えたのも
Riemannです．
ここでいろいろな問題があるわけです．残されたというとちょっと語弊があります．わかった所が非常に少
ない，ほとんどわかっていないというのも語弊がありますね．
今日はサブテーマの 1番目です．

3.1 非安定コホモロジーと有界コホモロジー

(1)安定 (co)homology

まず出て来たのは，安定 cohomologyという概念です． stable (co)homology,これは非常に重要な概念です．
これがいつ頃から出て来たかと言いますと，群の seriesがあって，その群の homologyの series,考えている群
は，まずは GL(n,Z)という重要な群があって，rank nの自由 abel群の同型写像全体．行列としては n行 n列
の整数行列で可逆なもの全体．そうすると，これが部分群としてサイズが 1つ大きい所に入ります．

· · · ↪→ GL(n,Z) ↪→ GL(n + 1,Z) ↪→ GL(n + 2,Z) ↪→ · · ·

という群の系列が出てきます．これは行列群です．写像類群との関係では n ではなく，2g と書きますが，
GL(2g,Z)の部分群に写像類群にとって重要な

GL(2g,Z) ⊃ Sp(2g,Z)

があります．同じように今度は 2個ずつサイズが増えていきます．

· · · ↪→ Sp(2g,Z) ↪→ Sp(2g + 2,Z) ↪→ Sp(2g + 4,Z) ↪→ · · ·

こういう風に群の系列が出てきます．
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歴史的に安定 homologyというものは，有限群ですが，n次対称群というものがあって，対称群の系列

↪→ · · ·Sn ↪→ Sn+1 ↪→ Sn+2 ↪→ · · ·

があり,そこで出てきました．
ここで安定 homologyの方が考えやすいので，まず homologyで考えます．一般に群の系列

· · ·Gn ↪→ Gn+1 ↪→ Gn+2 ↪→ · · ·

があったときに，群の homology というものが非常に大事なわけです．それはこの群を基本群にするよう
な Eilenberg-MacLane space の homology 群です．重要な moduli 空間というのは，基本群だけがあって高次
の homotopy 群がない，特異点のある場合もありますが，Eilenberg-MacLace space になる事が多い．群の
homologyを難しいと思う人，慣れていない人は空間の homologyと思って下さい．この群の系列に対して k

次元 homologyの系列
· · · → Hk(Gn)→ Hk(Gn+1)→ Hk(Gn+2)→ · · ·

ができます．これが stabilizeする，その意味は何かというと，ある自然数 nk ∈ Nが存在して，群が変わって
いくので homologyが変わっていく事が多いのですが，添字が nk まで来るとその先は，

· · · → Hk(Gnk )
�→ Hk(Gnk+1)

�→ Hk(Gnk+2)
�→ · · ·

homologyの同型が成り立つ，これは仮定です．系列があるからいつでも安定化するというわけではありませ
ん．このとき stabilizeするといいます．そして

lim
n→∞

Hk(Gn)

と書きまして，群の系列 {Gn} の k 次の安定 homology という．問題はまず安定化するかどうかが問題です．
そういう現象があるというのがいろいろな例で見つけられて，安定 (co)homologyの概念が出てきました．
その最初の例は先ほど述べた有限群ですが，日本の topologyの大先輩である中岡稔先生が，Hk(Sn)は安定
化することを証明し，その stable homologyを決定しました．中岡先生の有名な仕事です．ただ，これは有限
群なので，テーマから少し離れますので，ここではこれ以上は触れない事にします．
無限群に関していうと，GL(n,Z)や GL(n,Q),GL(n,R),GL(n,C)など，数論的に重要な環上の GLに対して，

van der Kallenの一般論があります．存在はいろいろな人の仕事がありますが，van der Kallen，この人が一番
有名な仕事をしました.

実際の計算は stable cohomology, cohomologyだから，定義するときに矢印の向きが逆になって，ちょっと
注意する所もあります．出てくる cohomologyが有限次元のときは問題ありませんが，無限次元になると注意
が必要ですが，stable cohomologyも同様に定義できます．
大きな仕事は．A. Borelが arithmetic groupの stable cohomologyを組織的に決定しました．
arithmetic group, これも定義もやりませんが，GL(n,Q) や GL(n,R) など行列群のその部分群として重要な
群．この群について決定的な仕事をしたのが A. Borelで 1974年の有名な論文です．これは大定理です．一般
的な形としてあって，Rや Cに入れて普通の Lie群にすると Lie代数の cohomologyと関連して，それは松島
与三先生や日本人数学者の寄与も沢山あります．

Theorem 3.1 (Borel).
lim
n→∞

H∗(GL(n,Z);R) � ΛR(β1, β2, · · · , βk, · · · ).
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cohomologyの次数とともに安定域は変わっていきますので，省略した形で書きます．この辺りは topologist

については大変難しい所ですが，R 上 trancendental に cohomology class を定義しました．それらに依って
生成される R 上の外積代数に同型です．生成元　 Borel cohomology class βk ∈ H4k+1(GL(n,Z);R) は R 上で
しか定義できないというとちょっと語弊があります．GL(n,Z) はよい有限表示をもつ可算群ですので，その
R 上の cohomology は Q 上の cohomology に tensor R したものですから，Borel cohomology class を適当に
normalizeすると Q上定義されます．しかし自然に定義するものはありません．topologistには難しいですね．
Pontrjagin class や Chern class とは異なります．こういう primary class に対して secondary class です．これ
が数論や代数的 K 理論に関係します．
この定理の系として Borelの大定理ですが，高次元の i次 K-theoryというものがあって，これは非常に大事
で K-theory は元々は topology ではなく Grothendieck, そして Borel-Hirzebruch で topological K-theory, そし
て algebraic K-theoryが定義されて，Daniel Quillenが algebraic K-theoryを homotopy群であると喝破しまし
た．今はあらゆる所で重要な概念です．この高次の代数的 K群，これを計算するのが大問題です．

Theorem 3.2 (Borel). 任意の i > 0に対して

Ki(Z) ⊗ Q =
 Q i ≡ 1 mod 4 (i > 1)

0 otherwise.

これは数論にとっても非常に大きな結果です．torsionはどうかというと，確か torsionは i = 7ぐらいまで
計算されていたと思います．GL(n,Z)の unstable cohomologyの計算が関係しています．topologyでいうと球
面の homotopy群が永遠に分からないのと言わば parallelです．こういう非常に深い結果があります．あると
き torsionは球面の安定 homotopy群と同型かという予想（希望？）もありましたが，そんなに簡単なもので
はないことが分かりました．
写像類群との関係で Sp(2g,Z) にすると，これはわかりやすい．これも torsion は非常に難しいので Q を

tensorすると多項式代数になり，ずっとやさしくなります．

Theorem 3.3 (Borel).
lim
g→∞

H∗(Sp(2g;Z);Q) � Q[c1, c3, c5, · · · ].

これも Borelの定理です．写像類群の研究からはこちらが大事になります．実は GLと Sp,この 2つは関連
しています．それが数論と写像類群の関係まで行くとこの関係も見えてくると思います．
ここで βk は任意の nに対して定義されます．任意の nに対して定義され，inclusionで制限すると一致しま
す．BU(n)で考えると Chern classも同様ですが Chern classよりもずっと難しい．
βk がどこまで生き残るかというのが大問題です．nに関係なく定義されますが，nがある程度小さくなると

zeroになります．生き残る限界に関してはある予想を持っています．そして，限界の所に outer automorpshim

の特性類が現れるのではないか，と予想しています．stablizeする kと nの関係は，例えば，

β1 , 0 ∈ H5(GL(5,Z);R)

ですが，
β1 = 0 ∈ H5(GL(4,Z);R).

β2 , 0 ∈ H9(GL(7,Z);R)

ですが，
β2 = 0 ∈ H9(GL(6,Z);R).
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これは Soulé さん達（Gangl, Elbaz-Vincent）が証明しています．これが zero なので，Borel class がすでに
secondaryなので，言わば thirdaryとして µ∗2 ∈ H8(Out F6;Q)という特性類が定義されます. 一般の βk に対して
どこまで消えるかには，上述のように予想を持っていますが，その 1つ下まで消えるというのは，Bismut-Lott

の JDGに出た論文，flat bundleの特性類の vanishingで証明されています．もう 1つ延ばせるというのが予想
です．stable rangeも大分わかってきています．stable rangeの決定も大事になります．それもどんどん詰めら
れています．安定 cohomologyも mysteriousですが，非安定 cohomologyhはもっと mysteriousです．
それで ΛR(β1, β2, · · · , βk, · · · ) は難しいですが，Q[c1, c3, c5, · · · , ] は Chern class ですからわかりやすい．

Sp(2g,Z), Siegelという巨人がいますが，彼が考えた保型形式，数論で重要な Siegel modular group

Sp(2g,Z) ↪→ Sp(2g,R) ⊃ U(g)

Sp(2g,R)は Lie群ですから maximal compactが存在して，それは今の場合 unitary群 U(g)です．Lie群とそ
の maximal compactでは，cohomologyは同型で

H2k(BU(g);Q) � H2k(BSp(2g,R);Q)→ H2k(Sp(2g,Z);Q).

H2k(BU(g);Q) ∋ ck 7→ ck ∈ H2k(Sp(2g,Z);Q).

unitary 群の cohomology にある Chern class, それを discrete subgroup に制限したものが Chern class ck ∈
H2k(Sp(2g,Z);Q)です．その Chern classで生成される多項式代数です．ck は c1, c2, · · · と一杯あるのに，偶数
次はどこへ行ったかというと，実は Sp(2g,Z)-bundleは R上 flatなので，よって Pontrjagin classは全部 zero

になります．そうすると，Pontrjagin classは Chern classで書けます. 例えば一般に

p1 = c2
1 − 2c2.

これが zeroですから，Sp(2g,Z)上では c2 =
1
2 c2

1 という relationが出てきます.　だから c2 がないのは c2 が
zeroだからではなくて，c2 は c1 で書けるからです．同様に c4 は c1, c3 で書けて，一般に偶数次の Chern class

は奇数次の Chern classで表される．偶数次の Chern classが全て消えるというわけではない．stableには，こ
の他の relationはありません．古典的な意味での特性類はわかっています．これが Borelの大定理です．
この後 topologistsが誇るべき Topologyでの新しい展開が始まった訳です．古典的な arithmetic groupの安
定 cohomologyは 1970年代でしたが，今は topologyを超えて代数幾何，数論でも名前が出てくる Harerの大
定理, 1983 年 Annals に出た論文です．Harer stability theorem と呼ばれています．さっきまでは GL とか Sp

とか行列の群ですから，言わば見に見える群で，それに比べると写像類群はずっと難しい群です．写像類群は
線型群かどうかは未解決ですが，明らかな形で行列群には入っていません．gがあるから群の系列がありそう
ですが，残念ながら包含写像

Mg − · · · → Mg+1

はなく，部分群にはなりません．topologyの自由な構成で Σg に basepointを付けて，base point preservingな
写像類群Mg,∗ を考えます．

Mg,∗ = π0Diff+(Σg, ∗).

Mg,∗ とMg の関係はわかっていて basepointがあると取っ掛かりは出来ますが，ここでも包含写像

Mg,∗ − · · · → Mg+1.∗

はなく，部分群にはなりません．この上の中心拡大でMg,1 を定義します．

Mg,1 = π0Diff+(Σg,D2),
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base point ∗を太らせて disk D2 にして disk上で identityにすると，

Mg,1 →Mg+1,1

のように，ここには自然に準同型が定まります．disk 上 identity ですから，曲面を貼付けて g から g + 1 の
mapping class group を構成できます．genus を一つ加えてMg,1 はMg+1,1 の部分群になれます．代数幾何や
数論は由緒正しいのでこういう操作はありませんが，これは topologyの強みなわけです．ここで stabilizeが
考えられて，Harerは topologyの techniqueを駆使して研究をしました．結局Mg,1 は stabilizeして，さらに
写像はないのだけれども最終的にMg の cohomologyも stabilizeする，stable (co)homology

lim
g→∞

H∗(Mg;Q)

が存在する事を証明しました．これが Harerの大定理です．さっきの Van der Kallenの結果以降，少なくとも
canonicalには線型ではない群の stability theoremです．これは大定理です．
それでは stable cohomology は何かというと，私は 1981,2 年に写像類群の研究を始めて運良くというか，
特性類を定義する事ができました．今ではMumford-Morita-Miller class，あるいは. MMM-class, tautological

classなどと呼ばれています.　これを元に stable cohomologyを完全に決定したのがMadsen-Weiss. 2007年,

これも Annalsに出た論文で，stable cohomologyを決定しました．どうなるかというと，MMM-classで生成
される Q上の多項式環と同型になります．

lim
g→∞

H∗(Mg;Q) � Q[MMM-classes]

これが決定的な結果です．Chern classのように 1番目，2番目と私は e1, e1, · · · と書きましたが，Mumfordは
κi という notationを使いました．Mumfordは rational cohomologyより深い Chow algebraの元として定義し
ました．rational cohomologyにすると（符号を除いて）同じものです．
写像類群でいうとMg から Sp(2g,Z)へ全射があって，これは古典的な準同型でその Kernelが Torelli group

です．
Ig →Mg ↠ Sp(2g,Z)

Sp(2g,Z)の stable cohomologyが Borelでわかっていて，Mg の stable cohomologyがMadsen-Weissでわかっ
て，Ig はどうかというと，全くわかっていません．これに関しては 3番目のサブテーマの話です．

GL(n,Z)はどうか，これはもちろん難しいです．ここで

OutFn ↠ GL(n,Z),

rank nの自由群
Fn = Z ∗ Z · · · ∗ Z

を考え，その外部自己同型群
OutFn = AutFn/InnFn

です．群 Fn があるとその自己同型群 AutFn がありますが，それを内部自己同型群 InnFn で割る，今の場合自
由群なのでこれは Fn 自身で割る事になります. この Kernelは写像類群の Torelli群に対応するもので

IOutFn → OutFn ↠ GL(n,Z)

と書きます．Harerの stability thoremがこの場合どうなるか，存在するのか，存在するなら何になるのか，そ
れは問題です．これは写像類群の少し後に解決しました．
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まず，stable cohomologyの存在について，

lim
g→∞

H∗(OutFn;Q)

は存在する．存在は Hatcherで, これは Aut でもよくて，基本的には Hatcherで一部 Hatcher-Vogtmannの仕
事です. その基本テクニックは Harerのテクニックです．写像類群と自由群の外部自己同型群は似ている，比
喩的に兄弟だと言われますが，大分性質の違う兄弟です．arithmetic groupのような他人から見ると兄弟です
が，親戚から見ると随分違います．Mg の研究にはテクニックが一杯，函数論や代数幾何が使えますが，自由
群の方では使えません．何れにしても Harerのテクニックを使いますが，工夫も必要です．単なるアナロジー
とはいきません．
そしてこの stable cohomology，これを決定したのが，Galatius の仕事です．さっきの Madsen-Weiss の

Madsenの弟子で今は Stanfordの教授です．結果は Outでも Autでも同じですが，0次元はあるけれどもそれ
以外なにもない．

lim
g→∞

H∗(OutFn;Q) � Q

2011年 Ann. Math.に出版されました．実際アナウンスされたのは 2006年です．自明という事で，ちなみに
これは Z上 stableになります．Z上で考えると自明ではなくて，中岡先生の対称群の stable cohomologyがそ
こに現れます．

(2) unstable cohomology

これらを元に unstable cohomologyを研究します．stableでない cohomologyは全部 unstableですから，大
問題として

大問題: unstable cohomology classを具体的に構成せよ．構成できたらその性質を研究せよ

があります．unstable cohomologyの構成や性質は，ほとんどわからない．しかし存在そのものについては沢
山分かっています．そういうものがありますよ，という事は分かりますが，構成はほとんどありません．存
在は何を使うかというと，Euler 数を使います．言うまでもなく，Euler数は図形の大域的不変量で永遠に最
も重要なものです．Euler-Poincaré の定理で Euler 数が 1 でなければ homology が存在します．Euler 数の計
算から homologyの存在が言えます．ただしここでは orbifold Euler数，普通の Euler数とちょっと違ってい
て，Euler 数の定義を特異点を込めて一般化したものを使います．これの Sp(2g,Z) はわかっていて，ここで
Riemann zeta関数が突然出てきます．

χo(Sp(2g,Z)) = ζ(−1)ζ(−3) · · · ζ(1 − 2g).

これは Harder の結果です．古典的にあったのですが，それでは写像類群はどうなるか．まず写像類群の方
で言えば，さっきの安定 cohomologyで Madsen-Weissの結果で MMM-classesで生成され，全て偶数次元の
cohomologyです．偶数次の cohomologyは多項式環の orderで出てきますが，奇数次元には何も出てきませ
ん．そうすると Euler数は正でしょうという事になります．従ってもし Euler数が負になれば，奇数次元の非
安定 cohomologyの存在が言えます．写像類群の場合どうなるかというと

χo(Mg) =
ζ(1 − 2g)

2 − 2g
.

これは Harer-Zagier, 1986年の Invention, Penner, 1987年 JDG，の独立な仕事です．ちなみに gがどんどん大
きくなっていくときに，これがどれくらいの orderでどうなるかというと，

χo(Mg) =
ζ(1 − 2g)

2 − 2g
∼ 1

2 − 2g
(−1)g (2g − 1)!

22g−1π2g
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下の 2 ベキがあるから大きいのですが，上は階乗ですから，上の方がずっと強い，大きくなります．g がど
んどん大きくなっていくと，これはどうなるかというと g が偶数だとすると，これは負になり，負の非常に
大きな数です．gが奇数だと非常に大きな正の数．exponential orderで大きくなります．一方でわかっている
stable cohomologyはMMM-classesで生成される多項式代数ですから，これはMMM-classだけではとても賄
いきれません．ずっとそれより大きい exponential orderです．gが偶数の場合は Euler数が負ですから，奇数
次元の方が強いわけです．但しこれは orbifold Euler数ですが，Harer-Zagierは asymptoticには

χo ∼ χ (g→ +∞)

となる事も証明しています．これは写像類群では成り立ちます．自由群の自己同型の方ではわかりません．結
論として Harer-Zagierの系として unstable cohomologyはものすごく沢山ある,特に gが偶数のとき奇数次元
の unstable cohomologyが沢山ある事がわかります．これが 1986年の段階です．
問題として存在は分かったけれど，それはどういうものがあるのか．構成が知られている具体的な unstable

cohomologyはあれだけ沢山あるのにたった 2つです．今の所 2つしかありません．その内の 1つは

H6(M3;Q) � Q

で,これは Looijengaの仕事です．これはMMM-classで書けない事がわかっています．
またもう 1つはここで奇数次元が出てきます．gが偶数でどんどん大きくなると奇数次元 cohomologyが一
杯ある．その一番最初に現れるものです．未だにこれしかありません．

H5(M4;Q) � Q,

これは Tommasiというオランダの有名な人の仕事です．ここで奇数次元が出てきます．この 2つしかありま
せん．
問題として具体的に unstable cohomologyを作りたいという問題が出てきます．存在が分かっているからや
れば出来るでしょうという生易しい問題ではありません．
時間もなくなってきましたので，有界 cohomologyは次回にしたいと思います．
最後に自由群の自己同型の話をします．Galatiusの結果から H∗(OutFn;Q)の元は全て非安定です．従って
構成できたら非安定．非自明性が少しでも分かって構成されたものは 1つしかありません．

µk ∈ H4k(OutF2k+2;Q) (k = 1, 2, · · · )

こういう series だけです．Conant-Vogtmann が Morita-class と名前を付けてくれました．最近 Conant-

Kassabov-Vogtmann は elliptic modular form の理論を使って新しい無限の系列を作りましたが，非自明性
については全く分かっていません．
但し存在については，orbifold Euler数 χo を Smillie-Vogtmannが 1980年代に計算しています.　公式はあ
るのですが，写像類群のときのように，asymptoticな振る舞いがどうなるかはわかっていません．彼らの予想
としては負の数でどんどん大きくなっていく．
予想: χo(OutFn) << 0.

つまり，nをどんどん大きくしていくと，ずっと負で −∞に近付いていく．
これは未解決．大問題です．写像類群のときになぜ分かったかというと，Riemann面の構造があるので，全
部足し上げたものに全体としてきれいな構造があるからです．
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ここで逆井さん，鈴木さんと integral Euler 数の計算を computer と表現論を使って続けていて，極最近，
χ(OutF11)が決定できました.

χ(OutF11) = −1202

今の所，ぎりぎりだと思います．この次は当面無理でしょうという感じです．computerのメモリーの問題が
あります．

Adams operation は有理数係数にして外積を分解するので，computer に載せると有理数上の計算になりま
す．それのメリットがあって，最終的な答えは整数なので，有理数が出てくるとどこかに間違いがあります．
そのミスを無くすのが大変だけれども，逆に安心感があります．
この前は，

χ(OutF10) = −124

です．orbifold Euler数の方が小さくて orbifold Euler数は

χo(OutF11) = −1690.70...

です.　 orbifold Euler数が integral Euler数より小さいのは，例えば，quotient singularityがあると，Z上では
1ですが，orbifoldの方は cyclic singularityだとすると 1

n
として数えます．この考察も,我々の計算結果が正

しいという感じを与えます．写像類群の場合は Harer-Zgierで asymptoticには近付きますが，自由群の場合に
はわかっていません．多分 1に近付くのではないかと予想していますが，どう証明すればよいのかわかりませ
ん．Rimann面の方は genusを落としても曲面になります．自由群の場合も graphの operationになるのです
が，うまく閉じないのです．
もう一つだけ,非自明性が少しでも分かって構成された無限系列があります．それは Autについてのもので

ϵk ∈ H4k−1(AutF2k+1;Q) (k = 2, 3, · · · )

k = 2のときに Gerlitsが，k ≥ 2のときに，Conant-Kassobov-Vogtmann. が定義した系列です．初めの二つだ
け非自明性が分かっています．ところで Kassabovも今度の ICMの speakerです．彼らが定義したこの無限の
seriesは，数論と深い関係があって Eisenstein classと呼んでいます．genus 1の elliptic modular formから出
てくる Eisenstein seriesに起源があるのでそう呼ばれます．ここら辺りはサブテーマの 5番目で取り上げよう
と思います．有界 cohomologyについては次回にしたいと思います．
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第 7回 2014年 5月 21日

前回からまたテーマを元に戻して，写像類群Mg，それから Riemann moduli空間Mg．これに戻って 6つの
観点から，主観的になるとは思いますが，topologyの課題についてお話します．前回は unstable cohomology

をやりました．
そして前回の続きという事で，今日は有界 cohomology をやります．前回にここまでお話する予定でした
が，時間が来てしまったので，今日はまずそこからやってその後に tautological algebraの話に入ります．

(3)有界 cohomology

有界 cohomology というのは Gromov の有名な仕事の 1 つで 1982 年, IHES から出た論文ですが，その
前に世界中に preprint が出回って，みんなビックリしました．Gromov の仕事は breakthrough が多くて，
pseudo-holomorphic curveもそうですが, bounded cohomologyについても衝撃がありました．論文の一行目の
定義から，初めは意味がよくわからなかったのですが，その後どんどん発展しています．ここでは Gromovの
bounded cohomologyを写像類群の観点に絞ってお話します．とは言っても，定義からやります．

X を topological spaceとします．通常の singular homologyは

H∗(X;R) = H∗(S ∗(X;R)).

singular chain complexを S ∗(X;R)と表します．係数は実数，今日は，係数は全部 Rです．singular cohomology

は
H∗(X;R) = H∗(S ∗(X;R)).

これは homology, cohomologyの定義なのですが，Gromovは何を考えたかというと，S ∗(X;R)の subcomplex

として,右下に b, boundedの bを書いて，

S ∗(X;R) ⊃ S ∗b(X;R).

この中の k-cohain, cohainですから chain上の functionです. k次の bounded cochainというのは

S k
b(X;R) = { f : S k(X;R)→ R linear map; singular k-simplex σk ∈ S k(X;R)全体に対して | f (σk)|は bounded}

S k(X;R) は singular chain complex なわけですから, k-chain は singular k-simplex の 1 次結合になります．
bounded というのは，| f (σk)|, これが bounded. X がもし finite complex で simplicial cochain だけを考えれば
もちろん boundedですが，これを singularでやる．この bounded cochain complexの cohomologyが bounded

cohomologyです．
H∗b(X;R) = H∗(S ∗b(X;R)).

この論文に書かれた Gromovの基本定理は，

Theorem 3.4 (Gromov).

1. H∗b(X;R) � H∗b(K(π1X, 1);R) � H∗b(π1X;R).

2. π1X が amenableならば H̃∗b(π1X;R) = 0.

まず bounded cohomology, これが基本群のみによる．基本群の K(π1X, 1), 分類空間への分類写像を考える
と，それが誘導する写像で同型になる．基本群のみによる．
そして今度群の bounded cohomology があって，ここでは定義はしませんが，群の cochain complex, 群の

cohomologyがあって，そこに boundedという条件を入れて考えます．そうすると純粋に代数的になる．
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これが Gromovの基本定理であって，2番目に基本群が単連結のときというのは，幾何学的に最初に研究す
るべきものですが，bounded cohomologyは自明になる．より強く基本群が amenableならば自明になる．こ
ういう基本定理を証明しました．群に関するある cohomology理論ということができます．
これの idea が出てからいろいろな人が研究を始めました．特に hyperbolic, 群の hyperbolicity, これも

Gromov の hyperbolic group という概念がありますが，元々の幾何学的な場合, 多分 Thurston だと思います
が，bounded cohomology から通常の cohomology への自然な comparison 写像に関して空間 X が compact

negatively curvedならば surjective:
H∗b(X;R)↠ H∗(X;R)

になります．これは Thurstonだと思います．negatively curvedな空間の任意の cohomology classは bounded

cohomology classで実現される．証明の ideaは negatively curvedという事を使って geodesic simplexを使い
ます．
一般的な大問題としては，X,あるいは基本群が与えられたときに，bounded cohomologyはどういう部分を
表しているか，hyperbolicな所を表していると大雑把には言えますが，
問: H∗b(X;R)→ H∗(X;R)の Kernel, Cokernelについて調べなさい．
という問題が挙げられます．沢山の結果がありますが，Lie 群やその discrete subgroup について, いろい
ろ調べて大きな仕事をしてきたのは Burger, その弟子筋の Monod, スイスのスクールですね．Monod のある
surveyには, bounded cohomologyが完全にわかっているのは amenable群等の自明な場合だけである，と書か
れています．完全にわかっているものは自明な場合以外に 1つもない．今もそれは変わっていません．
自由群についてわかっているのは，

• H2
b(F2;R)は∞-dimension.

これは Brooksの極く初期の有名な仕事です．1次元というのは何もない．じゃあ 3次元はどうか，ちなみに
F2 であったら F3, F4, F5,ずっと有るのですが，3次元は

• H3
b(F2;R)は∞-dimension.

これは相馬さんの結果です.

comparison準同型
H∗b(X;R)→ H∗(X;R)

これは先ほど全くわかっていないといいましたが，写像類群の場合に問題を早めに挙げておきます．compari-

son mapに関して
問: H∗b(Mg;R)→ H∗(Mg;R)の Kernel, Cokernelは何か．
これは大問題です．解決からはほど遠くて具体的な問題で 1 つ結果を出したとしても良い結果だと思い
ます．
写像類群の兄弟みたいなもの，自由群の外部自己同型群，こちらについてはもっとわかっていません．一応
書いておきます．
問: H∗b(OutFn;R)→ H∗(OutFn;R)の Kernel, Cokernelは何か．
どの cohomology classが bounded cohomologyから来るか，もちろん，OutFn の cohomologyがほとんどわ
かっていませんから，いまやっても時期尚早かもしれません．非自明な元の存在はわかっていますが，具体的
な形がわかっていません．それにしてもこういう問題があります．
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さらに Bavardの基本定理というものがありますが，その前に l1-homology theoryというのがあります．こ
れは bounded cohomologyの相棒です．そして，特に simplicial volumeというものがあります．任意の space

X に対して

Hk(X;R) ∋ α 7→ ||α|| ∈ R,

k次元 cycleに対して simplicial volumeが定義できます．これも bounded cohomologyとならんで幾何学的に
重要なものです．定義は k-cycleは singular k-simplexの和として表す事ができますが，その係数の絶対値の和
を考えます．homology classに対してはそれを実現する cycleの係数の絶対値の和の infを取ります. そして
hyperbolic多様体の基本類の simplicial volumeは hyperbolic volumeに proportionalという事が，その定数も
込めてわかっています．
それと群 Γがあるとその準同型，別の群への準同型 Γ→ Gは研究の重要な手段ですが，quasi-homomorphism

というのは bounded error を許した準同型．Γ から R への Quasi-homomorohism 全体を bounded function で
割ったものを

QH(Γ) = { f : Γ→ R quasi-homomorphism}/{bounded function}.

と書きます．次の系列
0→ H1(Γ;R)→ QH(Γ)→ H2

b(Γ;R)→ H2(Γ;R).

これが exactであるというのが，Bavardの定理です．bounded cohomologyを勉強するとき，一番最初に勉強
するべき事です．
それでちょっとだけ個人的な話をします．1984年，Gromovの論文が出て 2年後くらい，月に 1回くらい
松元さんと駒場でテニスをした後に，議論をよくしていました．当時 foliationの事をしていましたが，Rn の
compact supportの homeomorphism全体の群の homologyが自明，

H∗(HomeoKR
n;R) = R

をMatherが証明しました．証明も面白い定理です．
これは bを付けるとどうなるか，boundedにしても成り立つのではないか．30分くらい議論して証明でき
てこれを論文にしました．

Theorem 3.5 (松元-森田).
H∗b(HomeoKR

n;R) = R.

後にも先にも Hahn-Banachの拡張定理を使ったのはこのときだけです．
そのときに群 Γが uniformly perfect，こういうものを考えました．perfectは任意の元が commutatorの積で
書ける，ですが，uniformly perfectはある数以下の commutatorの積で任意の元が書けるというものです．そ
してもし uniformly perfectならば 2次の bounded cohomologyと通常の cohomologyの間の comparison map

H2
b(Γ;R)→ H2(Γ;R)

は injectするという事が証明できました．
そして自由群の次に大事というか，ある意味もっと大事な closed surfaceの基本群．g = 1のときは基本群
が abel群で自明ですが，gが 2以上のときにどうかという事もいろいろな人の仕事があります．

• H2
b(π1Σg;R)が∞-dimension.
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これは三松さんの仕事です．3次元ではどうか.

• H3
b(π1Σg;R)も∞-dimension.

これは吉田朋好さんの仕事です．これは幾何学的な事を使っています．Thurston の仕事ですが，Σg 上の
pesudo-Anosov mapによる mapping torusを考えます．Σg は 2次元多様体ですから通常の 3次元以上のコホ
モロジーは何もない．comparison map ではなにも引っかかりません．群のある 3 次元的な構造の反映です．
S 1 上の pseudo-Anosov bundle, Z と π1Σg の semi-direct product で Z は bounded cohomology は自明ですが，
一方で幾何学的にはあります．
そのあと相馬さんの仕事．相馬さんはこれは metricが入るのですが，一般には zeroの closureが zeroでは
ない，topologyが非常に wildだという事を証明しました．
写像類群についてだけ述べます．Endo-Kotschick, 彼らは何を証明したかというと，Mg は not uniformly

perfect. g ≥ 3 でMg は perfect ですが，uniformly perfect ではない．その証明は Gauge 理論を使う深いもの
です．
その後この方面では藤原耕二さんが独壇場で，藤原さん自身の単著と Fujiwara-Bestvinaの共著の仕事が沢
山あります．一言で言うと

• H2
b(Mg;R)が∞-dimension.

その後自明係数だけでなく，twisted係数など非常に大きな組織的な研究になっています．
写像類群の場合に bounded cohomologyから通常の cohomologyへの

H∗b(Mg;R)→ H∗(Mg;R)

これは藤原さん達の仕事から，injective からはほど遠い．次には image はどうなるかが問題になります．
tautological class ei ∈ H∗(Mg;Q)はどうなるか．特性類ですから H∗b(Mg;Q)から来るのか来ないのか．奇数次
の MMM-classesは Sp(2g,Z)の cohomologyから来ますから，Gromovの一般論を使うと奇数次の class eodd

は bounded cohomologyに liftします．では残りの evenではどうか．これは unknownです．これは面白い問
題です．最初は e2 がどうなるか，e2 でできても面白い．e2 は Riemann moduli空間の幾何学の立場からいう
と Riemann moduli空間の第 1 Pontrjagin classです．Riemann moduli空間の Pontrjagin classが bounded class

で書けるかどうか．
bounded cohomologyは Lie群の理論とも絡んでスイスで大きなスクールになっています．興味のある方は
いろいろ調べてみるとよいと思います．ここから 2番目のサブテーマに移ります．

3.2 moduli spaceの tautological algebraの構造

定義から始めます．写像類群の rational cohomology,係数は Qでやります，H∗(Mg;Q)の subringであって，

H∗(Mg;Q) ⊃ R∗(Mg)

最近は Rで書く事が定着しています．subringであってMMM-classesで生成されるものを tautological algebra

と言います．一番最初に考えたのはMumfordで Chow algebra

A∗(Mg)
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を定義しました．一般に非常に難しい対象ですが，algebraic variety があったら Chow algebra は定義されま
す．algebraicな構造を忘れると rational cohomologyへの準同型

A∗(Mg)→ H∗(Mg;Q) � H∗(Mg;Q)

が定まります．右の同型は moduli空間と写像類群の rational cohomologyが同型であることによります．代数
幾何の人は H∗(Mg;Q)で考えます．さて tautological algebra R∗(Mg)

A∗(Mg) ⊃ R∗(Mg)

の定義は A∗(Mg) の subring で，ここで MMM-classes というとこれは rational cohomology ですから，Chow

algebraでは，kappa classes κi で生成されるものです．これは cohomologyに落とすと

A∗(Mg) ∋ κi 7→ (−1)i+1ei ∈ H∗(Mg;Q).

符号だけの問題です．位相的に考えた surface bundleでは tangent bundleを考えるのが自然ですが，代数幾何
的にはその dualを考える方が自然です．

Mumfordは Chow algebraの構造はどうなるかという問題を提出しました．

R∗(Mg)→ R∗(Mg),

これは定義から全射ですけれども，Kernelがどうなるか．後で Faber予想というものを出しますが，これが正
しければ同型です．
ある意味簡単ですが，根本にあるGrassmann多様体の場合に状況を後で説明します．一般の場合には Kernel

が無限生成になることもあるようです．一般には wildな空間です．
これについて Faber conjectureというものがあります．1993年頃からいろいろな集会でしゃべっていて，実
際に出版されたのは 1999年です．詳しくは次回になりますが，tautological algebra R∗(Mg)というものが,非
常にきれいな構造をしている．大雑把に言うと

R∗(Mg) � H∗(V (g−2);Q),

複素 g−2次元のある仮想の，virtualな projective manifold V (g−2)が存在して，その rational cohomology ringと
同型になるだろう．一言で言うとそういう予想です．これはもの凄く強い事を言っていて，projective manifold

ですから，Poincaré duality, Hard Lefschetzの性質, κ1 に関する Hodgeの positivity property. これも大きな性
質です．こういうものが成り立つだろうという予想です．

1991 年に Bödigheimer という人に招聘してもらって Göttingen に行きました．そのとき Faber, この人は
元々Mumfordの弟子で，彼は Amsterdamにいて，わざわざ Amsterdamから Göttingenまで車で会いに来て
くれました．そして三日三晩，Macsymaというソフトでいろいろ gが小さい所から moduliの cohomologyに
関して実験してました．私は見ているだけでしたが，いろいろな話をして，それから 1,2年経ったときに，大
変美しいこういう予想を出してきました．
それから 20 年経ちました．20 年 Faber，彼自身はずっとこれを研究テーマのメインに挙げています．彼
と会う度に computer の実験がどんどん進んで来て，g ≤ 23 まで computer と Faber-Zagier relation を用いて
Faber予想は OKという事を証明しました．Zagierは数論や代数幾何，zeta valueなど幅広い仕事をしている人
です．Faber-Zagier relationというものを提唱しました．これは結構複雑なので，今日は省略します．Poincaré

duality が一番大事ですが，実際に Faber は g = 23 までは Faber-Zagier relation は本当の relation であって，
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そこから Faber のフル予想が出てくる事を証明しました．g = 23 というと小さいと思うかもしれませんが，
computerの計算からいうともの凄い大きさです．
ここら辺までの動きは全部代数幾何です．ある意味最近の発展はもの凄いのでここでお話する事はその氷
山の一角，10 分の 1 くらいと思って頂くとよいでしょうか．最近は Gromov-Witten theory, stable map など
で Faber 予想の一般化がある．あるいは代数幾何では Deligne-Mumford の compact 化や rational tail とか，
compact typeとか，Faber予想のいろいろなバージョンがあります．

V というのは 1番良いのは Riemann moduli空間の subvarietyとしてあれば良いのですが，全くわかりませ
ん．こう書くと本当に varietyがあるように思いますから，書かない方がよいのかもしれません．
後で詳しくやりますが，abelian varietyの場合，そこでも V の存在はわからない．Grassman多様体の場合
は完全にわかっています．それは Bott-Tuに書いてあります．abelian varietyの場合にも tautological algebra

の構造は完全にわかっています．しかしその場合も subvarietyの存在はわかりません．van der Geerの証明は
正標数の代数幾何を使わないと証明できません．ただ Poincaré duality や intersection matrix, top degreeでの
characteristic number,それは次回にお話しします．
その流れで言うと，さらに 2012 年頃に大きな仕事があって，Pandharipande-Pixton, Pandharipande は

Princeton の教授でしたが，最近は ETH にいます．Pixton は初期の仕事で，鈴木正明さんの Torelli 群の
Magnus表現が injectiveではないという有名な仕事がありますが，それを一般化して Kernelの元を沢山作る
という仕事をしました．今は Clay Research Fellowです．Pandharipande-Pixtonは何を証明したかというと，
Faber-Zagier relationが本当の relationである，しかも，それを Chow algebraの段階で証明しました．これは
大きな仕事です．まだ出版はされていないようですが，一流のジャーナルに掲載されると思います．
あと topologyの方で言いますと，河澄さんと 1990年代にいろいろな仕事をしました．写像類群のある表現
から誘導される cohomologyが tautological algebraと完全に一致するということ，そしてその具体的な形など
が分かりました．tautological algebraを topologicalな立場から研究したという事ができます．

Oscar Randal-Williams,この人は Tillmannさんのお弟子さんだと思います．この人は topologyの立場から，
あと Ebert,この人は Bödigheimerの弟子で，topologyの観点から仕事をしています．これらのトポロジーの
観点からの仕事は Chow algebraではなく，rational cohomologyのレベルです．
一方，2010年頃から Faber予想の一番大きな部分，Poincaré dualityが本当かなという雰囲気が出てきまし
た．g = 24のときに，彼らは何を示したかというと，Faber-Zagier relationだけからは Faber conjectureは出
ないという事を実際の計算で示しました．この頃は Faber予想を信じる立場から，relationが少ない，relation

が足りない，と思っていた人も多かったようです．しかし，いろいろな人が努力しましたが一向に見つかりま
せん．そうすると，Faber-Zagier relationが完全だとすると Faber予想が正しくない，という事が出てきます．

Faber予想の背景にあるものとして，Grassmann多様体と abelian varietyの場合に，実際には，この場合は
Faber予想とはいいませんが，完璧な形で成り立っています．Grassmann多様体の場合は Bott-Tuの教科書の
後ろの方で，de Rham cohomology, flag manifoldを勉強して，Faber予想が念頭になくても，Grassmann多様
体が如何にきれいか，非常によい勉強になります．私自身ももう一度勉強しました．

Grassmann多様体，n次元複素線型空間の k次元部分空間の全体，

Gn,k = {V ⊂ Cn;C − linear subspace, dimV = k},

こういうものを Grassmann多様体といいます．等質空間

Gn,k � GL(n − k,C)\GL(n,C)/GL(k,C)
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の構造も入り，こう言わなくてもわかりますが，複素多様体の構造をもっていて，その実次元は dimRGn,k =

2k(n − k)です. 特に k = 1の時は複素射影空間 CPn−1 です．
この上に tautological bundle

ξ → Gn,k

というものがあります．ξ は k-dimensional vector bundle. これは V ⊂ Cn に対して，V のベクトルを考えれば
k 次元 vector bundleになります．それは全体 Cn, Gn,k 上の trivial Cn-bundleに subbundleとして入っていて，
quotient bundleが取れる．

ξ → Cn → Q→ 0

c1(ξ), · · · , ck(ξ) ∈ H∗(Gn,k;Z)

そうすると Chern classes, これは k 次元ですから c1 から ck まで，本当は Z 上で定義できます．de Rham

cohomologyでやるときはまず Rでやって，実は Q上で OKとなります．
言わば tautological class，特性類なので，Chern classが生成する algebraをGrassmannの tautological algebra

とします．すぐにわかる事はこれが全体の cohomologyを生成しています．実際どうなるかというと，

H∗(Gn,k;Q) � Q[c1(ξ), · · · , ck(ξ)]/relations.

問題は relationは何か．これが何になるのか，tautological algebra，これは canonicalな generatorで生成され
るものを tautological algebra と言いますので，これは何もしていないようなものです．大事な事は relation

を書くという事です．これが非常に簡単に書けてしまう．それは Bott-Tu に書いてある通りで，moduli

の cohomology は本当にきれいな module になっています．これも K 理論というか，Atiyah-Hirzebruch,

Grothendieck, vector bundleの短完全系列があると，両端を直和すると真ん中になる．

ξ ⊕ Q � Cn.

そして今真ん中は自明な bundleです．Chern classesの定義，Whitneyの sum formulaから

c(ξ)c(Q) = 1.

ここで
c(ξ) = 1 + c1(ξ) + c2(ξ) + · · · + ck(ξ)

です．これが完璧な relationを与えます．すなわち

c(Q) =
1

c(ξ)

=
1

1 + c1(ξ) + · · · + ck(ξ)
.

formalに展開して右辺をベキ級数で表します．そうすると Chern classが現れますが，完璧な relationはどう
なるかというと，relation:

ci(Q) = c j(ξ)の polynomial
= 0 (∀i > n − k).

こういう有限個の多項式の relationが出ます．これの証明というのはそんなに易しいというわけではありませ
んが，flag bundleを帰納的に考えていけばできます．Bott-Tuに書いてあります．これは de Rham cohomology

を講義したらその後にやると良いと思います．rankを超えたら 0,非常に自然な relationです．
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例えば Euler数はどうなるかというと，
χ(Gn,k) =

(
n
k

)
.

Poincaré多項式は relationの形から

P(Gn,k) =
(1 − t2) · · · (1 − t2n)

(1 − t2) · · · (1 − t2k)(1 − t2) · · · (1 − t2n−2k)

分類空間の言葉で言うと，nを無限大に飛ばしますと，

Gn,k → G∞,k = BU(k),

k-次元 vector bundleの分類空間です．これの cohomologyはよく知られているように

H∗(G∞,k;Z) � Z[c1, · · · , ck]

この分類写像の pullbackが
H∗(G∞,k;Z)→ H∗(Gn,k;Z)

この cohomology になります．この場合は全てがうまく行っています．残りの時間でちょっとゆっくりと，
Riemann moduli空間の場合が難しいという事が際立ってくる motivationにもなると思うので，abelian variety

の場合をやります．
(2) principally polarized abelian varietyの moduli空間．
これは Riemann moduli空間よりもある意味テクニックが沢山ある．だけども非常に難しい．ただ 15年前
に van der Geerが証明しています．それをご紹介して，Riemann moduliとの違いをお話します．先ほども言
いましたが van der Geerの証明は正標数の代数幾何を使っていて topologicalな証明はまだない．ここで 1つ
の問題があるという事をご紹介したい．写像類群があると homologyへの作用を見て，

Mg → Sp(2g,Z)

ここに全射があります．群の立場からいうと Sp(2g,Z)を扱っていると言えばよいわけです．abelian varietyの
moduliの立場から言うと，Mg は Tg に働きますが，Sp(2g,Z)は Siegel upper half space hg に働きます．これ
は matrixのある空間の上半空間です．Mg の方は Tg/Mg，こちらの方は通常 Ag と書いて，

Ag = hg/Sp(2g,Z),

商は代数幾何的にはいろいろありますが，我々は naive にこれの商だと考えましょう．そうすると rational

cohomologyはどうなるか．写像類群の場合と同じで，

H∗(Ag;Q) � H∗(Sp(2g,Z);Q)

tautological class というのは Mg の場合は MMM-class ですが，この場合の特性類は Chern class が出てきま
す．principally polarized abelian varietyの moduliの特性類としては，

Sp(2g,Z)→ Sp(2g,R)

に入れると maximal compactは unitary群 U(g)．従って分類空間に移行すると

BSp(2g,Z)→ BU(g)
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という写像があって cohomologyとしては BU(g)には c1, · · · , cg があります．これを pullbackして

ci ∈ H2i(Sp(2g,Z);Q) (i = 1, · · · , g)

となります．元々 Chern classesは Grothendieckの定義は cycleとして与えられているので

ci ∈ A(i)(Ag)

Ag の i次元 cycleの形で定義されます．まず topologyの方では

H∗(Sp(2g,Z);Q) ⊃ R∗(Sp(2g,Z))

は c1, · · · , cg で生成される H∗(Sp(2g,Z);Q)の subalgebra. 分類空間 BU(g)上の universal bundleの pull back,

これは通常 Hodge bundle と呼ばれるもので，この Chern class になります．これで生成された rational

cohomologyの subringをこの場合の tautological algebraと言います．
代数幾何の立場ではこの上に abelian varietyのmoduli空間のChow algebra A∗(Ag)があって，その subalgebra

として定義されます．これがどうなるかというのが，興味ある所ですが，調べてみると 15 年前に van der

Geer，この人はオランダの有名な代数幾何の人ですが，van der Geerによって解決されています．この論文が
どこに出ているかというとさっきの Faber予想が出ている論文の載っている同じ本の中にあります．

Theorem 3.6 (van der Geer,1999). Ag の tautological algebraは

R∗(Ag) � Q[c1, · · · , cg]/relations

であって relationsは

• (1 + c1 + · · · + cg)(1 − c1 + c2 + · · · + (−1)gcg) = 1,

• cg = 0.

こういう 2 つの relations で完全に定まる．van der Geer の Chow algebra レベルでの結果です．rational

cohomology のレベルでは次のように言えます．同じように Q 上の多項式代数で relation は次のようになり
ます．

R∗(Sp(2g,Z)) = Q[c1, · · · , cg]/relations

• pi = 0 (∀i),

• cg = 0.

こういう 2 つの relation です．特性類を勉強すると複素 vector bundle の Pontrjagin class はまさに最初の
relationの各項になります．

Sp(2g,Z)の rational cohomologyは完全には永遠にわからないと思います．いわんや写像類群ではわかりま
せん．
これが 2つの relationであって，これの corollaryがものすごいのです．これはもうちょっと古典に属する

Borel-Hirzebruchの仕事から始めるのがよいと思います．pi = 0の部分は位相的にわかるのは，Sp(2g,Z)は,

discrete 群です．なので複素 g 次元 vector bundle として考えていますが，R 上の bundle としては flat です．
だから Pontrjagin classが消えるのは当たり前です．
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Borel-Hirzebruchは一般論，松島先生とかいろいろな仕事があって，relative Lie algebraの cohomologyを
考えて，

H∗(sp(2g,Q), u(g))→ H∗(Sp(2g,Z);Q)

こういう写像があるというのは一般論です．一般に semi-simple Lie groupと discrete subgroup, arithmeticな
もの，このときに cohomologyを構成しようというものです．もし Lie群が compactだとすると injectiveで
す．しかし今，compactではありません．endがあるので消える可能性があります．

Borel Hirzebruchはこれを計算して

H∗(sp(2g,Q), u(g)) � Q[c1, · · · , cg]/(pi = 0)

を証明しています．具体的に実験してみると面白いと思いますので，後で時間の許す限りやってみます．
そして（会場から指摘のあった通り）これはある compact 多様体の cohomology と同型，addtitive には
H∗(S 2×S 4× · · ·×S 2g)と同型であることが示されています（cup積は違いますが）．そして，これから Poincaré

dualityを満たすという事がすぐにわかります．例えば Euler数は χ = 2g となり，次元は top dim=g(g − 1)と
なります. こういう事が出てきます．
残りの cg = 0 という relation はどこから出てくるかというと, それをやったのは Sullivan の一般論です．

Sullivanは何をしたかと言いますと，Euler class

e = 0 ∈ H2n(GL+(2n,Z);Q).

2n 次元の実 vector bundle で構造群が GL+(2n,Z) のものの Euler class は torsion はあるかもしれないが，
rationalには 0. 一方で cg はよく知られているように Euler classですから，2番目の relationは Sullivanです．
これが実際 tautological algebra の構造を与えるというのが，van der Geer の仕事です．これで尽きるとい
う事はわからない，まだ relationがあるかもしれない．これで尽きるという事は，彼の証明を見ると abelian

varietyの moduli空間，Ag ⊗ Z/p,標数 p上の moduliというものがあって，ここに 1
2 g(g − 1)次元の complete

subvarietyがある．当たり前のように書いてあって引用もないのでこれは代数幾何の人には非常にわかりやす
いもののようです．標数 0で 1

2 g(g − 1)次元の complete subvarietyがあるというのは望みが薄い，それは難し
い．だけど標数 pにすると存在するということのようです．もう一つは c1 が ample. ampleですから最高次の
ベキまで持っていくと 0 ではない．subvariety があれば cg−1

1 は 0 ではない．全ての p に関してあるから，Q
上でも正しい．
何れにしてもここで一つ問題として出てくるのは，subvarietyの存在はというのはできないが，
問: topologyでこれ以上 relationがない事を証明できないか?

です．実際 rational cohomologyでやっているわけですから，topologyの一般論であって，subvarietyは望め
ないが，rationalな cycleはある．あまりきれいな形はしていないでしょうが，例えば gが小さいときには出
来るのではないか．g = 2のとき，Dupontさんや Ronnie Leeさんの仕事があります．写像類群の場合 g = 2

では torsion ですが，g ≥ 3 で c1 は stable ですからずっと 0 ではないですが，ベキがどこまで 0 でないか，
c

1
2 g(g−1)
1 が 0でないかということを証明しなくてはなりません．g = 3のときは c3

1 , 0を証明しなくてはいけ
ません．段々難しくなってきます．abelian varietyの場合には van der Geerの定理で，代数幾何的にはわかっ
ていますが，写像類群のときはどうか．Faber 予想が出たときには abelian variety の場合はまだ出来ていな
かったと思います．Faber予想は同じ本に出ていますが，予想自体は前からありますので．
最後に g = 4でどんな感じになるか，やってみます．R∗(Sp(8,Z);Q)の元で generatorsは

c1, c2, c3, c4
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とあって，まず Sullivanの結果から
c4 = 0.

残りの relationは唯 1つで
(1 + c1 + c2 + c3)(1 − c1 + c2 − c3) = 1.

左辺を展開すると
1 + 2c2 − c2

1 + c2
2 − 2c1c3 − c2

3 = 1.

各次数でみると

• degree=4: 2c2 − c2
1 = 0 ⇔ p1 = 0.

• degree=8 c2
2 − 2c1c3 = 0

• degree=12: c2
3 = 0.

一般の gで cg = 0という relationを取る前の段階で additive basisは

cϵ1
1 cϵ2

2 · · · c
ϵg−1

g−1cϵg
g (ϵi = 0, 1)

これは elementary ですが，おもしろい計算です．そうすると top cohomology は c1c2 · · · cg−1 で生成されて，
Poincaré dualityが成り立つ．また topの所で intersection numberの公式も出ます．
これの Riemann 面の moduli 空間の場合にどうなっているか．relation は大変難しくなって，Faber-Zagier

relationと呼ばれる relationの族が提示されて，これを中心に研究が進んで来ました．これがすべての relation

を与えているのではないか，という期待が一時あったようですが，最近はそうではないかもしれないという流
れが出ている．具体的には g = 24で崩れている可能性が Faberや Pandharipandeによって指摘されています．
代数幾何の立場では上の Chow algebraで考えていますが，topologyの立場で rational cohomologyだけで考え
ると，可能性としては

R∗(Mg)→ R∗(Mg)

が g = 24で injectしないかも知れません．そうすると我々 topologyにはチャンスで，代数幾何的には relation

にならないが，topologicalにはなるのではないか．kappa-classesのある多項式が rational cohomologyとして
は 0なのだけれども，algebraic cycleとしては 0にならない，そういう事があるのではないか．そこら辺りは
代数幾何にとっても 2 年くらい前から大きな mystery になっています．これに対して位相的にもしかしたら
approachがあるかもしれません．
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第 8回 2014年 6月 18日

moduli space の tautological algebra の構造の 2 回目です．前回 (1),(2) とやりましたので今日は (3) から
です．

(3) tautological algebras ofMg,Mg.

Riemann面の moduli空間Mg は代数幾何的設定,写像類群Mg は topologicalな設定です．Notationからや
りましょう．tautological algebraは Rで書く事が定着しています．これは定義で
R∗(Mg):=subalgebra of A∗(Mg) generated by κi ∈ Ai(Mg), i = 1, 2, · · ·
これはMumfordが定義した Chow algebra，元々 non-singularな場合は Chowが定義して，mildな singularity

がある場合にも Mumford が Chow algebra の定義を拡張しました．algebraic cycle をある relations で割った
ものです．代数幾何的には余次元 iの cycle, topologicalには余次元 2iの cycleです．

topologicalな analogyというか，代数幾何の人も考えていますが，
R∗(Mg):=subalgebra of H∗(Mg;Q) generated by ei ∈ H2i(Mg), i = 1, 2, · · ·
従って cohomologyへの forgetful map,全射

R∗(Mg)→ R∗(Mg)

があって，A∗(Mg), こちらは難しいですが，H∗(Mg;Q)，こちらは我々にはなじみのある cohomology の
subalgebraになります．

κi 7→ (−1)i+1ei

で対応します．ei は Z上定義されていますが，tautological algebraは通常 Q上で考えます．topologicalには
次数が 2倍になります．符号だけの違いです．これの構造を調べるというのが問題です．
歴史的にはMumfordが tautological classesを定義して，今日のテーマは Faber予想がどのように提出され
て何がわかってきたのか，surveyしてそれに topologicalな approachがあるのではないかという事をお話しま
す．前回の内容をちょっと復習します．

(1)では Grassmann多様体 Gn,k(C), Cn の中の k次元部分空間全体を考えました．
分類空間を考えると Gn,k(C)上に k 次元複素 vector bundle, tautological bundle ξ → Gn,k(C)があって，分類
空間 BU(k)へ写像

Gn,k(C)→ BU(k)

があります．cohomologyに移ると全射が存在して,これは Z上でやると

H∗(Gn,k(C);Z)↞ H∗(BU(k);Z) � Z[c1, · · · , ck].

H∗(BU(k);Z) は Chern classes で生成される多項式代数です．この image がどうなっているか，具体的に
generatorsと relationsで書くとどうなるか．答えは，generatorsは明らかに c1, · · · , ck ですが，relationが完全
にわかっていて，tautological bundle ξ → Gn,k(C)は自然に trivial bundleの subbundleですから，その quotient

bundleを Qとします．ここから出てくる relationが完全で

c(ξ)c(Q) = 1

です．relationを具体的にどう書くかというと，

c(Q) =
1

c(ξ)
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を formalに展開するとべき級数になりますが，quotient bundleの Chern classesが消える，

ci(Q) = 0 (∀i > n − k)

これが完全な relationになる．古典的なプロトタイプになるきれいな結果です．Bott-Tuの教科書にも書いて
あります．これは標準的なプロトタイプです．

2番目 (2)はもう少し難しくて，principally poralized abelian varietyの moduli Ag の場合です. この場合は答
えから言うと，1999年．後で Faber予想を出しますが，その Faberの論文が載っている有名な本，moduli of

curves,その中の論文に書いてある van der Geerの定理です．
orbifold fundamental groupは Sp(2g,Z)ですから，

R∗(Ag)↠ R∗(Sp(2g;Z))↞ H∗(BSp(2∞;Z);Q) � Q[c1, c3, c5 · · · ].

無限 rank の symplectic 群の cohomology から全射があるというのは定義で，Borel の定理によって
H∗(BSp(2∞;Z);Q)は多項式代数 Q[c1, c3, · · · ]になります．Borelの基本定理です．ここで c2 や他の偶数次が
ないのは，zeroになるのではなく，Pontrjagin classesがゼロである事から，他の奇数次の Chern classesで書
けてしまいます．
この imageがどうなるかというと，

R∗(Ag) � R∗(Sp(2g;Z)) � Q[c1, c2, c3, · · · ]/two relations

2つの relationを与えたのが van der Geerです．
1番目の relationは topologicalに言うと，まず Pontrjagin classが zero．

(1). (1 + c1 + · · · + cg)(1 − c1 + c2 − · · · + (−1)gcg) = 1.

Chern classというのは元々 algebraic cycleですから，Grothendieckの定理でこういう relationがあります．
2番目が topの Chern classがゼロ．

(2). cg = 0.

この 2つの relationで完全に書ける．topologicalには rational cohomologyですが，van der Geerはもっと
強く Chow algebra levelでこれを証明しました．従って，

R∗(Ag) � R∗(Sp(2g;Z)).

これが結局どういう compactな多様体の cohomology algebraと同型かというと，前回河澄さんからコメン
トがあり，その後高倉さんが調べてくれました．結局これは H∗(Sp(g − 1)/U(g − 1);Q)と同型で，従って，も
ちろん Poincaré dualityが成立します．これが復習です．

3番目に Riemann面の moduliについてはどうなるか，これについて Faber予想が提出されました．1993年
に提出し，ちゃんと書かれた，publishされたのは 1999年で先ほど挙げた本の中に書かれました．まだ未解決
な所があるので，詳しく元の予想から書いていきます．予想は 3つに分かれています．Faberは代数幾何学者
ですから Chow algebraの言葉で書いています．

Faber conjecture

1.

R∗(Mg) =

 0 (∗ > g − 2),
Q (∗ = g − 2).
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Rk(Mg) × Rg−2−k(Mg)→ Rg−2(Mg) � Q : perfect

2. κ1, κ2, · · · , κ[ g
3 ] generate R∗(Mg).

3. intersection number formula.

最初は tautological algebraが

R∗(Mg) =

 0 (∗ > g − 2),
Q (∗ = g − 2).

これが最初の予想です．さらにこれは cup 積，代数幾何的には intersection ですが，k 次の cycle と
complementary な g − 2 − k 次の cycle, まず予想ですが, Rg−2(Mg) � Q?, これは Q か. Faber は最初から
信じていたようです．genusが小さい所ではわかっていたのですが，genusは 5くらいです．それでこれを予
想するのはかなり大胆だったと思います．そしてこの pairingが perfect, Poincaré dualityを満たす．代数的に
は tautological algebraは Gorenstein algebraか?. 初めからこれが一番深い予想と言われていましたが，今でも
これだけが残っています．

2と 3は完全に解決されました．2番目は κ1, κ2, · · · , κ[ g
3 ],これで R∗(Mg)は生成されるだろう，そしてこれ

より下の degreeでは no relationです．この g
3 は Harer stabilityから出てくる g

3
です．また g − 2というのは

Diazという人の仕事で，completeな subvarietyの次元が g − 2を超えないというのが根拠です．
3番目は intersection numberの formulaです．これは非常に組み合せ的でおもしろい公式です．これにはま
だ topologicalな証明がありません．我々にも challengingです. 代数幾何的な証明が 3つあります．Poincaré

dualityを仮定しますと，有理数を与える．どうやって見つけたかというと，論文を見ても書いてありますが，
元々 Witten のみんなビックリした論文がありますよね．Deligne-Mumford compact 化で tautological classes

を積分して gを全てにわたるときに，今では Kontsevichの定理ですが，ほとんど信じ難いような事が成り立
つと言い出しました．結構複雑な式です．これはWittenの notationですが，g − 2 = d1 + · · · + dk, partitionが
あったときに，

< τd1+1τd2+2 · · · τdk+1 >=
(2g − 3 + k)!(2g − 1)!!

(2g − 1)!
∏k

j=1(2d j + 1)!
κg−2

これにもう 1 つ別な解釈を与えて，そこから intersection number が定まる．それが Faber の本質的な予想で
す．組合せ的にはよく出てきますが，どうなるかというと k個の数に，一つ partitionを固定する毎に対称群が
作用します．

< τd1+1τd2+2 · · · τdk+1 >=
∑
σ∈Sk

κσ.

そこで κσ というのは何かというと
κσ = κ|α1 |κ|α2 | · · · κ|αν(σ) |.

長さが |ν(σ)|として permutation σを cycleで書くと

σ = α1α2 · · ·αν(σ)

|αi|は αi は cycleですから，その cycleに出てくる di たちの和です．全部足すと g − 2になって，丁度ぴった
り合います．これが intersectionの予想として提出されました．
ここから全然自明ではないのですが，全ての kの階乗の relationがあって，全部集めると，intersectionが決
まるというわけです．この辺りから Faberは Zagierと一緒に研究をするようになって，Zagierはもしこの予
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想が正しいとすると，tautological classesの monomialと κg−2 との proportionalityが即座に出てくると，言っ
たそうです．

κ
g−2
1 =

1
g − 1

22g−5((g − 2)!)2κg−2.

例えばこういうものが出てきます．
一般に κ1, κ2, · · · の g − 2次の monomialが有ったら，それと κg−2 との proportionalityが出てくる．だけど
これは極初期の事です．
現状はどうなっているかといいますと，まず最初に証明されたのは Looijenga の仕事，1995 年の有名な

Inventionesに出た論文です．彼は何を証明したかというと，予想の (1)の最初の部分です．

Theorem 3.7 (Looijenga).

R∗(Mg) =

 0 (∗ > g − 2)
0 or Q (∗ = g − 2)

topologyの立場から言うと，これは未だ topologicalな証明はないのです．代数幾何的には，この論文自体
が 10ページ前後だったと思いますが，cycleの intersectionが空集合になる．topologicalにはどうしてそうな
るのか，全くわからない．最初のやつ，∗ = g − 2で 0 or Qを証明しました．これを見て Faberは直ちに，0 or

Qは Qと topの所を決定しました．実際はもっと強く，

κg−2 , 0

を証明しました．これは publishされていなくて preprintしかありません．

Theorem 3.8 (Faber).
Rg−2(Mg) � Q.

κg−2 , 0.

この時点で，予想の提出から 2 年後にここまで証明されました．それで結局結論から言うと 1 番だけが
残っています．2 は e1, e2, · · · , e[ g

3 ] genrate R∗(Mg) を cohomology level で証明しました．これは私の結果で
す．わかったのは 1998年で出版は 2003年です．これについては今日の後半でお話します．もっと強い Chow

algebra の level で κ1, · · · , κ[ g
3 ] が生成する．これは Ionel という代数幾何, symplectic geometry の人，今は

Stanfordにいる女性の結果です．2003年の結果で出版は 2005年です．Duke M. Jに出ました．Chow algebra

levelで正しい事を証明しました．それから no relationというのは Harer stabilityというものがありますが，そ
の一番微妙な所について，強くした improved Harer stabilityというもの,これは Boldsenの仕事があって，そ
れによってほとんど証明されていました．なので，2は 2003年の時点で証明されました．

3番目ですが，3番目はいつ証明されたかというと，これも比較的早い段階で，3つの証明があります．1番
最初に証明したのは，Giventalで代数幾何というか Gromov-Witten theoryというか, 2001年に Gromov-Witten

theoryのある予想，これは Eguchi-Hori-Xiongの予想で，各 variety毎に stable mapに関する予想ですが，こ
れを CP2 に対して証明して，その corollaryとして Faber予想の 3が出てきます．この論文はMoscow Math. J

に出ました．もっと具体的な証明が Liu-Xu,中国の人です．いろいろな観点から証明がありますが，一番最近
は Buryak-Shadrin, 2011年，Adv. Math. に論文は出ています．それぞれ利点があり，完全に証明されました．
というわけで，残ったのは Faberの perfect pairing予想

Rk(Mg) ⊗ Rg−2−k(Mg)→ Rg−2(Mg) � Q : perfect
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だけです．これが正しいかどうかが mystery になっています．言い換えると tautological class の k 次の
monomialがあって，相棒の monomialと cupして全部ゼロだったら，Rk(Mg)でゼロだろうという予想です．
これが非常に難しい．
先取りすると，相棒の cohomologyと cupして zeroだったら cohomologyが 0だろう．この方が少しは易
しくなります．この perfect pairing 予想ですが，Faber 自身が最初 computer と理論的なものを組み合せて，
1993年以来，1999年の論文の時点で g ≤ 15まで OK，Faber自身が本に書いています．

質問:rankの計算はどうなっているのでしょうか?

rankの計算も微妙です．rankの具体的な表示が得られるかというと微妙で，非常に組合せ的に複雑なもの
があって，組合せ的な難しさ，topologicalな難しさ，代数幾何的に深い cycleの難しさが絡み合っています．
relationが今の所足りない，だけど g ≤ 15まで OKで，2005年 3月に Stanfordで集会があって，そこで Faber

に会って聞いたのですが，g ≤ 21 まで OK と言っていました．ただそれは 2 年前だと言っていましたから，
2003年ですね．その次は 2010年で g ≤ 23まで OK．Faber自身が証明しています．現状はここまでです．
問題は g = 24で何かが起こっているのか? が現状です．もう少し詳しく言うと，Faber-Zagier relationとい
う複雑な relationがあって，これは次回に回したいと思います．Faberと Zagierはこういう relationが成り立
つだろうという relationの set, systemを提出しました．そして，g = 23まではこれが実際に relationである事
を証明して，なおかつそこから Poincaré dualityが成り立つ事を証明しました．
さらに，これが本当の relationだというのが，最近 2011年の Pandharipande-Pixtonの結果です．Pandhari-

pandeは元 Princetonの教授ですが，3年程前に ETHに移りました．最近では決定的な仕事です．出版は未だ
で, preprintの段階です．Pixtonは最初 Torelli群の Magnus表現の kernelの元を構成するという topologyの
仕事もありますが，いまは完全に Gromov-Witten theory, この分野の人です．この人たちによって 2012年に
完全な relationである事がわかって，g = 24のときは何がわかったかというと，Faber-Zagier relationでは不
十分である．これだけからは Poincaré dulaityが出てこない．
流れが変わったと思った人もいるようです．g = 23というのは小さいようですが，rankとしては結構大き
いです．abelian varietyの moduliの事もあります．なので予想は成立したら良いかな，くらいにはなっていた
と思います．しかしこの relationが足りないという事から流れが変わったようにも見えます．
可能性としては 3つくらいありまして，

(1). Poincaré dualityは R∗(Mg)では成り立たない．
これが 1つ,こちらに流れている．但しこれを証明しようとすると，Faber-Zagier relationが完全な relation

であることを証明しなくてはいけません．相棒の intersectionを取ったら zeroなのにそれが生き残っている，
それが cohomologicalには zeroなのに，algebraic cycleでは残っている事を証明しなくてはいけない．closed

ではないので，相棒といっても virtualな相棒です．それは非常に難しいです．
2番目の可能性としては

(2). Faber予想は正しい．
その場合には新しい relationが必要です．これについては Faberさんも込めて，topologistの中でもいろい
ろな人が，いろいろ tryして新しいものを見つけると，Faberさんや Pandharipandeに送ると，パッケージが
あってチェックしてくれます．この 2,3年の試みは全て今までのものに帰着されています．今までの構成では
出ない新しい relationを作らなくてはいけない．

3番目は
(3). 全射 R∗(Mg)↠ R∗(Mg)は not injectiveではないか．

91



not injectiveなら即 Faber予想は R∗(Mg)では成り立たない事が直ちにわかります．
しかし，R∗(Mg) では Faber 予想が成り立つ可能性がある．injective ではなくて，cohomology level では

Faber予想が成立するとなると topologistの活躍の場が出てきます．チャンスが出てきます．代数幾何的には
relationではないのに，topologicalには relationになっている．new relation in cohomologyを見つける必要が
あります．
最後は Faber予想は両方とも正しくない．R∗(Mg)でも予想は成り立たず，R∗(Mg) → R∗(Mg)も injective

ではない．これは一番難しい状況で，ここでも 2つに別れて Faber-Zagier relationは完全である，あるいは，
完全ではなくて，cohomologyでは relationがあって代数幾何的にはない．しかし Ponicaré dualityには足りな
い．mysteryです．

g = 24のときは，具体的に relationは書き下されていて Poincaré dualityが成立するには 1次元だけ足りな
い．そういう状況にあります．
それに対して topologicalな approachを考えたい．

moduliが general typeになるというのが g = 24辺りからだった気がします. 昔良く話題にしていたと思いま
すが．

g = 24で違うというのは，Harris-Mumfordの仕事，Riemann面の moduli空間の小平次元が関係あるかも
しれません．gが大きいと general typeになる．gが小さい所で，小平次元がわからないものが残っています
が，上の方で全部決定されました．何か関係あるかもしれません．

topologicalには approachがあるかもしれません．topological approachがあるのかな，というのは今の所淡
い期待です．Faber-Zagier relation と対称群的なものが出てくる似た relationがあるのですが，一番可能性と
しては Faber-Zagier relationが本当の relationで，それはもちろん Chow algebra levelで証明されていますが，
それの topologicalな証明ができるかなと，それを紹介したいのです．淡い期待はそれが Faber-Zagier relation

の cohomologicalな relationになって，さらに新しい relationになる，Faber予想の証明になるかなというもの
です．対称群の表現からどうなるか．
出発点は河澄さんとの共同研究です．それについて残りの時間でご紹介します．これはまず 1 点 puncture

の写像類群Mg,∗,これは universal familyの orbifold fundamental groupと思うのがよくて，群 versionでは

1→ π1Σg →Mg,∗ →Mg → 1

群の extensionとしては曲面の基本群による extensionになります．
Johnsonの第 1準同型

Ig,∗ → Λ3H

を写像類群全体に拡張すると，
Mg,∗ →

1
2
Λ3H ⋊ Sp(2g;Z)

となります．ここで H = H1(Σg;Z),あとでは Q上にして考えます．
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こういう表現を作ったわけです．

π1(Σg) −−−−−−→ Hy y
Mg,∗ −−−−−−→ 1

2Λ
3H ⋊ Sp(2g,Z)y y

Mg −−−−−−→ ( 1
2Λ

3H/H) ⋊ Sp(2g,Z)

となります．H → 1
2Λ

3H は u 7→ u ∧ ω0 で定義されます．
これは cohomologyに移ると，矢印は逆向きに，右から左になって

H∗(Mg;Q)→ H∗(Mg,∗;Q)

は injective である事がわかります．この cohomology はどこから来るかというと，半直積の cohomology な
ので，Spの cohomology,それも含めて全部 Λ3H から来る事がわかったわけです．Λ3H は幾何学的には中間
Jacobi多様体の基本群です．
下の方では

H∗(Mg,∗;Q) ←−−−−−− H∗(Λ3H;Q)Spx x
H∗(Mg;Q) ←−−−−−− H∗(Λ3H/H;Q)Sp

こういうものを作ったわけです．これが表現，Sp-表現，Weyl の基本定理を使うと exterior algebra の中の
Sp-不変テンソルを取りだす．これがWeylの一般論の特別な場合です．これは次のようにグラフの言葉で書
ける．

H∗(Mg,∗;Q)
α←−−−−−− H∗(Λ3H;Q)Sp �stably Q[Γ;Γ ∈ G]x x

H∗(Mg;Q)
β

←−−−−−− H∗(Λ3H/H;Q)Sp �stably Q[Γ;Γ ∈ G0]

Gと書いたら連結な trivalent graphの全体．stableに gを大きくしていくと同型になる．0を付けたのは連
結な trivalent graphで without loops.
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鉄アレイと θ-curveの図

この 2 つはともに G に含まれますが，G0 には θ-curve だけ含まれます．これは自然に G0 は G の部分集
合，だから自然に injection がありますが，これは twisted embedding です．subset である事から来る自然な
embeddingではなく twisted embeddingです．
ある時期，1995,6年頃 graphの多項式代数は次元が大きく，MMM-classの生成する多項式代数はそれに比
べては次元が大きくないので，新しい特性類があるかと思ったのですが，ないと言ったのは河澄さんの理論が
あって，generalized MMM-classes と呼んでくれたものです. その結果を使うと全部 tautological classes で書
ける事がわかりました．
それをまとめてみますと，formulaもまとめてここで書いておきます．1点付きの場合の R∗(Mg,∗)を定義し
ていませんでしたが，この場合 Euler class も出てくるので，Euler class と tautological classes で生成される
subalgebraとして定義します．

Theorem 3.9 (Kawazumi-Morita).

1. 任意の gに対して
Im(α) = R∗(Mg,∗),

Im(β) = R∗(Mg).

2. formula for
αΓ ∈ Q[g][e, e1, e2, · · · ],

βΓ ∈ Q[g][e1, e2, · · · ].

ここで Q[g][e, e1, e2, · · · ]は gの多項式を係数とした e, e1, e2, · · · の多項式代数です．こういう事を証明しま
した．αΓ, βΓ の公式は，簡単に一言で言える感じではなくて係数が結構複雑です．
その次にこれともう一つの観点，Spの表現論を使うと，別の証明を与える事ができて，それを比べる事が
大事になってきます．
それはまずMg,∗ action on π1Σg. Mg,∗ は π1Σg へ作用します．そして, second nilpotent quotient of π1Σg．こ
れはどういうものかというと，Λ2H/⟨ω0⟩×̃H，これが second nilpotent quotientでこれが誘導するのがさっき
の homomorphismです．Λ2H/⟨ω0⟩×̃H への作用を考えます．ここで Λ2H/⟨ω⟩は Yong図形でいうと [12]Sp に
対応します．さっきの homoこれは 2-step nilpotentですが．Johnson準同型の言葉で言うと第 2Johnson準同
型です．Johnson準同型の理論はその後，河澄さん，久野さんの理論へと続いています．ここではもう 1つ次
の段階の作用を考えます．これは Torelli partと名前を付けていますが，最初にこれが大事だと言い出したの
は Hainさんです．[22]Sp を Hainさんは「田んぼ」と呼んでいます．最初何の事かわかりませんでした．

π1Σg −−−−−−→ [12]Sp×̃HQy y
Mg,∗ −−−−−−→ (([12]torelli

Sp ⊕ [22]Sp)×̃Λ3HQ) ⋊ Sp(2g,Q)y y
Mg −−−−−−→ ([22]Sp×̃(Λ3HQ/HQ)) ⋊ Sp(2g,Q)).

ここからは全て Q上で考えます．ここで Λ3HQ は第 1Johnson準同型，([12]torelli
Sp ⊕ [22]Sp は第 2Johnson準同

型の行き先です．
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π1Σg →Mg,∗ →Mg

と書くと非常にすっきりしていますが，非常に難しいですね．そこでどんどん複雑になったように見えま
すが，

[12]Sp×̃HQ → (([12]torelli
Sp ⊕ [22]Sp)×̃Λ3HQ) ⋊ Sp(2g,Q)→ ([22]torelli

Sp ×̃(Λ3HQ/HQ)) ⋊ Sp(2g,Q)

に行くと線型代数群という構造をもっていて cohomologyの計算は可能になります．cohomologyに移ると新
しい特性類ではないかというのがダメになった理由がもう少しはっきりしてきます．cohomologyに移って

H∗(Mg,∗;Q)← (H∗(Λ3HQ)/([12]torelli
Sp ⊕ [22]))Sp,

中心拡大ですから cohomologyをたんぼの作る idealで割って，さらに Sp-不変 partを取ります．こうなって
きて

H∗(Mg,∗;Q) ←−−−−−− (H∗(Λ3HQ)/([12]torelli
Sp ⊗ [22]))Spx x

H∗(Mg;Q) ←−−−−−− (H∗(UQ)/([22]Sp)Sp

但し UQ = Λ3HQ/HQ. こういう diagramが出てきます．

(H∗(Λ3HQ)/([12]torelli
Sp ⊗ [22]))Sp ← (H∗(UQ)/([22]Sp)Sp

は twisted injectuon.

それで (H∗(UQ)/([22]Sp)Sp を表現論的にこう書けますよ，と言ったのが Garoufalidis-Nakamuraの仕事です.

Spの表現論と graphとの関係をはっきりさせました．どうなるのかというと先ほどの多項式代数で

(H∗(UQ)/([22]Sp)Sp �stably Q[Γ;Γ ∈ G0]/W

W はWhitehead moveであって，Garoufalidis-Nakamuraは IH0-relationという言葉を使っています.

Whitehead moveの図
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この ideal はWhitehead move, これが対応します．この ideal [22]Sp はこれに対応する．それをみて我々は上
の方でこれがどうなるかを調べました．

(H∗(Λ3HQ)/([12]Torelli
Sp ⊕ [22]))Sp �stably Q[Γ;Γ ∈ G]/W̃

Euler類が出てくるのでちょっとだけ違いますが，whitehead moveで割ればこれらは stableに同型です．そう
すると graphが沢山あるので，それらが生成する polynomial algebraで，MMM-classが生成する algebraより
大きくなるという期待があったのですが，Whitehead moveで割ると各次元の所で 1つしかない．下でいうと
結局ない．これが第 2の我々の証明です．今となってはその方が自然です．これを元にどのように考えていく
かという事です．これは stableにはMadsen-Weissの stable cohomologyに同型です．

(H∗(Λ3HQ)/([12]Torelli
Sp ⊕ [22]))Sp �stably Q[Γ;Γ ∈ G]/W̃

� lim
g→∞

H∗(Mg,∗,Q)

そしてこちらもMadsen-Weissによって stable rangeでは

(H∗(UQ)/([22]Sp)Sp �stably Q[Γ;Γ ∈ G0]/W

� lim
g→∞

H∗(Mg;Q)

Mumford conjecture. これが出発点であって,この段階で graph的にどう書けるか．具体的に graph Γがある毎
に特性類 αΓ があるわけですが，Whitehead moveでどう変わるか，比較的簡単にわかります．2つの trivalent

graph Γ1,Γ2 があって，1回のWhitehead moveで Γ1 から Γ2 に移り，その変化するそれぞれの edgeを τ1, τ2

とします．このとき αΓ1 と αΓ2 の違いは簡単に書ける．

Proposition 3.10 (Kawazumi-Morita).

αΓ1 − αΓ2 =
1

2g(2g + 1)
αΓe (αΓ1\τ1 − αΓ2\τ2 )

= −e(αΓ1\τ1 − αΓ2\τ2 ).

Γ1 \ τ1,Γ2 \ τ2 は連結ではなくなるかもしれません．連結でないときは連結成分毎の cohomology classの積
になります．ここで Γe という graphは鉄アレイから θ-curveを引いたものです．
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Γe の図

なぜ Γe をこう定義するかというと，
αΓe = −2g(2g + 1)e

となるからです．ですから, graphは非常に複雑になるけれども，2k 次の頂点の graphに 1つの特性類を指定
すると他のやつはWhitehead moveで移っていくと帰納的に出てくる．
これは全部 stableなんです．今までの話を全部 unstableにしたらどうなるか．ここから tensorの退化を調
べるわけです．退化を調べるというのは，stable には同型がありますから，g を固定する毎にある tensor が
zeroとなると,対応する特性類が zeroという relationが得られる．退化がある毎に relationが得られます．
次回詳しくやりますが，Faber-Zagier relationはこれで出てくるのではないかと予想しています．但しさっ
きも言いましたが，数年前に Chow algebra levelで Faber-Zagier relationが本当の relationである事は証明さ
れていますから，cohomologyで証明したとしても，ああそうですかとなるのですが，淡い期待は両方とも対
称群の表現論的なものが書かれています．似ているのですが，これは，完全に 1対 1かというとちょっと違い
ます．1つの期待としては new relationがあるのではないか．少なくとも Faber-Zagier relationは出てくると
思っています．もちろん証明をしなくてはいけません．tensorの退化を調べる．次回は Faber-Zagier relation

をやります．
最後に,後でわかった事というか，Kontsevichの仕事と今日言った事の間に，実は関係があります．hg,1 と
いう notation で symplectic derivation Lie algebra というものがあります．Kontsevich の graph (co)homology

の理論があるわけです．これも奇しくも Faber 予想の提出とほとんど同じ頃, 1992,3 年です．Kontsevich が
Gelfand seminar で講演をしました．これの重要性がわかり出したのはこれが出てからずっと後の事です．
graph (co)homologyは 3つの version, commutative, associative, lieとあって，commutativeは 3次元多様体の
不変量や transversely symplectic foliationの特性類と関係があり，associativeは Riemann面の moduliと関係
があります．ここら辺は逆井さん，鈴木さんと研究を続けています．hg,1,これは lieなんです．lie versionが
関係するのは, Kontsevichの定理でいうと自由群の automorphismの homology H∗(OutFn;Q)です. Kontsevich

の言った事は何かというと，

lowest weight cohomology of h∞,1 � Q[H0(OutFn;Q); n = 2, 3, · · · ],

H0(OutFn;Q)(n = 2, 3, · · · ) の生成する多項式代数で. generator は 2,3,· · · 毎にある．H0(OutFn;Q) であ
まり面白くないと思うかもしれませんが，lowest weight cohomology は Johnson 準同型の言葉で言うと
(H∗(Λ3H∞)/Imτ2,1)Sp でここは 1-boundary commponet versionです．ここで微妙に違うので河澄さんとの定理
の別証になるわけではありません．しかしある意味，Kontsevichはある程度こうなる事を知っていた．今はこ
れは完全に mysteryでどこに対応するかというと

e1, e2, · · ·

これは理論的にという事ではなく，答えからするとこうならざるを得ない．一方これは Riemann面の moduli

の cohomologyですから，associative versionに出てくるはずのものですが，これの出方とは全然違う．元々の
Kontsevichの論文には，associative versionで，こういうもの全体を考えると MMM-classですよと書いてあ
りますが，証明は結局現れていません．よくわかりません．lie versionで結論は，lowest weight cohomology

は H0(OutFn;Q)(n = 2, 3, · · · ) の生成する多項式代数です．答えからすると，2 つのやり方をやって，第２
Johnson準同型を考えるか，河澄さんの generalized MMM-classを考えるかです.
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強調したい事は Kontsevichは τ2,1,我々は τ2,∗ でやっています．これで別証というわけではありません．こ
の間は結構複雑で群は中心拡大ですが，Johnson imageの方は複雑です．Kontsevichのこれからすぐ出る訳で
はないのです．そうは言っても対応していると言わざるを得ない．自由群の自己同型の 0 次元 homology が
対応しているとしか言いようがないのですが，我々の Johnson準同型は surjectiveからほど遠い．lie version

は OutFn に対応している．我々の立場では Riemann 面の moduli の cohomology, Kontsevich の立場では
associative versionが複雑に出てくる．

graph homologyの理論で 1番わからないのは lie version, これは symplecticなんですが，Culler-Vogtmann

の outer space には symplectic が出てこない．そこが 1 番の mystery です．今の所わかっていません．Outer

spaceに metricを入れようという仕事はありますが，symplectic structureについてはまだわかりません．そこ
がわからない．これが Kontsevichの天才と言ったら，そういうしかないのですが．
残りの退化の方は次回やります．
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第 9回 2014年 7月 16日

tautological algebra の構造の 3 回目です．Faber conjecture については一回で終わる予定だったのですが，
前々回，前回と少し丁寧に, Grassmann多様体の場合，そして abelian varietyの moduliの場合からお話をしま
した．今日は具体的には Faber-Zagier relationというものをやります．
その前に,最近 2つの集会，服部先生の追悼集会とその少し前に Thurstonの追悼集会がありました．それで
いろいろな事を考えましたので少しお話をします．Thurstonの追悼集会，そこで Ghysが講演したのですが，
最後の 2分くらいで Thurston’s lost theorem???????, これは書き間違いではなく lastではなく lost, そして?の
7 乗. 少し話しが前後しますが，これはこの新シリーズでも 2 回目に foliation の話をしたときに，Cω vs C∞

で foliation の特性類に差があるか．こういう大問題がある事をお話しました．今の所まだ何もわかっていま
せん．この少し前，2013 年 9 月に GF2013, BΓ-school, この両方でもこれに関係する話をしました．今回の
Ghysの話は実は GF2013のバンケットのときに informalに Ghysから聞いて，そのとき非常にびっくりしま
した．BΓ-schoolでは関係する話をするので，講演の中で言おうかどうしようかと，周りの人にも相談しまし
たが，informalに聞いた事なので結局話すのはやめました．今回 Ghysがこういう公開の場所で言ったので，
こういう問題があるという事をここでも話をしておこうと思います．
それは何かというと，Euler classというものがあります．χ ∈ H2(BDiffω δ

+ S 1;Q), S 1 の向きを保つ実解析的
な同相写像で discrete topologyを入れたもの，これの Q-係数 cohomologyを考えます．最後の 2分で Ghysが
話したという lost theoremは

Thurston’s lost Theorem ??????

χ3 = 0.

これが主張です．聞いた限りでは，Thurston はこれを 1972 年ころスイスのどこかでしゃべったようで，そ
の話の Rogerさん（？）によるノートが基になっているようです．Ghysはどうも人づてにそれを聞いて，気
になりだして自分も証明しようと tryしたけれどもわからない．それで 1970年代後半のあるとき，気になっ
て手紙を Thurstonを送りました．それは梨の礫で返事はなかったそうです．今度は別の人とも議論をしてそ
の人が Thurstonに手紙を書いた．今度も最初は返事がなかったのですが，最終的に返事が来た．そこには 1

行，I forgot the proof. と書いてあったそうです．結局 lost theorem という事です．全然わからない．これだ
けを扱うとそんなに大きな問題には思えませんが，C∞ と Cω の foliationの特性類に差があるかという観点か
ら見ると，大問題です．特性類までいかなくても一般の M に対して，Diff∞,δ0 M, foliation の特性類の場合は
discrete topologyを入れますが，例えば C∞-位相で identityの連結成分 Diff∞0 M は M が closedの場合 perfect

かつ simpleというのが Thurstonの大定理です．しかし Cω-級のときはわからない．
M が torusのときに Hermannが perfectかつ simpleを証明しました．その後ずっと何もわからなかったの

ですが，Hermannの次に本質的に進めたのが坪井さんの大定理．iterated S 1-bundleの場合に perfectを証明し
ました．perfectに関しては実解析的と smoothが一致している．それ以外は何もわかりません．
それでちょっと思い出すのは，問題の時期に含まれる 1979年から翌年にかけて，私は Bonnに 1年いまし
た．この時に C∞-級の場合に任意の mに対して χm , 0を証明しました. Haefligerさんにその話をしたら話を
しに来ないかと誘われて，Genevaに行きました．ただその時 Haefligerさんと Thurstonのその辺の話をした
記憶はありません．そこら辺りはどうなっているか，今度会ったら聞いてみたいと思います．
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χm , 0の証明の出発点は Thurstonの仕事です．一次分数変換で

PSL(2,R) ⊂ Diffω+S 1

という自然な埋め込みがあります．この中に Fuchs群があります．沢山あります．今からの議論は 1個だけ
あれば良いので，

Γ ⊂ PSL(2,R) ⊂ Diffω+S 1

を考えます．genus 2以上の hyperbolic surfaceの基本群の表現, Fuchs群表現があったとすると

H2(Γ) ∈ H2(Diffω,δ+ S 1;Z)

となります．そして，対応する負曲率の曲面を ΣΓ とすると，その unit tangent bundleT1ΣΓ 上には Anosov

foliationがありますが，その基本群 Γ̃ = π1(T1ΣΓ)は

Γ̃ = π1(T1ΣΓ) ⊂ P̃SL(2;R)

と埋め込まれます．ここで P̃SL(2;R) → PSL(2,R)は universal coveringです．それで Fuchs 群表現があった
とすると，さらに

Γ̃ = π1(T1ΣΓ) ⊂ P̃SL(2;R) ⊂ D̃iff
ω

+S 1

に入ります．D̃iff
ω

+S 1,これは Diffω+S 1 の universal coverで，具体的には

D̃iff
ω

+S 1 = { f ∈ Diffω+R; f (x + 1) = f (x) + 1 for ∀x ∈ R}

と書けます．
χ3 = 0が lost theoremですが，私の知る限り，χ2 , 0なのかどうか（これは zeroではないと予想されてい
ますが）さえ，未解決です．この C∞ の場合の χm , 0の証明を今から sketchしますが，なぜ Cω の場合に通
じないか．Thurston が何を考えたかというと，PSL(2,R), Fuchs 群が一杯住んでいる所は基本群が Z なので
k-fold coverを考える事が出来ます．Lie群として k-fold cover

pk : PSL(2,R)k → PSL(2,R)

を考えると，これは k-fold coverですから PSL(2,R)が働く S 1 の k-fold coverに働きます．しかし S 1 の k-fold

cover は S 1 ですから PSL(2,R)k は Diffω+S 1 に入ります．同じ所に入ります．この違い，k = 2 で考えると，
PSL(2,R)2 = SL(2,R) がここに入る入り方は，SL(2,R) は線型に R2 に働きますから，向きの集合に働きま
す．k-fold covering をどんどん取るとずれていきますが，ずれないのは直感的には回転の部分だけ，そこで
amalgamated product

PSL(2,R) ∗PSO(2,R) PSL(2,R)k ∗PSO(2,R) PSL(2,R)k2 ∗ · · · → Diff+S 1

Thurstonはこれを考えました．ここに Γという Fuchs群があったときに,

Γ,Γk,Γk2 , · · ·

と出てきてその homologyが Diffω+S 1 の 2次元 homologyの無限の系列

{[Γ]kn ∈ H2(Diffω,δ+ S 1;Q); n = 1, 2, · · · }
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を作ります．Q-係数で考えます．さらにこれは closedですが，曲面上の foliated S 1-bundleで，foliationでい
うとある元に対応する曲面内の S 1 上で cutしてそこ上で linear foliationになっているものを作って，relative

cycleですね．k を kn と一杯動かす事によって，linear foliationは単なる角度だけですが，いろいろ案配する
事ができる．いろいろと持ってきたときに，これは話をしてませんでしたが，Euler class の他に, R-係数の
Godbillon-Vey classの fiber積分,これが実解析的に連続に動くという事を Thurstonは証明しました．
χm , 0という問題は，

[Γ̃k] ∈ H3(D̃iff
ω,δ

+ S 1;Q),

ここに入ります．服部先生の追悼集会もありましたが，服部先生は Gysin sequenceをいろいろな所でよく使
われました．それが本質的に効いてきます．Gysin sequence の中で 2 次元 cycle があったとするとその total

spaceは 3次元の cycleを作る．その 3次元 cycleが [Γ̃k]です．
それで C∞-級で χm , 0という私の証明は，どうなっているかというと，Fuchs群 Γがあったときに foliated

S 1-bundleの全空間を考えて，k-fold cover, kn-coverを考えると，

[Γ̃kn ] ∈ H3(BD̃iff
ω,δ

+ S 1;Q)

となり，ポイントは何かというと，これの全体が張る vector space

Q⟨Γ̃kn ]; n = 1, 2, · · · ⟩ ⊂ H3(BD̃iff
ω,δ

+ S 1;Q)

は右辺の部分空間となりますが，これを考えると，C∞-級のとき，この次元が有限次元だという事です．
coveringとして foliationとしては単に pull-back, BΓへの写像としては何倍かに移っていく，多分 1次元だろ
うと予想していますが，未だ証明はできていません．この vector spaceが C∞-級のとき有限次元，これを示す
ために使ったのが Thurstonのこれも大定理です．Thurstonは任意の closed manifoldで証明しましたが，今は
S 1 の場合だけ考えます．

Theorem 3.11 (Thurston). BD̃iff
ω,δ

+ S 1 × S 1 → BΓ̄∞1 の adjoint map

BD̃iff
ω,δ

+ S 1 → ΛBΓ̄∞1

が任意の係数で homology同値．

BDiffという構成がありますが，今 S 1 の場合は Diff+S 1 は universal coverと同じになるので D̃iff+S 1 にな
ります．
そうするとさっきの 3次元 homology群．Γから Γk を作るという群の準同型

φk : Diffω,δ+ S 1 → Diffω,δ+ S 1

があって，それは
(φk f )(x) =

1
k

f (kx)

これは単に Rの周期 1の diffeomorphismですが，k 倍するという相似変換での共役と定義します．自分自身
の中への，self-similar, telescopeのようなものが出来て，そういう operation φk があるわけです．そして今は
Γ̃k の homology classは

[Γ̃k] = (φk)∗([Γ]),
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こういう事がわかります．これにもう 1 回 φk を施すと Γ̃k2 が出てきます．φk はどんどん小さくしていく
写像で，同じ群ですから injective ですが，orbit が有限次元．その証明は Thurston のこの定理を使います．
homology同値ですから右側に行って証明すれば十分です．右側に行くと S 1 → S 1 の k-fold coverが誘導する
連続写像があります．これは free loop spaceですから，BΓ∞1 ,これは単連結な空間です．これが Cω 級のとき
に破綻します．C∞ 級では単連結というより 2-連結，これは Matherの定理で，特に単連結だから連結になり
ます．

ψk : S 1 ×k→ S 1 → BΓ̄∞1 .

合成すると，これがなんであったとしても free loop space上にある自然な operation. これは定義からほとんど
明らかで，homotopy論に reduceしたわけですが，ψk が誘導する homology群の自己同型，それが何になるか
を計算すると, Sullivanの minimal model理論の loop space版で homotopy論的には簡単で，それを少し一般
化した free loop spaceにある自然な operationの homologyの自己同型，それを計算すると，それは BΓ̄1 が単
連結ならば, 任意の X の free space上のこの operatorは orbitが任意の cycleに対して有限次元であって，ψk

が誘導する homology群の自己同型，それが対角化可能で固有値が kのベキだという事を証明します．これは
有限次元に収まって，Gysin sequence

→ H4(Diffω,δ+ S 1)
∩χ
→ H2(Diffω,δ+ S 1)

µ
→ H3(D̃iff

ω,δ

+ S 1)→ H3(Diffω,δ+ S 1)→

があって,こういう有限次元で収まっているものがあると，しかも k のベキですから，その 1次結合を適当に
案配すると µで zeroに行くものが構成できる．van der Mondeの行列式が係数に出てきます．それが本当に
zeroになると困るのですが，µによる行き先とさっきの cycleで zeroでないものが k 倍になっているとする
と，Euler classは反対に 1

k で，k-fold coverを取っていますから，multi-sectionがあってうまくいって，zeroだ
けど χとの cup積 µで行って zeroですから，1つ前から来る．4次元 cycleがあって, χとの cup積が，さっ
きの cycleで Euler classと Kronecker積を取って zeroではない．従って χ2 で zeroではない．この議論が帰
納的にどんどん高次のべきまで適用できます．それで任意のベキで zeroではない．
解析的な場合，上の議論は完全に破綻します．Cω-級のとき BΓ̄1 は Haefliger group H の K(π, 1)-space,

BΓ̄1 = BΓH = K(H, 1)になり，H は Haefliger群と呼ばれ，単連結どころか基本群がものすごい群になります．
free loop space自体はありますが，連結ではありません．それで H0 が違うから Thurstonの定理は成り立たな
いのですが，それでも injectionという可能性はあります．injectionだとすると operatorはあるし，実解析的
でも orbitが有限次元だという事が Thurstonの定理を使わないで,また minimal modelも使わないで証明でき
れば，χ2 , 0の証明の可能性がある．Fuchs群の coveringを取ったときに χ3 が zeroだと，私はずっと何乗
しても zeroではないと思っていましたので，去年 Ghysさんとその話になったときに，実は Thurstonがそう
言った，と聞いてびっくりし，それからずっと気になっています．もし χの 3乗が zeroだとすると，この議
論のどこかが間違いになります．全部 1次独立になって，この議論が成り立たないのか．特性類をやるといつ
も出てくる事ですが，もし自然な特性類が消えたとすると，それの secondary classが現れます．χ2 = 0だと 3

次元に現れます．χ3 = 0だとすると 5次元に C∞-級では存在しない，実解析的な exotic classが現れます．何
れにしても Ghysがこういう大きな集会で取り上げたので，注目を集めていると思います．
ここから本題, tautological algebraに入ります．

R∗(Mg)↠ R∗(Mg)

topology の立場から R∗(Mg) は写像類群の tautological algebra です．これは e1, e2, · · · で生成される

102



H∗(Mg;Q) の subalgebra です．R∗(Mg) は κ1, κ2, · · · で生成される moduli 空間の Chow algebra A∗(Mg) の
subalgebraで，こっちが上にあります．

Faber予想というもの，これについて前回，前々回とやってきました．予想は 3つあるのですが，1番最後
まで残った Gorenstein conjecture, これは可換環の立場では，Gorenstein conjecture というのは，tautological

algebaがある非常によい性質を持った可換環という事ですが，我々 topologyの立場で言えば Poincaré duality

が成り立つ可換環です．我々はほとんど同値と思ってもよいかと思います．その部分が未解決です．これにつ
いては Faber が沢山仕事をしています．今日の主題である Faber-Zagier relation. 以後簡単のため FZ-relation

と呼びます．これは Faber と Zagier が提出した予想です．こういう relation があるだろうと．3,4 年前まで
は予想でしたが，これは Pandharipande-Pixton の 2 人が証明しました．今はこれは定理です．これはどうい
う relationかというと非常にわかりにくいのですが，今から書いてみます．目的というのはこのわかりにくい
relationが topologyの立場から見ると，性質がわかりつつあるというか，それは逆井さん，鈴木さんとずっと
続けてきた仕事との接点が少し見えてきました．そういう段階です．
まず Notationから言うと

P = {p1, p3, p4, p6, p7, p9, · · · }

を用意します．Pontrjagin classみたいですが，pi は変数です．2がなくて，5がなくて，8がなくて，こうい
う変数 pi で iは mod 3で 2以外のもの i , 2 mod 3. これを考えます．

3というのは一番最初の Johnson準同型 Torelli群の able化に出てきた Λ3H の 3に対応すると我々は見て
いますが，しかし代数幾何的にはなぜ 3が出てくるのか必ずしもはっきりしません．これを使って tという別
の変数を考えて，次のように形式的に定義します．それは何かというと

ψ(t,P) =
∞∑

i=0

ti p3i

∞∑
j=0

(6 j)!
(3 j)!(2 j)!

t j +

∞∑
i=0

ti p3i+1

∞∑
j=0

(6 j)!
(3 j)!(2 j)!

6 j + 1
6 j − 1

t j

ti が最後に tautological algebraの relationを与えるときに次数です．double factorialみたいなものが一杯出て
きます．double factorial は linear chord diagrma の個数として出てくる我々にとってもおなじみのものです．
まず前半は mod 3で 0の部分です．mod 3で 1の部分が後ろです．この 6 j + 1, 6 j − 1というのも曰く言い難
しの数が出てきています．初めさっぱりわからないものがあるわけですが，こういうものを用意します．但し
p0 は変数にしなくて p0 = 1にします．
次に Cr(σ)というものを用意します. この σというのは何かというと，これは partition. 別の言葉でいうと

Young図形です．partition，サイズは |σ|で表します．partitionというときは 1, 2, 3, 4, · · · と全部使えますが，
今の場合 partsは mod 3で 2のものは許さない．ですから具体的にはどう書けるかというと，通常の対称群の
表現に出てくる

σ = {1σ1 3σ3 4σ4 · · · }.

このとき形式的にですが，logを取って

log(ψ(t,P)) =
∑
σ

∞∑
r=0

Cr(σ)trPσ

形式的に logを取って，展開して出てきたものを無限和で書きます．太字の Pに σが掛かっているのは，

Pσ = pσ1
1 pσ3

3 pσ4
4 · · · .
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これから出てくる trPσ の係数，これが Cr(σ)の定義です．logで展開したときの係数です．

γ :=
∑
σ

∞∑
r=0

Cr(σ)κrtrPr.

κr はMumfordの κ-class. γ,これも形式的に無限の和です．こう定義して，この辺でもう何だかよくわからな
くなります．Faberはいろいろな計算を重ねた上で，genusが小さいところから，どんどん relationを見つけ
ました．その上で Zagierと議論をしました．Zagierは無限級数とか数論的な感覚の凄い人ですから，これは
想像ですが，こういう風にまとめると relation が出る，最終的な Faber-Zagier relation，となったのだと思い
ます．
また expを取って，logを取って expですから，ある意味で元に戻るわけですが，

[exp(−γ)]trPσ = 0 ∈ Rr(Mg).

[exp(−γ)] を形式的に展開して，それの trPσ の，この部分をまとめると κ たちの monomial になります. こ
れが r 次の Chow algebra Rr(Mg) の中で，cohomology 的には H2r(Mg;Q) の中で，zero だろうというのが
Faber-Zagier relationです．何度見ても，あるとき何となくわかった気になっても，2,3日経ってみると感覚的
にやっぱりわからない．そんな感じのものです．ここで zeroになる条件があります．不思議な条件です．

g − 1 + |σ| < 3r, g ≡ r + |σ| + 1 mod 2.

genusが偶数，奇数で 1つ飛びで同じ relationが出てきます．何れにしてもこれが Faber-Zagier relationとい
うものです．さっき言ったように，2010年に Pandharipande-Pixtonが relationである事を証明しました．下
の方は relation が全然ない．この 3r の 3 は Harer stability の 3 です．移行すると g

3 でそれより大きい所で
relationになります．こういう monomialは下の方は zeroではない．ある所から出てくる．それは stabilityが
あるので．

Faber 予想は 1993 年に予想として提出されました．Faber 自身計算していって，2010 年頃に一番難しい
Gorenstein conjectureは g = 23まで OKであることを証明しました．
この頃から Faberや Pandharipandeがいろいろ計算をして g = 24で変な事が起こっている．それを見るた
めに，ちょっと一般論ばかり出てきましたので，具体的にどういう relationがあるか，見てみますが，一方私
は位相的な立場で幾つか relation を証明しましたが，FZ relation との直接の対応は 2 つの系列くらいしかわ
かっていません．何れにしても relationを topologyの立場から，Riemann面の familyがあると Jacobi多様体
の familyがあって Jacobi多様体の上には symplectic formがあって，それをあるベキにすると zeroになりま
す．そのベキを pullbackして，fiber積分して relationを出します. もう 1つ，表現論的立場からいろいろやっ
たわけです．そうするとどうなるか．一方 Looijengaと Faberの結果から

R∗(Mg) =

0, (∗ > 2g − 4)
Q, (∗ = 2g − 4)

ですから topは ∗ = 2g − 4になります．
具体的に R∗(Mg)は g = 2のとき 0次元の所の Qで自明になります．
g = 3のときどうなるかというと，0次元は Q. 2次元は Qで e1 が生成していて e2

1 = 0.

g = 4になると，0次元は Q,生成元は 1. 2次元は Q,生成元は e1. 4次元は Q, genus 4で初めて e2
1 と e2 の

間に relationが出てきて，
e2 = −

3
32

e2
1.
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こういう relationが出てきて上は zero.

g = 5のときは 0次元は Q,生成元は 1. 2次元は Q,生成元は e1. 4次元は Q, e2 と e2
1 の間に relationが出て

きて
e2 = −

5
72

e2
1.

こういう段々複雑な relationが出てきます．
さらに 6次元は Q，relationが

e3 =
1

210 · 32 e3
1.

かなり係数が大きいです．abelian varietyの moduliの場合は relationは非常に簡単でした．係数は 1とか 2で
したが，Riemann面の moduliのときは genusが小さいときでも relationが複雑になります．

g = 6のときは，0次元は Q,生成元は 1．2次元は Q,生成元は e1．4次元は Q2,ここで初めて 2次元にな
ります．生成元は e2, e2

1，独立です．6次元は Q，

e3 =
5

2304
e3

1, 127e3
1 = 2304e1e2.

従って 1次元に退化します．8次元は Q,

e4 =
5

73728
e4

1, 36864e2
2 = 113e4

1.

従って e4
1 のスカラー倍になります．relationがかなり複雑である事がわかります．

Faber は私と違って代数幾何を使って，intersection を考えます．tautological algebra の表す monomial の
intersectionを取ると zeroという所から relationが出てきて，それを重ねていって，Zagierさんと一緒になっ
て Faber-Zagier relationになりました．
もう 1つ彼らが提出した面白い現象，予想があります．relationが genusの 1

3 まではあまり relationがない
という事で，

l = 3k − g − 1.

これで k と l を定義します．k は独立な変数です．これは k の所で relationを出す．relationが出てくる k で
す．R2k(Mg) の k です．代数幾何的には k です．l = 0 という事は g = 3k − 1 の形をしているという事で，
l = 1という事は g = 3k − 2の形をしているという事です．以下同様 · · · です．genusが 3k までは relationが
ないというのが Harer stabilityです．g = 3k − 1, l = 0で初めて relationが出ます．l = 1のときにも次が出て
きて，l = 2のときも出ます．これはまだ予想なのですが，Faber-Zagierの予想というのは，a(l)というのを定
義します．

a(l) := number of relations in Rk(Mg)(↠ R2k(Mg))

と定義します．但し gは大きい．これが gとともに stabilizeするというのが予想に入っています．これはま
だ証明されていません．
さらに彼らはこの予想について，Gorenstein予想を仮定したうえで，具体的な計算をしているわけですが，

l = 0から 15まで書いておきます．

l 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 ...

a(l) 1 1 2 3 5 6 10 13 18 24 33 41 56 71 91 115 ...
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最初の方は Faber-Zagierです．l = 9までが Faber-Zagierの論文に書いてあります．奇妙な数が出てきます．
この次 l = 10から 14まで計算したのが Liu-Xuです．
一方，彼らの予想が正しいとすると，a(l)の値は組み合わせ的に計算できますが，l = 15から先について鈴木
さんがプログラムを作って計算しました．私たちはMacky programと呼んでいます．なぜ programが出来る
かはあとで言います．l = 70くらいまではあっという間に計算できます．計算できるというのは予想が正しい
とした場合です．stabilizeしてしかもそれがある形で書けるとした場合です．ある形で，これが Faber-Zagier

予想ですが，stabilizeしてこれも証明されていませんが，

a(l) = number of partitions of l in parts of form {1, 2, 3, 4, 6, 7, 9, · · · }

Young図形の数に制限があって，さっきは 2を外しましたが，2は入れる．2のみ ≡ 2 mod 3を許す, 5から先
は許さない．こういう partitionの数だろうと予想して，実際それが relationを与える．l = 11,これは g = 24

ですが，ここまで正しい事を証明して，ここから先は鈴木さんは stabilizeするという事と制限の付いた Young

図形という事をいれると，programを作りました．どのくらい減っていくか，relationに関係します．partitions

の数から partsがないので減っていくのですが，どれくらい減るかが, partitionでいうと partsで使えないのが
3分の 1, partitionでいうとそんなには減らないと予想されますが，そうではなくて予想に反して，l = 50くら
いで 7分の 1になります．それは全部予想を moduloしての話ですが，出てくる relationが partitionより少な
い．圧倒的に速く減っていきます．これが 1つあるわけです．g = 24のときにどういう現象が起こっている
かを説明します．まず

R22(M24) � Q.

これは Faber と Looijenga の結果です．Poincaré duality で R11(M24) が丁度真ん中になります．R10(M24) と
R12(M24)が cup積で同型かというのが予想です．

a(3k − g − 1) = p(k) − dim Rk(Mg)

これを aの定義だとすると aが制限された形で書けるというのは予想です．逆に制限された形で aを定義す
るとこちらが予想です．R10(M24)の次元は,予想が正しいとすると k = 10で

dimR10(M24) = p(19) − a(5)
= 42 − 6 = 36

36次元が予想されて，実際 Faber-Zagier relationで出てくる 6個の relationが一次独立で 36次元になる事は
正しい．
一方でその相棒となる方はどうなるか．

dimR12(M24) = p(12) − a(11)
= 77 − 41
= 36

でよかったはずだったんです．これで OKだと．Pandharipandeと Faberは具体的に relationを計算するとう
まく行ったはずなのに，何が起きたかというと，Faber-Zagier relationでこういう数が出てくるのですが，1次
独立かどうかがわからない．41次元，一次独立が予想されていました．ところが，実際多項式達の生成する
空間の次元を計算をすると 40次元だった，という事で何か変な事が起こっている．4年前の事です．
前回少し話に出ましたが，M24 から general typeという事が始まります．これは Harris-Mumfordです．そ
ういう事が関係するかどうかは Pandharipande, Faberは書いていないのですが，いずれにしてもこういう事が
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起こっています．それから 2,3年経っているわけです．Faber-Zagier relationは relationの systemですが，一
方でこれ以外にも Faberは沢山 relationをもっています．これに対して，g = 24のとき，最初の論文には書い
てありますが，1000くらいは relationを持っています．300くらいは checkしてそこからは新しい relationは
出てこない事を確かめています．それから 2 年くらい経っています．どのくらい進んでいるかわかりません
が，ニュースになっていないので，見つかっていないのだと思います．
今 2つの流れというか，Faber予想，Gorenstein予想は代数幾何的に正しい，その場合は relationが見つかっ
ていない．もう 1つの可能性は，代数幾何的にはこちらにシフトしているようですが，Gorenstein conjecture

は正しくない．これ以上 relation はないだろう．そしてもう 1 つの可能性，Gorenstein conjecture が正しけ
れば，

Rk(Mg)↠ R∗(Mg)

は同型ですが，実はこれが同型ではない．しかし cohomology的には relationがある．この場合 topologistに
とっては chanceなわけですが，cohomology的には relationがあって，それは Chow algebraでは relationで
はない．いろいろな variationがあるはずです．それが現状なわけです．
これに位相的な approachをしようというのを残りの時間で説明します．どういう戦略かと言いますと，こ
れは前回の最後の所で，tautological algebraを graphを使って書いた河澄さんとの仕事に戻ります．

Q[Γ;Γ ∈ G]/W̃ �stably Q[e, e1, e2, · · · ]

これは連結な trivalent graphの生成する多項式代数．これにあるWhitehead relation W̃ を入れました．これは
同型である事の特性類の生成する多項式代数で，これは once-puncturedの場合です．closedな場合でいうと
連結な trivalent graph without loops全体 G0 の生成する

Q[Γ;Γ ∈ G]/W �stably Q[e1, e2, · · · ]

これは Garoufalidis-Nakamura の仕事でこうなります．表現論的にはこれがどうなるかというと，これらは
exterior algebraであって，Johnsonの Torelli群の able化 Λ3H の Grassmann代数の Sp-不変 part. これと同型
になります．

(Λ∗Λ3H)Sp � Q[Γ;Γ ∈ G]/W̃ �stably Q[e, e1, e2, · · · ].

これは once-puncturedの Torelli群の able化ですから，下の方で言うと，

(Λ∗(Λ3H/ω0 ∧ H)Sp � Q[Γ;Γ ∈ G]/W �stably Q[e1, e2, · · · ].

これが河澄さんとの仕事です．graphと symmetric moduleの Sp-不変 partとの同型，
さて，これの退化を見ようというのが戦略です．stableにはこれの generatorが出てくるわけですが，表現論
的には退化します．それを，具体的には外積代数の退化は後で考えることにして，まずはその上にある tensor

代数 (H⊗2k)Sp で退化を見ます．ここで H = H1(Σg;Q)で Sp(2g,Q)の fundamental representationです．graph

的に書くと，Sp-不変なものを作るというのは，Hermann Weylに遡るわけですが，2k 個の頂点から 2個選ん
で pairingする，それを表す図，そういうものを linear chord diagramと呼びました．それを基底とする vector

space,それと同型になります．
(H⊗2k)Sp � QDl(2k)

基底は何個あるかというと 2k 個を pairing する数ですから，(2k − 1)!! になります．これが同型になってい
て，両方とも symmetric group が作用しますが，その作用に関して anti-isomorphism になります．anti とい
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うのは，chord diagramの方は向きとか考えないで自然に働きますが，tensor代数の方では向きを逆にすると
intersection number が-1 になりますから，sign として出てきます．対称群の表現として反同型．一方，H⊗2k

には symmetric bilinear formがあります．それは intersection number µを 2k個並べて，

µ⊗2k : H⊗2k ⊗ H⊗2k → Q

u = u1 ⊗ u2 · · · ⊗ u2k, v = v1 ⊗ v2 · · · ⊗ v2k ∈ H⊗2k

こういうものがあったときに，順番に intersection numberを取って，

H⊗2k ⊗ H⊗2k ∋ u ⊗ v = (u1 ⊗ u2 · · · ⊗ u2k) ⊗ (v1 ⊗ v2 · · · ⊗ v2k) 7→
2k∏
i=1

µ(ui, vi) ∈ Q

µは偶数個ありますから，これは symmetric bilinear formになります．わかる事はこれを ((H⊗2k)Sp, µ⊗2k)に制
限するとこれが positive definiteになります．だからこれは計量 vector spaceになりますけれど，それを基底
に関して直交分解するとどうなるかというと，

(H⊗2k)Sp = ⊕̂
λ=[λ1,··· ,λh],|λ|=k,h≤g

Uλ

ここで Sk-moduleとしては
Uλ � [λ1λ1λ2λ2 · · · λhλh] = λδ.

even typeの対称群の表現と同型です．基底があるので直交分解したとき固有値はどうなるか．eigen valueは
Young図形の boxに関して

µλ =
∏

b:box of λ

(2g − 2sb + tb)

となります．ここで sb は bより上の boxの number, tb は bより左の boxの数です．
例を挙げます．λ = [2]のとき，λδ = [22]でこれはWhitehead moveに対応します．graphでいいますと (鉄
アレイ)-(theta curve)で，これは 1

2g(2g+1) eに対応していました．この数 2g(2g + 1)，これが何を意味するのか
以前はわからなかったのですが，[22]に対応する固有値だった訳ですね．

µλ = 2g(2g + 1).

次に λ = [12]のとき．今度は exterior algebraになって λδ = [14],固有値が

µλ = 2g(2g − 1).

縦に長い方が退化が早く始まります．横の方にいくのは退化が始まりません．固有値分解すると tensorとして

(H⊗2k)Sp ↠ R(Mg)

に全射があります．g毎に直交分解すると，段々行の数が小さくなると退化が起きます．その退化は固有値に
よって，固有値 zeroという形で起こります．退化が起こると固有値 zeroになる毎に relationが出ます．その
relationを表現論を使ってそれを書いてやると，Faber-Zagier relationが見えてきた，と言いたい所ですが，見
えてきたかな?という所です．
縦にある 1番最初に起こる退化，l = 0, g = 3k − 1のとき，それが丁度 Faber-Zagierの一番最初の relation

と完全に一致しています．その次まで checkしました．その次に起こる g = 3k − 2での退化，次も完全に一致
しています．但し完全に一致するといっても，2k 次の対称群の表現と Faber-Zagierの relation, 2番目は偶然
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一致しているように見えます．まだわからない．数から言うと形式的に出てくる数は Faber-Zagier relationの
数より多い．でも一次従属かもしれません．わかりません．さっきの Gorenstein conjectureが正しいかどうか
に関わるわけです．

1番うれしい状況は形の上では数は多いので，g = 24のときに新しい relationが見つかる事です．1番うれ
しくない場合でも Faber-Zagier relationの位相的な解釈はでるだろうと思っています．じゃあ計算すれば良い
じゃないかと言われるかもしれませんが，しかし計算量は膨大で現状、鈴木さんの programでも大変です．ど
うなる事かと思います．
一番最初の話に戻るとやっぱり日本の若い人たち，いろいろ問題は沢山ありますが，実解析的な世界と C∞

の世界が cohomology 的に同じかどうか，是非関心を持って下さい．私自身も考えていますが，今はほとん
ど完全に手詰まりです．Fuchs 群で relation を見つけないといけない．各 Fucks 群で PSL(2,R), SL(2,R) は
Diffω+S 1 に入ります．Diffω+S 1 にはこれらを rotation の所だけで amalgamated product を取ったものが入るの
ではないか．直感的にはそうですが証明された訳ではありません．hyperbolic element を取ると，無限遠で
2 点固定点があります．double cover を取ると 4 個．parabolic element だと 1 点，double cover を取ると 2

点，dynamical には全然違う．rotation は一致しますが．それ以外に関係があるとは考え難い．amalgamated

product を取っていくと，homology 的には次元は上がっていない．C∞ で何が起こっているかというと，簡
単ではない relationが出てきて，4次元の cycleが出てきている．χ2 , 0. そういうものが実解析的にあるか．
smooth でも具体的には作れていません．1 つだけ具体的な群としては Thompson 群，これは picewise linear

な S 1 の同相群です．これを Ghys-Sergiescueが，無理矢理と言ったら怒るでしょうが，元々 piecewise linear

な S 1 の群ですが，角の所を smoothにして Diff∞S 1 に埋め込みました．
Thompson群の cohomologyはわかっていて，一つは Euler class,もう一つは discrete Godbillon-Vey,それの
生成する多項式代数で relationは 2つを掛けたら zero. 自然な Euler classは Euler classに行く．Thompson群
の cohomology は何乗しても zero ではないので，Euler class は何乗しても zero ではない事が証明できます．
1985年頃の仕事です．一方で本来の Godbillon-Veyは discrete Godbillon-Veyに行くかというと，そうではな
く消えてしまい，Euler classだけが生き残る．Ghysにこの構成を C∞ を Cω に出来ないのかと聞いてみまし
たが，即座にそれはできない，と言われました．解析的には globalに影響があります．どうにもなりません．
一つは具体的に作るのでしょう，Cω-級で　埋め込めるとしたら．でも Thurstonが正しければ出来ない．もし
正しいとすると transverse holomorphic foliationに持ち込んで Bott vanishingを使うくらいしか手はないと思
います．
最後にもう一つだけ Thurston に関係して，Thurston の最後の方の弟子で Benson Farb という人がいます．

Noticeに出る記事を書いていて，Thurstonは彼の先生ですが，思い出や自分の考えなどを書いています．そ
の文章の中で一つ印象的だったのは，偉い数学者は沢山いる．その中で Thurstonが際立っている事は，数学
者は定理は証明するし，予想を述べるが，そういうあらゆるもので一つとしてその後間違った事を言った事
がないのが Thurstonだと．それで思い出すのが，hyperbolic 3-manifoldは finite coverを取ると S 1 上の fiber

bundleになる，初めはそんなの嘘でしょう，という感じでした．Thurstonも予想とは書いていない．ある時か
ら virtual fibration予想と呼ばれるようになって，結局証明されました．それが正しいという事はあっても，こ
れ以外にも間違った事を言った事はないと思うと書いてあります．そうするとこの Euler classの 3乗は zero

ということも結局正しいということになるのでしょうか？. いずれにしても，大きなミステリーです．
今回はここでおしまいにします．
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