
第 17回:2012年 10月 23日

9 低次元トポロジーの謎
ちょっと話を変えまして,低次元トポロジーの謎という事でお話したいと思います．少しお話的な事をやろ
うと思います．低次元トポロジーというと，メインは 3次元，4次元だと思いますけれど，その前にもっと低
次元の 1次元，2次元もあります．その中で 3次元多様体，これは皆さんご存知のように最近大きな仕事の締
めくくりというか，ちょっと大袈裟かもしれませんが，Poincaréから始まって Thurstonまでで一つ区切りが
ついたという感じになっています．
まずここから話を始めようと思います. Poincaré が生まれたのは 1854 年. これは後で触れますが，トポロ
ジーというか数学の歴史にとって記念碑的な年だったと思います．Poincaréが亡くなったのは 1912年. それ
で Thurstonは 1946年 10月 30日に生まれて，非常に残念な事ですが，2012年 8月 21日に亡くなりました．
あと 2ヶ月ちょっとで 66になる所でしたが，65で亡くなりました．

1854 年というのが画期的な年だというのは，その前に Gaußがいるわけですが，Gauß, そして Riemann．
Gaußは 1777 年に生まれて，亡くなったのはこの次の年 1855 年に亡くなりました．Poincaré の生まれた次
の年です．Riemann は 40 になる前に亡くなってしまいましたが，1826 年に生まれ 1866 年に亡くなりまし
た．この前にはもちろん Euler, そしてもちろんその前には古代ギリシャの数学，Euclid とかいますが，現代
幾何学はこの辺りから始まっていて，発祥の地というとやはり Gaußそして Riemann．この 1854年というと
Riemannnの有名な Göttingenの就職講演があります．現代幾何学は 2本柱があるのですが，一つは Riemann

幾何学ですね，それが創始されて今でいう Riemann多様体が導入された画期的な年ですね．Gaußはこの講演
を聞いたようですが，感激して，自分がいろいろ考えて来た事，Gauß曲率などを大きく発展させるという予
感を持ったと思います．時代が 1854年から 2012年まで，今 2012年ですから大分経っていて 150年以上で
すね．その間に 3次元多様体論というのが一つの区切りです．

3次元多様体の側からいくと，Poicaréがもちろん Poincaré予想を提出したわけです．一番最初の段階では
homology 球面というもの，3 次元ですね，homology 球面はもちろん一般次元でありますが，ここでは 3 次
元，何も言わなければ多様体は closed orientableを仮定する事にして，homology球面 W3 とは homologyが，
integral homologyですが，homologyが 3次元球面と同じ;

H∗(W;Z) � H∗(S 3;Z)

多様体を homology球面と言いました．そして Poincaréの予想は，homology球面は S 3 か? これが最初だっ
たわけですけれども，すぐに自分自身で誤りに気が付いて，それで Poincaré球面を発見したんですね．基本
群は非自明な有限群ですけれど，homology群は S 3 と等しいものを発見して，Poincaé予想を

π1(W3) = {1} ⇒ W3 � S 3?

と修正したわけです．基本群自身も Poincaré が考え出しました．単連結ならば S 3 か? これが Poincaé 予
想であってこれが正しいというのは，みなさんご存知のように Perelman が 2002,3 年頃に解いたわけです．
Poincaréが予想を修正したのが 1904,5年頃ですからほぼ 100年弱で象徴的な Poincaé予想が解決しました．
これは単に Poincaré予想が解かれたというわけではありません，ここに Thurstonの革命, 1980年前後から，
があります．後でもう少し詳しく述べますが，私自身，Thurstonが Princeton大学で教授になったときに，幸運
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にも最初の講義を聴講する事が出来ました．それは 1974年の事です．そのときは Thurstonは foliationをやっ
ていました. その後，曲面の微分同相群についてやって，Teichmüller空間の Thurstonコンパクト化をやって，
その後にこの 3次元多様体論を展開しました．3つ目の大きな仕事です．そして 1980年代に geometrization

conjectureというものを提出しました．3次元多様体を 2次元と同じような感じで完全に理解できるという理
論を作って，どんどんと自分でも証明しつつあって，そこら辺の所は Thurstonに関する思い出とか，Cornell

大学，最後は Cornell 大学の所属でしたから，ここの HP を見ると，Thurston に関する情報があって，いろ
いろな人の Thurstonに関する思い出なども書いてあります．そこで最後の講演ではないですが，いま見る事
の出来る事実上最後の講演，この後も Cornell大学で Cornell Topology Festivalでも講演していますが，ただ
ネット上で見られる最後の講演は，2010年の Parisでの講演です．これは Clay研究所が主催し, Perelmanの
Poincaré予想の解決を機に，錚々たるメンバー，Smaleとか Gromovとか集まって講演をしました．videoで
沢山見られるのですが，その中の一つが Thurstonの講演，geometrization conjectureです．こういうものにつ
いて，思い出というわけではありませんが，印象的なのは，彼自身 Hakenとか条件を付けた上で証明したわけ
ですが，それが付かないときに，いわばその外側から Ricci flow, Hamiltonの Ricci flow,外側というとちょっ
と語弊がありますが，topology proper から見るとちょっと外側から証明されました．そこら辺，どういう考
え，感想をもっていたか，難しい所です．印象的な言葉もあって，99パーセント,この辺りが英語だから実際
に聞いて頂くのがよいと思いますが，私はこれを証明した,とまで強く言っていないのかもしれませんが，確
信したというような事を言っています．100パーセントというと証明した事になりますが，99パーセント確
信をもっていたというような事を言っています．これはもちろん Perelmanの仕事，いわば外側からというの
があるわけです．これは是非まだ見ていない方は，沢山ダウンロードされているので，知っている人も多いと
思いますが，2010, Clay, Paris, Thurstonくらい入れて検索するとすぐ見つかると思います．

Gromov とか Smale とか錚々たる人が沢山しゃべっています．簡単に geometrization conjecture, 皆さんご
存知かと思いますが，話の都合上少しお話します．3 次元の幾何学ですが，3 次元は，S 1 しかない完全にわ
かっている 1次元と曲面，これは古典的というか，前々世紀に分類はわかった曲面, 2次元の組み合わせでで
きるというもので，

3 = 1 + 2

です．まず簡単な場合が product, S 1 × S 2, S 1 × T 2, S 2 × Σg. これが正の世界，零の世界，負の世界，elliptic,

parabolic, hyperbolic. この次に来るのが Seifert. S 1-bundle, これをちょっと一般化したのが Seifert です.

S 1-bundleで baseが曲面になる．S 2 上の S 1-bundle, T 2 上の S 1-bundle, Σg 上の S 1-bundle. 一番おもしろいの
は base spaceが S 1 であって，fiberが 2次元，曲面になります．これが最も面白い所であって，これは写像類
群が出てきます．
ところが S 2 の場合は Smale の最初の仕事で S 2 の向きを保つ微分同相は identity と isotope になります．
従って S 1 上の S 2-bundleは trivialで productと一緒になります．次が S 1 上の T 2-bundleで SL(2;Z)の元を
monodromyとするような bundle．
その次に写像類群Mg が出て来て S 1 上の Σg-bundleです. ここが最も豊富な世界であって，結局 hyperbolic

3-manifold というものは有限 cover を除けば，S 1 上の Σg-bundle と一緒というのが, 最近の virtual fibration

conjectureの解決です．
hyperbolic 3-manifoldというそういうきれいなものが S 1 上の曲面バンドルの構造を持つなどというのはま
ずありえない，というのが大分前の見方でした．J. Millsonやその他の人たちが，first Betti numberが零でな
い，そういう例を作り，例を作るという事自体が大変な仕事でしたが，今では有限 coverを取れば全部そうだ
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という事になってきました．それが virtually fibration conjecture, その前に virtually Haken conjecture という
ものがあって，この 2つが Perelmanの Poincaré予想の解決以降残った Thurston geometrization conjectureの
大きな問題で，これらが 2012年に解決されました．これがまた一つ，先ほどの Perelmanの仕事がトポロジー
の外側からと言いましたが，こちらは外側と言えば外側ですが，それほどでもない geometric group theoryで
すね．ここに寄与している人は沢山います．全部知っているわけではありませんが，Wise, Markovic, Kahn.

Markovicという人は，曲面の写像類群が homeomorphismの群としては実現されないという有名な仕事があ
ります．ずっとイギリスで活躍していましたが，今は CalTechにいます．それから Agol,最後はこの人がこの
2つを完全に証明しました．virtual fibration conjectureをWiseはある部分証明をしましたけれど，完全に証
明したのは Agolです．これが外側というか，geometric group theoryから来たわけです．いろいろな概念が,

一般的な metric spaceとか Gromov流の概念が沢山あって，topology proper でずっとやって来た私にはなか
なか難しいですね．
それはともかく 3次元多様体論，Poincaréから出発して，ずっと長い歴史があって，Seifertとかいろいろ仕
事をしているわけですが，Thurstonが 1980年代に 3次元多様体論に革命を起こしたわけですね．それまでの
3次元多様体論と全然違う，微分幾何というか，もうちょっと rigidな双曲幾何を導入して，それが 3次元多
様体論に如何に力を発揮するかを示して，まさに革命なわけです．それがある意味収まって 2012年，一つの
締めくくりがなされて，非常に残念な事に Thurstonはこの世を去ってしまったわけです．
じゃあ全て終わったかというと全然そんな事はなくて，例えば，Thurston自身言っている事ですが，volume

という非常に大事な不変量があります．Qに hyperbolic 3-manifoldの volume全体を添加し，volumeという
大事な不変量，volumeは正の実数ですが，これを vector spaceと思うと，volumeは Q上一次独立か，この次
元は無限大か：

dimQQ〈volume(M3)〉 = ∞?

これは幾何だけの問題ではなく数論とも絡む問題です．この volume,幾何と arithmeticというか，算術的な数
論，両方に跨がる重要な不変量なわけです．これはまだどういう風にやったら良いか，なかなか分からないわ
けです．

Thurstonにまた戻ります．さっき言いましたように 1946年に生まれて 2012年に亡くなりました．ちょっ
と個人的な事を言います．私は 1973年から 1975年，2年間，最初 Bonnに行って，アメリカに渡ったのは確
か 74年 7月，西海岸であるシンポジュームがあって，9月に Princetonに行きました．そのとき講義を，さっ
き言ったように，Thurstonの講義を聞く事ができる幸運に恵まれたわけです．1974年の秋学期です．そのと
き，Thurston が Princeton 大学の full professor になりました．1974 年の 9 月，27 才ですね．これは非常に
若いのですが，じゃあ Princeton大学の full professor, これが一番若いかと言いますと，実はこれは私が駒場
にまだいた頃 2009 年か 2010 年に，談話会の係をしたときに，C. Fefferman が，Fefferman は兄弟で有名な
数学者ですが，C. Feffermanが駒場の談話会で話をしてくれたときに聞きましたが，彼は Thurstonと同時に
full professorになった，そのとき彼は 24才だったそうです．これは今でも Princeton大学の記録だそうです．
ただ Feffermanは 24才で教授になったわけですが，実はその前はすでに full professorなんですね．22才で
Chicago大で full professorになったそうです．調べたわけではないですが，これは Chicago大で多分記録で
しょうか．年だけみると非常にちょっと俗っぽい話ですが，若ければよいかというともちろんそうではありま
せん．この二人が関心するのは，Feffermanはまだ現役ですが，Feffermanも Thurstonもずっと連続的に仕事
をしていますね．Feffermanの事はあまりよく知らないのですが，最近日本で言うと平地さん，Q-curvatureな
ど，幾何学と物理学とも関係する新しい問題を出しています．
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Thurstonに戻りますと,革命を起こしたのですが，その前に既に普通の人の一生分の仕事を 2,3年でしてし
まいました．最初にやったのは foliationの理論であって，この話でも時々出てきましたけれど，デビュー作と
いうのが，1972年の Bulletin of AMS,実際に仕事をしたのは 1971年頃です．Non cobordant foliations on S 3

という非常に有名な仕事です．構成したんですね，パラメータ付きの codimension 1 foliation Ft を S 3 に構成
しました．そして，こういうものに対しては Godbillon-Vey class, gv と書きますが，これは出版は 1971 年，
定義されていました．これが零でないというのは Lie群 PSL(2;R)を使って証明されました．
それから 1年も経たないうちに Thurstonは何をやったかと言いますと，これ gv(Ft) ∈ H3(S 3;R)はどこに
あるかといいますと，定義されている多様体，今は S 3 ですが，これの実係数 3 次元 cohomology 群，これ
を基本類で evaluate する，S 3 の実係数の 3 次元 cohomology を S 3 の fundamental class で evaluate すると，
〈gv(Ft, [S 3]〉 ∈ Rと実数になります．これを Godbillon-Vey numberと呼びます．画期的だったのは，これが連
続的に動く，これは特性類なのですが，例えば Euler類，Chern類，Pontrjagin類などは，微分形式を使うと実
数 R上定義されますが，実は Z上定義されていて，幾何学的な構造を動かしてもこれは整数ですから動きよう
がないわけです．これは初めて幾何的に定義された特性類が連続的に動く，非常に画期的なデビュー作でみん
なはあっと驚いたわけです．そこに使った構成，ここに双曲幾何学を使ったわけです．群で言うと PSL(2;R)．
非ユークリッド幾何学というのはもちろん 1820年代から 1840年代，Gauß, Bolyai, Lobachevskiiが独立に
見つけて，ユークリッド幾何学の第５公準が他のものから出てこない．まあ，例を一つ作ったといえばおしま
いですが，現代幾何学への今から思えば出発点だったわけです．それはもうみんな知っているわけですが，ト
ポロジー，これは 1950年代くらいから進歩していてあとでもうちょっとやりますが，手術の理論などがあっ
て，differential topologyというものは，metricとか長さは敢えて無視して，それでも出てくる，それがトポロ
ジーの魅力だったわけです．differential topology の．ところが，これを構成するのに，Thurston は古典的で
ちょっとお蔵に入ったというと語弊がありますが，双曲幾何を持って来てみんなをあっと言わせたわけです．
その辺の事はMilnorが大分後に同じ Bulletinに，双曲幾何学の 150年という論説を書いていますので，それ
を見るとよいと思います．
トポロジーの強力な武器の一つに分類空間があります．何でもかんでも分類空間にしてしまいます．何でも
かんでもというとあれでしょうか．それで Haefligerが foliationにとっての分類空間，BΓr

n (r = 0, 1, · · · ,∞, ω)

を導入しました．ここで r は differentiabilityです．これを使うと Thurstonの仕事は，Haefliger spaceの言葉
でいうと，BΓ1 の 3次元の integral homologyから Rへ Godobilon-Veyは準同型写像

H3(BΓ1;Z)
〈gv, 〉
−→ R,

を与えますが，これが全射だという事になります．
さっき言った 1974 年の秋の Princeton での最初の講義でのとき，そのとき私は Princeton の Institute の方
にいました，Princetonの大学と研究所は日本流にいうとほとんど境界が接しているので，歩けなくはないで
しょうが，広大な国ですから歩く人はほとんどいない．近くなのに私は車で通いました．確か木曜か金曜だっ
たとおもいます．朝 9時頃から始まりました．Princeton Universityの Fine Hallという有名な Princetonの数
学教室の部屋で週一で Thurston は講義をしました．聴講者がどれくらいいたかというと，確か 10 人もいな
かった，8人くらいだったと思います．9時頃行くと Thurstonがラフな格好で coffee cupを片手に現れて，軽
く挨拶をして話を始めます．だけど数式はほとんどなくて，数学の講義というよりは，画家が絵の書き方を書
くようななかば，そういういう感じで，結局は S 2 上のベクトル場の絵だったんですけど，私は必死でノート
を取り，それを今も持っています．懐かしい思い出ですね．そこで何をやったかというと，結局これの言葉で
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いうと
H5(BΓ2;Z)

〈gv, 〉
−−−−→ R

今度は codimension 2の foliationですが，ここにも Godbillon-Veyというのがあってこれが全射であることを
講義しました．gvは別の 2次特性類の言葉で書くと h1c2

1 です.

具体的には何を使ったかというと，3 次元多様体上の S 2-bundle, foliated S 2-bundle, ですから構造群は
discreteなので，S 2 上の向きを保つ微分同相写像全体で，discrete topology,これは topologyを入れないとさっ
き言った Smaleの定理で, SO(3)と homotopy同値になるわけです．

H3(Diff δ+S 2;Z)→ H5(BΓ2;Z)→ R

で具体的に証明したのは，この合成
H3(Diff δ+S 2;Z)→ R,

これが全射だという事です．もっとも，これを使うというよりは,実はベクトル場を使うわけなので，ベクト
ル場全体のなす無限次元のベクトル空間 X (S 2) を使って，この foliation の特性類というのは，ほぼ同じ頃
Gelfand-Fuchsの,これも非常にビックリするべき理論が展開されたわけで，それとの関連で Thurstonは完全
にその事を知っていて，Godbillon-Veyの仕事はベクトル場，もうちょっと古典的に微分形式の段階で展開さ
れていますけれども，そこで S 2 上のベクトル場を使って，それを perturbするという事をします．結局だか
ら 3次元サイクルを作って，しかもパラメータ付きで作って，動くという事を証明した．
時々講義の合間に，わかりますかというか，わかりますよね，と相槌を求めるのですが，我々は非常に苦し
いですよね，絵ですから．絵を見ればそうかなと思うけれど．最初の Bulletinの論文はこれはわかりやすいで
すけど，結局彼はこれは論文に書かなかったですね．

Topology に Rasmussen という人が，これは foliation の人，今は不変量，結び目に別な人がいますけど，
Rasmussenが論文を Topologyに出版しています．結局 2つ 1次独立な特性類があって，R2 への全射：

H3(Diff δ+S 2;Z)
(
>

h1c2
1,
>

h1c2)
−−−−−−−−−−→ R2

を証明しました．これを Topologyに出版しました．私は Rasmussenは Thurstonの弟子なのかなと思ってま
したが，さっき言った Cornell 大の HP 上の Thurston の情報を見ると geography, Thurston の子孫というか，
数学上の子孫が書いてあるのですが，どうも Rasmussenは入っていないので，Rasmussenは Thurstonの学生
だというわけではないようですね．誰の学生だったのか，Bottは Harvardにいたのでこの辺りでしょうか．
ここら辺りは Heitsch とか，どんどんいろいろな人が展開してずっと大きな理論になっています．これが

1974年の秋学期なのですが，私は次の年 1975年の 8月に日本に帰りました．このときはパーテイなどでも
Thurstonに会ったりしてました．そのときに家族で一緒に出て来て，Thurstonが背負子というか，子供を載
せるリュックサックのようなものを背負ってパーテイに出て来たので，非常にビックリしました．今は父親の
そういう姿は珍しくないですが，当時の日本では大体母親でしたね．それが多分 Thurstonの長男の人だと思
います．Nathaniel Thurston でしょうか．この Nathaniel Thurston も Topology の論文が有ります．今はどう
もコンピュータサイエンスの方にシフトしているようですね．Dylan Thurston は皆さんよくご存知のように
Topology properですね．それはともかく，話しはしましたけれど，その後 Thurstonを見たのは，小島先生が
東工大に呼んだときですね．
それでですね，これは foliationをやった．さっきの Cornell大の HPで見てそうなのかと思ったのですが，

1975 年にこれは lecture とは書いてないのですが，talk を，いろんな人が Thurstonの思い出を書いている所
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に，これも有名な人ですが，Howard Masurという人がいますよね．その人が書いていてなるほどと思ったの
ですが，さっきの 3 つの仕事，foliation と surface diffeomorphism と 3 次元多様体，いつ頃何処ら辺でそう
なったのかなと思ってましたが，すでに次の年，Thurstonの talkを聞いてビックリしたという事が書いてあ
ります．この Masur も一流の仕事をしていますけれど，この Thurston の talk に自分自身の数学の生き方を
完全に決定付けられた．どういう話をしたかと言うと，ここで既に pseudo-Anosovの話が出ている．さらに
measured foliationMF という概念，その後はほとんど同値ですけれど，measured lamination, こちらの方が
topologicalなんですね．さらに Teichmüller空間の boundary ∂Tg, Thurstonの compact化もすでに，完成して
いたかはともかくこの 3つの話をした．1回かどうかはわかりません．この話がこれまでのどの人の話にもな
い，決定的に違った革命であった．一言でいうと，surface diffeomorphismの全体，それの isotpoy類全体が写
像類群なわけです．

Diff +Σg →Mg

これについて，もちろん Nielsenという 1910年，1920年代の仕事も有ったのですが，surface diffeomorphism

の研究を始めた頃は，これを Thurstonは知らなかった．多分全く独力でこの理論を完成させました．有名な
論文ですが，いまはその後のバージョンになったので，引用文献は 10 本くらいありますが，最初に出回っ
たものは引用文献が全くなかった，ゼロでした．その後 Nielsen の論文を 2 つくらい引用しているバージョ
ンがあります．本当に一人で Thurston の surface diffeomorphims に関する理論を作ってしまった．その後の
Thurstonの仕事は私はあまり詳しくなくて，小島先生に聞いた方がよいと思います．70年代，77,8年には 3

次元多様体，まあ，すでにここで，pseudo-Anosovならばその suspensionは hyperbolicという定理がありま
すから，ここから 3次元多様体に入っていくわけですね．その後は皆さんご存知のような 3次元多様体論の革
命が起こっていって，自分自身も推進したし，いろいろな人が集まって，2012年，一つの区切りの年になり
ました．そういう感じになっています．

Thurston についてはまた後で出てくると思いますが，あとの話の都合上 notation で H (3) と書いたら，
homology 3-sphere, oriented, closedはいつも仮定しますが，それらの oriented diffeomorphism class全体,可算
集合になります．そしてM (3)と書くと 3次元多様体全体．closed, orientedですけれど．

H (3) = {homology 3 − sphere}/∼ ⊂M (3) = {3 −manifolds}/∼

今は単なる集合ですけれども，空間であるかのように，Thurstonは既に考えていたわけです. volumeであると
か，Gromovの simplicial volumeであるとか，不変量がありますが，不変量はこれ上の関数です. これは単な
る集合というよりは，位相というとちょっと語弊があるかもしれませんが，単なる集合以上の構造があるだろ
うと．volumeに関して言えば，最も重要な volume conjectureというものがあります．この解決にはかなり時
間がかかるとおもいますが，これは Thurstonというよりは違う事から来ている，不変量ですね．不変量の方
から言うと元々は Euler numberがあります．3次元多様体は closed orientedだと，euler numberは全て消え
てしまいます．そして secondary で Chern-Simons の不変量というものがあって，そして volume, hyperbolic

の場合は volumeがあって，あるいは，η-invariantというものがあって, Atiyah-Patodi-Singerですね．そして
Gromovが出て来て simplicial volume ||M||,これは 3次元に限らず simplicial volumeという不変量があるわけ
です．こういういろいろな流れがあって，そして Vassilievの 1990年くらいの革命的なアイデアですね．knot

の不変量，Vassiliev不変量というものが，knot全体を spaceだとおもってそこに singularityの理論を適用す
る画期的な Vassilievの考えが出てきました．knotに対してですね．それを大槻さんが 3次元多様体，あるい
はその中の knotに対して一般化して 3次元多様体の有限型不変量というものを展開しました．そして，それ
がどんどんどんどん発達して LMOですね，Leさん，村上順さん，大槻さん，というものになったわけです．
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この volume conjectureの方は Kashaeveと 2人の村上さんですね，Hitoshi Murakami, Jun Murakami. この
3人の人が出したという事です．volumeというものは transcendentalな不変量なわけですが，それがこの有限
型不変量というか，多項式ではないけれど，いわばこういうものの極限として現れるだろうというものです．
これが今どんどん展開されていて，Sergei Gukovさんが先頭に立って，これを理論をどんどん広げていって，
複素数値，あるいは A-多項式などとも絡めて非常に大きな予想だけでなくて，理論になりつつあります．こ
れはいま 2012年でさっきの virtual Haken conjecture, virtual fibration conjectureが解かれちゃったわけですか
ら，また外側というと語弊がありますが，まあ 2015年くらいに解決する可能性もあるかもしれません. 私は
門外漢ではありますが，非常に深い予想だと思います．
これはだから 3次元多様体，この homology球面，Poincaréが一番最初，homology球面は S 3 か?と言った
ときは，これ，homology球面はいわば S 3 だけ，1点しかなかったわけですから，3次元多様体を調べるには
いろいろな事をしなくてはいけなかったわけです．Poincaréが自明でないものを最初見つけて，今では皆さん
ご存知なようにこれはもの凄く沢山あるわけです．幾何学の中でも ellipticなものは元々の Poincaré球面だけ
ですが，次にでてきたものは Brieskorn homology球面, これは特異点論，1960年代くらいからですね．特異
点のトポロジー,代数幾何とトポロジーの橋渡しをする非常に大きな仕事があります．Brieskorn sphere,一般
次元で exotic sphereが出るのですが,由緒正しい代数幾何の所にこういう homology sphereが出て来た．非常
に重要な仕事です．ただこれは Seifertです．hyperbolicな中に homology 3-sphereがあるというのは，ものす
ごい，さっきも言ったように，最初の頃はそういう事はあり得ない，と思われていたということがあったわけ
です．今では敢えていうとほとんど全て hyperbolicな homology球面，ある意味ほとんど全てという事です．
この世界がこんなに広いというのは，Poincaréがいま天国から見たらビックリしていると思います．最初は１
個しかない，彼自身自明でない例を最初に見つけたからものすごい天才としか言いようがないですが，今やこ
んなに沢山ある．hyperbolicな homology球面．
それでちょっとここは思い出というか，さっきは Thurstonが出てきましたが，今度は Hirzebruchの思い出
を少しお話します．この人も残念な事に今年の５月に亡くなってしまいました．1927年 10月 17日に生まれ
て，2012年の 5月 27日に亡くなってしまいました．84才でした．この人は，もちろん，名前はみんな知っ
ている偉大な人です．Hirzebruchの signature theorem，トポロジーと代数幾何の垣根をとったというか融合さ
せた一番偉い一人です．Atiyahとか Armand Borelとかいますけれども，Hirzebruchですね．

videoのあれで言うと，Max Planck Institute Bonnの HPを見ると，さっきの Cornell大の Thurstonのいろ
いろな記述と同じような感じで Hirzebruch について書いてあります．亡くなる 1 ヶ月くらい前，今年 2012

年の 4 月頃ですが，Max Planck で講演，lecture をしています．2 つありまして，1 回目，2 回目と分かれて
いますが，これは original な話なんですね．real な実構造をもつような代数曲面の involution, C 上で考えて
involution, conjugationがある，involutionがあるときに,その conjugationといろいろな不変量との絡み，euler

数が一番大事ですね，そして signature，Hirzebruchですから，その絡みについて originalな話をしています．
私は 1回目しか見ていませんが，いろいろな事を思い出しました．彼は 1973年に日本に来て，IMU lectureを
やったんですね．これは Hilbert moduler surfaceという大きな仕事になりました．そのときに私は助手だった
と思います．私は非常に感銘を受けたわけです．その秋から幸運にも Bonnに行く機会を得ました．その頃は
まだMax Planckはなくて，日本でいうと大型の科研費，SFBというのがあって，幸いそこに行く事が出来た
わけです，そこで 1年間近くにいる事が出来ました．この originalのこの話ですね，2つ，是非，特に若い人
は見ると参考になると思います．やや不自由な感じの動きではあるのですが，数学に対する情熱というか,力
強さというものは，70年代に彼自身の講義を受けましたけれど，ある意味，ほとんどその勢いについては変
わらないという感じです．
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それでその前から微分トポロジーというものがあって，黄金時代，こういう名前で黄金時代があったのです
が，それは 1950年代, 1960年代で，敢えていうと，これは敢えてですから，その後何もなくなったというわけ
ではないので，敢えていうと 1969年で締めに入ったという事です．ここに出てくるのが Kirbyと Siebenmann

の画期的な仕事です．後で詳しくやります．
ここら辺をちょっとだけ歴史的に振り返りますと，最初に微分トポロジーというものの誕生を宣言したのは

Thom, Thomの仕事です．Thomは cobordismというアイデアを出して，今でも誰でも知っています．トポロ
ジストはもちろん知っていますが，数学をやっている人で知らない人はほとんどいないと思います．アイデア
としては非常に簡単で，次元の等しい 2つの多様体が cobordantであるとは，2つが協力して次元が 1つ高い
多様体の共通の boundaryになるか，これが cobordismです．向きなんか入れていろいろなバージョン，これ
の複素構造，概複素構造，いろいろなバージョンありますが，アイデアとしてはこういうものです．これはそ
の後 1980年代後半にWittenが出てくる辺りから，トポロジー,数学，これもいわば外圧というか，非常に変
革を迫られているわけですが，その中でも cobordism，これは最も重要な概念，これは永遠にそうだと思いま
す．cobordism群の計算は終わっていますが，じゃあもうないかというと，これが全ての基本だというのは永
遠に変わらないと思います．これが要するに cobordism Ω∗. 幾何学ですから，多様体を分類するわけですけ
れど，いわば非常に荒っぽい分類をするわけですが、Thomの偉いところは，全部がわかればそれが良いです
が，それは望めない，曲面ではわかった，3次元多様体でも Perelmanの仕事でいわば分類は終わった．しか
し，一般次元で全ての多様体がわかるということはあり得ないわけです．問題設定が良くない．
そこで cobordismという relationを入れて，非常にきれいな relationを入れて分類するとどうなるか，それ
がそもそものの考え．これだったら誰でもというわけではないが，考えつく人は結構いると思います．それ
をですね，homotopy論に帰着させたんです．Thom spectrum MSO,これがさっき言ったトポロジーで最も重
要な概念，分類空間というものがありますが，その分類空間上の universal bundleで Thom構成というものが
あって，これも非常に他分野から見ると，乱暴なと思うかもしれません．vector bundleがあったら metricを
入れて，長さ 1以下を取って disk bundleにして，その境界 sphere bundleを 1点に縮める，だなんていうそ
ういう乱暴な事をします．だけどトポロジーではそれが非常に強力なものでこれを Thom spectrumと言いま
す．そしてその homotopy群，homotopy論というのはトポロジーの 1分野，代数的な方でこれも発達して来
て，いわばちょっと disjoint な部分もあるわけですね．homotopy 群というのは計算が非常に難しい．Thom

の偉い所は幾何学的な分類と代数的な homotopy論を融合させて，homotopy論が非常に強力な力を発揮する，
Thom spaceの homotopy群 π∗(MSO)がこの分類を完全に与えるという事をやったわけです．homotopy論が
十分発達していたわけです．一般に homotopy群の計算は homology群に比べると格段に難しい，ほとんどい
つも不可能です．まあ基本群を考えれば分かると思います．単連結としても π2, π3, · · · , π2 くらいはなんとか
なるかもしれませんが，一般の homotopy群というのは無理なわけです．だけど Eilenberg-MacLane spaceと
か homotopy群の計算に強力な，Henri Cartanとか topologist だけではなく 50年代ですから数学総動員です
ね，理論があって，Eilenberg-MacLane space K(G, n), これの cohomology を計算するというのがあって，そ
れが十分発達していて，それを使って Thom は Ω∗ を決定したわけです，まあ 2-torsion は Milnor とかWall

の仕事があって，テンソル Qしたものを完全に決定しました．答えは偶数次元の複素射影空間の生成する多
項式代数であるという，非常にきれいな大定理ですね．それを Thom は証明したわけです．それは 1952 年
Compte Rendusに発表したんですね，Thomは．
そのとき Hirzebruch は Princeton の高等研究所に居て，これは彼自身が reminiscence というか，昔を，

signature theorem が出たときのいきさつを彼自身の論文の中に書いていて，有名な話ですね．1952 年に
Institute の，今は新しい建物が沢山ありますが，古めかしいというかある建物の中に図書室があったんです
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ね．図書室，そこに行って Compte Rendus Paris, Thomの速報を見て,そこに書いてあるのですが，直ちに今
でいう Hirzebruchの signature theorem の証明が分かった．これが有名な Hirzebruch signature theorem, これ
が 1952年ですね．Hirzebruchはその後，Hirzebruchの Riemann-Rochとか，トポロジーと代数幾何，複素多
様体論，そこら辺の垣根を取って，一級の仕事を亡くなるまで続けました．
これが今で言うところの微分トポロジーの誕生を宣言した仕事です．一般に言われるのは，もう少しわか
りやすいデビューというか，さっきの Thurston の foliation のデビューに匹敵するというか，それは全然劣
らない大衝撃だったのが，Milnor の例の exotic sphere の仕事ですね．1956 年です．S 7 と homeo だけれど
も diffeoではない．どう書くんでしょうか，Brieskornとかいろいろ絡んでますが．homotopy sphereですね．
homotopy型が sphereであるような微分可能多様体を分類するという理論があって，Milnor,最初の例ですね．
それが群になるという事，そして有名な Kervaireと Milnorの仕事が出て来て，n次元の homotopy球面の作
る群 Θn が定義されて，これがまた homotopy群が出てくるのですが，あるいは Bernouille数とか整数論的な
ものも出て来て，一言でいうと有限群であって，n mod 4についていろいろな違いが出て来て，4n − 1次元の
所が一番豊富なんですね．4n次元, signatureがあるところから一個下がったところに homotpy sphereが一杯
出て来て，4n + 1次元では,次元を 1上げて 4n+2次元の所に Kervaire不変量というものがあって,それは最
近 2年くらい前，Hopkins, Ravenel, Hillの一大仕事があって，これも大団円，大問題が一個の次元だけを除い
て解決されました．126次元の framed manifoldで Kervaire不変量 1のものがあるか，これは未解決です．こ
れ以外は全部解決しました．非常に難しい理論であれを理解している人は世界中で 10 人くらいでしょうか．
Fermat予想もそうでしたけれど非常に難しい．
そしてこれは球面，homotopy 球面ですけれども，手術の理論，surgery theory というものが一世を風靡し
ました．名前を挙げるとW. Browder，Princetonで活躍して，ロシアで Novikov,そしてWallが出て来て，最
初は homotopy球面ですから，単連結です．Browderは単連結な surgery theoryを完成させました．有名な教
科書が有ります，Novikov はちょっと違う，場所も全然違いますが，彼の一番有名な仕事の 1 つは rational

Pontrjagin class の位相不変性です．Wall は基本群が一般の場合に Wall 群という，彼の名前を取った，この
algebraic L-theory, トポロジーと代数の境界ですね，今は Algebraic K とか L とか，沢山あるわけです．そ
この理論を作って，そして Sullivanですね．この４人の名前を取って，普通 Browder-Novikov-Wall-Sullivan

theoryと言います．この Sullivanは,さっきの Thomの考えですね，分類を何かの spaceの homotopy論に帰
着するという事を，これを surgery theoryの中で究極，これ以上はできないという感じで実現しました．そう
すると，カテゴリーとしては微分可能多様体 BO, orientableなら BSOですが，こういうものがあって．その次
は piecewise linearな，PL topologyというのがあって BPL, その次に位相多様体というものがあって BTOP，
その次に多様体ではなくて今度は Poincaré complexというものがありますね．分類空間で言うと BGという,

sphereの self homotopy同値全体のなす群 Gです．こういう物があってこの間に自然な写像があります．

BO→ BPL→ BTOP→ BG

微分多様体の分類，組み合わせ的多様体の分類，位相多様体の分類，それらの間の関係，これらが fiber bundle

みたいになって，それぞれの fiberは PL/O,TOP/PL,G/PL,G/TOP．例えば，Sullivanの初期の一番の有名な
仕事は，G/PLの homotopy型を完全に決定した仕事です．
そして後でやる Kirby-Siebenmann, 1969 年に終わったと言ったのは，Kirby-Siebenmann が TOP/PL を完
全に決定したという事になって，Thomの幾何学的な問題を homotopy論に帰着して，その homotopy論を解
くというのが，究極にまで高められた，それが 1969年です．

1969年、何が起こったかといいますと，さっきも書きましたけれど，Kirbyと Siebenmann，何を解決したか
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と言いますと，Milnorが挙げた，ある時期にMilnorが挙げた 7つの問題の中の有名な一つ，Hauptvermutung，
これは基本予想と呼ばれます．これは一言でいうと，piecewise linear, combinatorial な多様体，PL manifold

というものがあって，それは三角形分割された位相多様体であって，各点の linkが次元が１個下がった球面
のスタンダードな三角形分割と組み合わせ同値，そういうものを PL manifoldと言いますが，そういう構造は
uniqueだろうというのが基本予想です．
もう一つの予想は triangulation problem, これは conjectureといっていいのか，problem, そもそも位相多様
体は三角形分割できるのか，というものがあって，結論的にはこれは今でも未解決の，多分，歴史的にみると
微分トポロジーで今残っている，残っているというとちょっと語弊がありますが，もっとも重要で難しい問題
です, triangulation problem. この 2 つに piecewise linear, combinatorial な観点から完全な解答を与えたのが，
Kirby-Siebenmannです．これは唯一つの特性類，4次元に特性類があって，

ks ∈ H4(BTOP;Z/2)，

Kirby-Siebenmann classと呼ばれますけれど，これだけで決定できる．例えばまず次元は 5次元以上で，境界
がある場合は 6次元以上の位相多様体があったとすると，その 4次元 Z/2-cohomologyにある特性類 ksが定
義される，Stiefel-Whitneyとか Chernとかそういう感じで，位相構造のみによる特性類が定義されて，この位
相多様体が piecewise linear な意味で triangulation, triangulable である事の必要十分条件は，この特性類が消
える事．決定的な仕事ですね．

Hauptvermutungの方は，この次数が 1つ下がって 3次元に，２つの組み合わせ的な構造が互いに同値かど
うかという obstructionが入る，そういう形で完全に解決してしまう．それが Thomから始まった微分トポロ
ジーという分野の黄金時代の締めくくりの仕事になっています．
この 1969年というのは個人的になって申し訳ないですが，私は修士に入った年なのです．そしたら大問題
は解けた．微分トポロジーはどうなるんでしょう，そのちょっと前に Thom 自身が大仕事をした後で，皆さ
んご存知の Catastrophyの理論に移ったんですね．そしてこれはニュアンスはわからないのですが，巷で言わ
れた事は，Thomはトポロジーは死んだ，と言っている．トポロジーは死んで，しかも微分トポロジー，これ
を一生懸命大学 3年生，4年生くらいから，Minorの理論に魅了されてですね，勉強を始めて修士に入ったと
思ったら，いわばそのときの最後の問題を解かれてしまった．途方にくれましたよね，どうしたらよいか．後
付けですけれど，foliationの理論がまさにこの辺から始まっています．Gelfand-Fuchs理論は論文がすでに出
ています．Godbillon-Veyは 1970年くらいにあって，1971年には Thurstonが現れるわけです．だけどここで
これを聞いたときは，まだそういう事は全然，少なくとも私は知らないで，ああ終わってしまったなと．その
とき加藤十吉先生ですね，この年，これが解決された時にさっきの Instituteにいて，1階，あそこはメンバー
は，若いメンバーは 2階建ての日本流にいうと長屋みたいな所に入ります．一棟に 4人くらい．加藤十吉さん
は 1階にいて 2階に Siebenmannが居た．これが解かれたというところで加藤さんから，私が直接もらったの
ではありませんが，多分松本幸夫さんかだれかに知らせて来て，それを我々は間接に聞いたのだとおもいま
す．最近 2階で Siebenmannがうろちょろしてるのが分かって大変なんだという事が書いてあって，後から見
ると，これが解かれたんだというふうな事がありました．そういう非常に歴史的な年です．
この章が低次元トポロジーの謎と題名を付けましたが，今日の締めくくりは Milnor が挙げた，Milnor の
問題集というのがあって，Milnorの問題集は 1960 年代前半ですね．ですから Smale や Zeeman が高次元の
Poincaré予想を解いた頃に提出したとおもわれる 7つの問題があります．それをちょっと書きます．

1. double suspension problem

2. simple homotopy typeは位相不変量か?
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3. pi ∈ H4i(BO;Q)は位相不変か？
4. Hauptvermutung.

5. topological manifoldは triangulableか？
6. Poincaré予想 in dim. 3,4.

7. annulus conjecture

1 番目が double suspension problem, それはさっきの 3 次元 homology 球面 W3 があったときに，それを 2

回 suspendする Σ2W3，2回 suspendすると，これは一見とんでもないように見えるのですが，5次元球面 S 5

と homeoか?という問題です．もちろん S 3 だったら，1回 suspendして S 4 ですから，もう 1回 suspendして
S 5 になります．こういうとんでもない予想というか，問題です．

2番目に，simple homotopy typeというものがあって，これは基本群も考えにいれた上での homotopy型で
すけれども，simple homotopy type, これは組み合わせ的な多様体に対して定義されますが，これは位相不変
か？ 2つの組み合わせ的多様体があったときに，simple homotpy typeがあるのですが，互いに位相同型なら
ば simple homotopy typeは同じか？これが 2番目です．

3 番目は Pontrjagin class というものがありますが，この Pontrjagin class は Z 上定義されますが，Q 上に
するとこれは位相不変か？ torsion では位相不変ではないということは，もう例として分かっていましたが，
rational cohomologyにすると位相不変か．

4番目は，これがさっきの Hauptvermutungですね．組み合わせ的多様体の組み合わせ構造は一意的か?

5番目が topological manifold,位相多様体は triangulableか? だから単体複体の構造を持つかどうか．
そして後 2 つですけれど，6 番目がこれが Poincaré 予想ですね．さっき言ったように Smale と Zeeman,

smoothと PL categoryではもう解いてますから，高次元では．dimensionが 3と 4. これが残ってました．
7 番目にこれが annulus conjecture. これも有名な予想だったのですが，簡単にいうと Rn の中に，locally

flat という条件を満たすような codimension 1 の球面 S n−1 が 2 つ disjoint に入ったときに，この間の部分が
annulusか? standardか？ S n−1 × [0, 1]と homeoか?

これが Milnorのある時点での問題だったわけです．それに対してその Milnor自身が後日談というか 2006

年のさっきの Instituteに属する PCMI, Park City Mathematical Institute, Utah州にあるのですが，毎年テーマ
を決めて夏に大学院生向けのサマースクールとコンファレンスがあります．今年は geometric group theoryで，
去年は Riemann面の moduli空間, 2006年は低次元多様体がテーマでした．そこで Milnorは一般向けの講演
をしていて，60年代に出した 7つの問題のその時点での総括をしています．ちょっと簡単にそれを書きます．

double suspension theorem は Edwards, Cannon の 2 人によって, 肯定的に解決しました．Edwards は
geometric topology,今のではなく昔の，wildも入れた geometric topologyの人です．

simple homotopy typeは位相不変量か,これも Yesです．Chapmannと Edwardsですね．独立に．
それから pi ∈ H4i(BO;Q)は位相不変か？これは Novikovの Fields賞受賞の主な理由になった一番有名な定
理の一つです．

Hauptvermutungと topological manifoldの triangulation. これは combinatorialのとき Noであって, これは
Kirbyと Siebenmannが解決しました．

Poincaré予想，これは smoothのときに Smale, PLのときに Zeemanがそれぞれ証明して，次元が 5以上で
すね，Poincaré予想を証明しました．dimension 3は Perelmanによって解決されました．アーカイブに論文が
出たのは 2002,3年ですね．Milnorのこの 2006年の論文ですでに言及されています．
そして annulus conjectureは n , 4のとき Kirbyが証明して（n = 4のときは Quinn），これも Kirbyの有名
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な仕事の一つです．
こういうふうになっていて，結局残ったのは何かというと，残ったのは，大問題は，1番目は combinatorial,

PLではない，こういう条件を取ったときに triangulableか，位相多様体は triangulableか?

それともう一つはこの Poincaré 予想の dimension 4 です．また, dimension 4 の topological category では
Freedmannの仕事があって，これは 1982年ですね．結局残ったのは Poincaré conjecture, dimension 4の C∞

category,これが残った．詳しくはMilnorの論文を読んで頂きたいのですが，こんなふうになっています．
時間が来ましたのでちょっと中途半端ですが，今日はここまでにしたいとおもいます．この位相多様体が

triangulableかというのは大問題ですが，4次元の，さっきの 3次元の革命は Thurstonが起こしたと言いまし
たが，4次元の革命は Donaldsonと Freedmanが起こして，その事を少し，私は門外漢ですが，そのあくまで
もその立場からですが，次回はこの続きですね, 4次元の革命が起こって，どうなってその後，にしたいとお
もいます．
後一つだけ, foliationはどうなったか，というのですが，これは私が言うよりは，坪井先生とか足助さんに
その解説をお願いする方が適切だとおもいます. 一個だけ，私は foliationはやっていないかというと，ずっと
気になっている問題があります．それは Godbillon-Veyで

BΓ∞1
gv
−→ K(R, 3)，

ここにこういう写像があるわけですが，これが homotopy同値か？というのは大問題なのです．ここは実解析
的にすると違うというのが Haefligerの定理があります．これは C∞ で考えます．これは differentiabilityが小
さくなると codimensionに限らず，坪井先生の大定理がありますから，この homotopy型について分かってい
ることも沢山あります．smoothで homotopy同値かというのは大問題で，ちょっと大袈裟に言うと，Rと Q
の違いがトポロジーでも絡んできます．というのも，

K(Q, 3) = (S 3)Q

になります．(S 3)Q は 3次元球面 S 3 の rational type, S 3
0 と書く事もありますが，Z上 S 3 と変わらなくて高次

元 cohomologyなんかは何もないわけです．しかし Rはものすごいバカでかい abel群

R = ⊕λQλ (Qλ � Q)

であって，連続体濃度，Q 上の次元が連続体濃度ある．homotpy 群は和になりますと，Eilenberg-MacLane

spaceは直積になりますから、
K(R, 3) =

∏
λ

K(Qλ, 3)

となります. S 3 が連続体濃度の product, そうすると cohomology がとんでもなく出てきます．3 次元の
cohomology が R だけあって，Thurston は GV で実現したわけです．S 3 × S 3 だと 6 次元 cohomology はあ
るわけです. 直積をどんどん増やすと S 3 が，3 の倍数の cohomology がとんでもなくあるわけです．それが
foliaton, BΓ-structureで実現されるか，というものを含んでいて，これがいつ解決されるか，100年かかるか
もしれないし，永遠に分からないかもしれない，もしかすると解けない問題，答えのない問題かもしれませ
んね．これはずっと頭の中に有るんですが，どういうものなのか，differentiabilityが小さいときは坪井先生の
結果があるのですが，C∞,また実解析的になると全然違うというのもまた面白い所です．integrabilityに絡む
homotopy論ですね，これは分からない事が沢山あるわけです．では，今日はこれでおしまいにします．
会場から質問：Kirby-Siebenmann の仕事で微分トポロジーが終わるというのはなぜでしょか？ Kirby-

Siebenmannの仕事は位相多様体の三角形分割の問題で微分トポロジーではない気がするのですが．
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Thom,その後の一連の仕事を見ると，微分可能多様体と PL多様体と位相多様体，それが同じ土俵の上で同
じ理論で展開できた．微分トポロジーであるから最初のうちはもちろん微分構造が問題でしたが，そのうち
PL 構造があって，PL 構造の smoothing の問題や位相多様体の triangulation の問題が同じ同列の問題として
出て来て，だから微分トポロジーというとちょっと言い過ぎかもしれませんが，まあ一つの時代が終わった，
1969年に，と言えるとおもいます．differential topologyというのは，今でも使う人は沢山いますし，最近は
geometric topologyとか differential geometry, metric topologyとか, differential topologyは 50年代，60年代に
比べれば無くなって来てますよね，言い方が．60年代は differential topologyか homotopy論，どっちかしか
なかったです．大学院生もやりやすかったですね．
今はだからトポロジーと言ったって，トポロジーだけではなかなか難しいですね．gauge理論とかやるなら
微分幾何とか global analysisも必要だし,あるいは解析学も必要だし，だから全く感じは違う時代になってい
ます．まあでもそれは当たり前ですよね．ずっと同じ事が続くわけはないので．その時代時代の特色があるわ
けで，いまからどうなっていくかというのは，それは私には分かりません．というより，それは若いみなさん
が作っていくものだとおもいます．なかなか先が見えない時代です．数学だけではありませんが．でもそうい
うときは良い仕事が出る可能性は高くなります．
あとここでもう一つ transversely symplecticとか transversely volume preservingは，40年ほとんど進歩がな
くて，transversely holomorphicについては足助さんが精力的に研究を続けて来て，smoothとは違うという事
がわかりつつあります．transversely symplecticとか transversely volume preservingはなかなか難しいですよ
ね．それももうちょっと 10章くらいで少し触れたいとおもいます．
会場から質問：Milnorの問題というのはどこかでしゃべったのでしょうか．
それは調べたのですが，そうではないようです．2006年のは PCMIの年次報告に入っていますが，そこを
見ても論文もないようです．1960年代前半に書いて circulateしたと書いてあったと思います．引用はしてな
かった，論文は出版はしてないと思います．
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第 18回 10月 23日

それでは，今 9章です．低次元トポロジーの謎というタイトルでお話していてその 2回目です．まだ途中で
すね．
微分トポロジーと呼ばれる分野というか，これが華々しく開花したのは，1950年代初頭です．そして敢え
ていうと前回言ったように，1969年の，今日改めてもう一度詳しくお話しますが，Kirbyと Siebenmannの仕
事があって，一つ節目になりました．
それでですね，Milnorの 1957年の exotic 7-sphereですね,それがこの微分トポロジー，その前には Thom

がいたんですが,微分トポロジーの開花を華々しく宣言した仕事ですね．その Milnorが 1960年代に 7つの問
題を提出しました．これは出版されているわけではなくて，preprintというか，今みたいにネット時代ではな
いので，コピーもゼロックスとかではなくてなかなか難しい，青焼きみたいなものでした．それでいろいろな
所に流布していたようです．

Milnor自身が 2006年にこの問題の現状について，6年前ですが，これは前回言いましたので改めて全部は
書きませんが，錚々たる問題があったのです．2006年時点でかなり，何パーセントというのはそれほど意味が
ないですが，7分の 1,だから 6題は解かれた，0.5題，0.5題残ったという感じなんです．残った問題を，これ
は残った問題は今日の主題なので後でもう一度詳しくやりますが，残った問題は 2つなんです．これは大問題
であって，この先 10年で解決するのか，50年経っても解決しないのか，なかなか難しいですが，後で詳しく
やりますけれど，ここで書いておきますと一つは Poincaré conjecture, dimension 4で C∞-category, 7つのうち
の一つの問題は Poincaré予想で，この微分トポロジーで Smaleと Zeemanがそれぞれ smoothと PL category

で 5次元以上の Poincare予想を解いたわけです. そしてこの時点で，この問題の時点で 3次元と 4次元が残っ
たわけですね．3 次元は皆さんご存知のように，Thurston の革命，3 次元トポロジーの革命，geometrization

conjectureを Perelmanが完全に解いて，Thurston自身 90何パーセントか，本人は 99パーセントくらい確信
していましたが，最終的に 3次元 Poincaré予想を解決したのは Perelman．3次元は解決されて 4次元がその
時点で残ったのです．これが 2002,3年．4次元が残ったわけですが，それより前に，後でやりますが，1982

年に Freedman が topological category では 4 次元 Poincaré を解きました．従ってこれだけが残っています．
いま大問題，どのくらいで解決するかどうか，2002,3年頃には絶対反例が出るよと言っていた人もいました．

2番目ですね，これが何かというと topological manifoldの triangulability,位相多様体ですね，これが半分だ
というのは，Kirby-Siebenmannのこの 1969年の有名な仕事に関連するわけで，位相多様体の triangulability

はずっと大問題だったわけですね，この微分トポロジーより前に，例えば 3 次元多様体が triangulable とい
うのは Moise の仕事です，2 次元, 曲面はどうかというと，それはいつ誰がやったかというよりは，今はみ
んな当たり前のように思っていますが，完全に当たり前ではないですよね．Kirby-Siebenmann は 1969 年に
combinatorialな triangulation，条件つきの triangulation,だから各点の linkが，次元が一つ下がった sphereの
スタンダードな triangulationと PL equivalentなものを combinatorialな triangulationといいますが，それの存
在とその一意性について完全な解答を与えた，Kirbyと Siebenmannの仕事です．だから半分，強いて言うと
半分解かれたわけですが，その条件がないときに位相多様体が triagulableか, というのは，大問題であって，
これもいまから何十年かかるのか，それとも機が熟しているのか,ちょっとわかりませんけれども，ともかく
この 2つが残ったわけです．これについては後でもう少し詳しくやります．

3次元多様体ですね．低次元多様体というのが，いまトポロジーのメインの研究対象ですけれども，3次元多
様体と 4次元多様体，この対比というのが段々，非常に対照的だということがわかってきました．これ両方と
も革命が起こったわけです．革命を起こしたのは，前回やったように 3次元はもちろん Thurston (1946-2012)，
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非常に残念というか悲しい事に今年亡くなってしまいました．Thurstonが革命をおこしたのは 1980年代初等
だったのです．70年代初めに foliationの仕事で華々しくデビューして，前回ちょっとやりました，70年代の
後半に surface diffeomorphismの分類で，いまでは Nielsen-Thurston theoryという大理論を独力で作りました．
そして 80年代，それにつながる形で，Pseudo-Anosovというのがでてきたら双曲幾何が出てくるわけです．3

次元多様体の geometrization conjecture,これを完全に解いたのがさっき言った Perelman. だけど Perelmanが
解いたというとあまり良くないですね．Thursonが非常に多くの場合，Hakenの場合ですね，そして残りの場
合というと Perelman があれですが，方法が全く違うわけですから，Thurston はいわゆる topology proper な
方法,もちろん，革命を起こしたわけですから，それまでのトポロジーとは違って双曲幾何，微分幾何的観点
が入ったわけですが，でもまあ classicalなトポロジーの延長線上の大革命だったわけですが，Perelmanは外
からくる感じで Ricci flow, Hamilton の仕事があったわけで, いわば全く違う手法で解いてしまった．これが
2002,3年ですね．
これは今では完全に認知されて，これにもいろいろな人間的なドラマがあったわけですが，アーカイブに 3

つ preprintが載った段階で，もちろんすぐにみんなビックリして，これは全部知っているわけではありません
が，3つくらいのグループがそれぞれ独立に検証を始めて，今では完全に認知されているという事です．
何れにしても Thurstonが革命を起こして，そして言いたかった事は Perelmanが geometrization conjecture

を解決したわけですが，Thurston自身が 1982年出版の Bulletin of AMSに surveyというか，有名な論文です
けれど，3次元多様体と Klein群に関する有名な論文を書いてそこで 24の問題を挙げています．Thurstonの
問題．Milnorとの対比で言うと，Milnorは 7つの問題で残り 0.5, 0.5．0.5と言いましたが，0.5というより
は 0.25かもしれませんが．一方で Thurstonは 24の問題を挙げていますが，ほとんど解決しています．
最初に解決したのは Klein 群に関する Ahlfors 予想とか ending lamination 予想とか，それがほとんど粗
方 2004,5 年でしょうか．これは大鹿さんに聞くのが一番よいですが，粗方全部証明されて，関わった人は，
Canary, Calegari-Gabai,それからもう一人，これは私の専門ではないですが，Agolですね．この人，Agolは
後でまた出てきます．これは大体前半の問題です．
そしてこのごく 2,3年，今年が最後 2,3年，劇的な進展を見せて，Thurstonの geometrization conjectureを
超える幾つかの問題があったのが，粗方完成してしまったというのが，2,3年前から今年ですね，問題でいう
と 15番から 18番，この 4題．
これは Agol の，Agol は最近いろいろな所でもう 10 回以上，いろいろな talk ですね，１時間 talk とか

survey talkをしていますけれど，それをみるとわかるように Agolは Thurstonの Bulletinに載った 15番から
18 番，これを Agol だけではなくて，Wise とかいて，これもいわば Perelman 程ではないですが，topology

proper というよりはちょっと外側というよりは隣ですね，geometric group theory から来た Wise とか Agol,

virtual Haken conjecture, virtual b1 conjecture，virtual fibration conjecture,この 3つを完全に肯定的に解いてし
まいました．これが 2012年初頭で終わった．いま Agolが精力的にいろいろ講義をしている，そういう段階
です．じゃあ 24あるうちで全部解決したかというと，敢えて言うと残った問題ですね．2つ 3つあるのです
が，大きな問題とおもうのは 22番と 23番. 24番も大きいかもしれませんが，この 2つに比べるとやや．22

番というのがこれが何かというと，3次元多様体全体をM (3)と書いたとおもいますが，その中でこれが 8つ
の幾何学で統制されるというのが Thurston の geometrization conjecture です．その中で一番豊富な世界です
ね， hyperbplicな 3次元多様体の世界，ここに volumeというのが,まあ volume自身は hyperbolicでなくて
も，Gromovの仕事で simplicial volumeというものがあるから全て定義されているから，しかし hyperbolicの
場合はここに η-invariantというものがあって，あるいはこれを mod Zすると Chern-Simons invariant,
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M (3)
(volume,η−invariant)
−−−−−−−−−−−−−−→ C.

Knot → C

本当はこれを順番をひっくり返した方が，Lie代数の cohomologyからすると自然になります．いずれにして
もこの組で plot しなさい，というのが Thurston の問題．あるいは knot の問題，knot の空間から volume と
Chern-Simons, これは Thurston 自身書いていて，もうちょっと具体的にいうと computer program を開発し
てこういうものを plot しなさい，特に knot に関しては knot table 毎に全部 plot して，Thurston の有名な仕
事，closed manifoldの場合でいうと hyperbolic manifoldの volume全体の集合は ωの ω乗という order type

をもつというのが Thurston の大定理の一つですが，それを観察しなさいと書いてあります．そして volume

はこれは bijective ではないけれども，かなり近いわけです．finite to one ですけれども，そうすると 3 次元
多様体全体がいわば virtualに複素平面全体に plotされるわけです，hyperbolicの世界，これがどうなるかを
を computerを使って観察しなさい．これはそれほど進んでいるとはおもえないですね．これに関連して前回
言ったように volume予想というのは非常に広がりを持ってきて，これは元々 Kashaevが物理学的な考えであ
る不変量を定義しました．そしてそれを村上順さんと村上斉さんが，だから Kashaev-Murakami-Murakamiと
呼ばれる volume予想というのがあって，knotの場合，Jones多項式，これは finite type不変量になっていま
すが，volume がそのある asymptotic な振る舞いで書けるだろう．volume 予想．これが大きな広がりをもっ
ているのは，Sergei Gukov, Caltechの，この人が A多項式の理論との関連を付けて非常に大きな流れとなっ
ています．大問題になっています．敢えていうと 22番に関係するとも言えます．

23番は前回少しやりましたが，これは整数論的で，トポロジーの範囲ではどうにもならないものです．Q上
hyperbolic manifoldの volumeを添加する．Thurstonの 23番に何て書いてあるかというと closed hyperbolic

manifoldの volumeの比はいつも有理数か? rationally related,多分違うという事を想定しているのだとおもい
ます．

dimQQ〈volume of W3〉 = ∞?

大方の人は無限次元であることを予想している，次元が 2以上である事を証明しただけでも大定理ですね．だ
けどそれは Topologyの範囲だけではどうにもならない．Q上一次独立だという事を証明しなくてはいけない．
これが 23番，24番が Thurstonの有名な仕事は knotの Dehn surgeryをすると，ほとんど全て hyperbolicに
なる．knotの Dehn surgery, genus 1の surgeryですが，24番は genusを上げて Heegarrd分解を固定したとき
どうなるか，ほとんど hyperbolicか，
これが残った問題．しかしまあ全体から言うと，Klein群に関する Ahlfors予想を含む大予想ですね，これ
があれよあれよという間に解かれてしまいました．virtual予想，これもまた 5,6年しないうちに，Thurstonが
存命中に完全に解決してしまいました．それが 3次元の革命，Thurstonnの革命に関わる現状です．
それで 4 次元の革命というのが，これはもちろん，私は 4 次元が専門ではないので，ここら辺は耳学問
がほとんどですが，皆さんがご存知のように革命を起こしたのは Freedman と Donaldson．このほとんど間
を置かずに出たこの大結果，衝撃を与えました．これを見てみるとほとんど同じ時期なんですね，3 次元と
4 次元に革命が起こったのは．Freedman は 4 次元 Poincaré 予想を topological category で証明した．これは
大定理．Donaldosn は C∞ で 4 次元多様体というものが, topological manifold と違って微分構造が algebraic

topologicalな非常に強い制限を与える事を証明したわけです．最初は単連結で definiteな C∞-多様体, definite

だったら standardである事をいったわけです．standardでない definiteな formはもちろんすごい沢山あるわ
けですから．しかも Freedmanは 4次元 Poincareを証明しただけではなく，単連結な 4次元位相多様体を完
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全に分類しました．その corollaryとして C∞-structureが algebraicな structureに大きな制限を与えるのです
が，topological manifoldには全くない．4次元では topological categoryと C∞-categoryが全く違うというこ
とを証明しました．それは 3次元では古典的に知られているように，topological categoryと C∞-categoryは全
く等しいという事が分かっていたわけですから，3次元と 4次元の drasticな違いというものがこの 2つの革
命によって明らかになっていったわけです．先ほどの大きな問題．4次元の smooth Poincaréと位相多様体の
三角形分割可能性の問題が，クローズアップされてきて，と言っても，これをまともにやっている人はそんな
に多いかどうかわかりませんが，そこをちょっとやります．

1969 年の Kirby-Siebenmann, 特性類の観点からいうと ks ∈ H4(BTOP;Z/2), こういう特性類があって,

combinatorial な多様体にもその tangent bundle, stable な normal bundle と言った方がよいかもしれません,

構造群が piecewise linear な homeomorphism のなす群の vector bundle, smooth なときは Grassmann, PL の
Grassmann みたいなものです．これがあって，位相同型で分類する．この差を考えるというのが微分トポロ
ジーの常套手段です．幾何学的な問題をこういう分類空間という universalな空間のホモトピー論に帰着して
解く．surgery theoryの一つの帰結だったわけです．Kirby-Siebenmannはこれを完全に解決したわけで，fiber

は TOP/PL,こういう等質空間みたいなもので，Kirby-Siebenmannの定理はこれが，分類空間のホモトピー型
を決める，それは Thomが始めたもので，微分可能な多様体の分類を tangent bundle, normal bundleのホモト
ピー論に帰着して，そのホモトピー論を解くというのが，それが基本戦略です．敢えていうと現在まで続いて
います．段々難しくなっていますが．

Kirby-Siebenmannの基本定理は，非常に信じられないくらい簡単で 1箇所だけホモトピー群が order 2の群
になって，3次元 homotopy群が Z/2であとは自明ですから

TOP/PL = K(Z/2, 3).

fibration, これは右の方に無限につなげる，これの分類空間ですから，逆にいうとこれの loop space

ΩK(Z/2, 4) = K(Z/2, 3)がここにくるわけです．

TOP/PL→ BPL→ BTOP
ks→ K(Z/2; 4)

これは Eilenberg-MacLane space への写像というものがその cohomology と等価なわけですから，ここから
H4(BTOP;Z/2),これは非自明であってこれが Kirby-Siebenmannの特性類の定義する連続写像．

Mn → BTOP

これは fibration,左に無限に続いていくわけです．
そして位相多様体があったときに，低次元はこのときでも，surgeryをするので，特に 4次元は出来ないの
ですが，次元が closedの場合は 5次元以上，boundaryがあるときは 6次元以上，条件はありますが，ここに
位相多様体があったら stableな tangent bundle，それは topological bundleですから分類写像はあるのですが，
combinatorialな triangulationをもつかどうかの必要十分条件は，これが liftするか，

Mn → BPL

これは Thom 以来のものですね，bundle が reduce するとあとは surgery してこっちになる．この homotopy

型が決まったわけですから，liftがあるための必要十分条件は，こういったときに null homotope,つまり 4次
元 cohomology, Kirby-Sibenmann類，

ks(M) ∈ H4(M;Z/2)
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これが消える事が必要十分である，完全な形でさっきの trinagulability を解いてしまった　同時にその
uniquenessも基本予想，Hauptvermutungと呼ばれた，これも大問題だったわけですが，これも同時に解いて
しまった．敢えていうと，微分トポロジーの終わりというとちょっと問題ですが，大きな節目であった．
さてそうすると Milnor の 7 つの問題, 2 つ残ったわけですが，mystery としてクローズアップされてきま
す．改めて書くと, topological manifoldは三角形分割可能か，これは大問題なわけで，これは全く条件がない
わけですから，言い換えると，任意に与えた位相多様体は，単体複体の underlying spaceを多面体と言います
が，多面体と同相か？というわけです．それが mystery, n=4のときはこれ自身 Noなわけです．Freedmanや
Donaldsonの結果を使うと，いわゆる E8-manifoldというものがあります．それはそもそも 4次元多様体がも
し単体複体の構造を持つならば点の linkは 3次元ですから，3次元は Poincaré予想は正しいですね．だから
4次元がもし何の条件もなく triangulabeとしてもそれは組合わせ的多様体になります．E8-多様体は組み合わ
せ多様体になると smoothableですから，C∞ になって Donaldsonの結果に矛盾します．だから Noというのは
わかっています．
問題は n = 5のとき．これが今でも分かっていない問題です．境界があるときは 6次元以上．これについて
は Kirbyがいろいろな節目の講演で事ある毎に挙げています. 1969年に自分自身 Siebenmannと一緒に証明し
たけれども，そもそもなんの条件もないときに triangulable かというのは大きな問題で Kirby の problem list

にももちろんあって，またことあるごとにいろいろな節目に挙げていて，もちろんわからないですが，どうな
んでしょうね．やり方がないから，実質的にやっている人がいないと言えるかもしれません．これについてで
すね，こういった 3次元,4次元が全然違うというのに出てくる大きな mysteriousな群というのは，

Θ3
Z = {oriented homology 3-spere }/H − cobordant.

普通 integral homology 3-sphere. これは integralな homology 3-sphere全体，こう書いたら，全部 3次元多様
体は oriented, orientedな homology 3-sphereを持って来て，これは可算個あるわけですが，これを homology

同境. 大文字の H-同境，小文字で書くと h-同境，homotopy同境です．homologyの意味で productになる,そ
のときに両端を H-cobordism,そういう同値関係で割ったら群になる．これは非常に，いま 2つの問題とか，3

次元とか 4次元の差について，mysteriousな群，もともとあったのですが，これについてですね，問題をほと
んどある意味で，ほとんどというとちょっと語弊がありますが，構造がわからない，まずこれが自明でないと
いうのは，4次元多様体の Rohlinの有名な定理を使うと，これは able群ですが，ここから order 2の有限群へ
全射が出来る．

Θ3
Z

µ
−→

Rohlin
Z/2→ 1

これは Rochlin不変量 µ(M)というものですが，念の為に書いておきます. homology 3-sphere M があったと
すると，それの homology cobordism類があって，それはまず任意の 3次元多様体 M はある 4次元多様体 W

の境界になるという事が古典的に知られていて，もちろん oriented, differentiableで取れます．W に spin構造
が入る，w2 も消える，orientedだから w1 は消えますが，w2 も消えるようにできます．これはそんなに難しい
事ではありません．そうしてW の signatureというものが定義できます．境界はあるのですが，sphereみたい
なもの，homologicalには sphereですから，homologicalには diskを貼って，signatureが定義できます．この
signatureが代数的に 8で割れる事はわかるのですが，8で割ったときにその mod 2,これはW の取り方に依ら
ないというのが Rochlinの定理の帰結です．

Θ3
Z 3 [M3] 7→ Sign(W4)

8
mod 2 ∈ Z/2
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そしてこれが全射になるという事も Poincaré球面を考えるとこれは非自明になり，全射である事がわかりま
す．これはかなり早い時期にわかったのですが，ある時期，これが同型か？と考えられたときがあります．あ
る時期，非常に弱い形ですけれど，同型だったらいいな，というくらいですが，No だというのが分かって，
Casson 不変量もこれに関わって出てきました．1983 年頃です．これが同型でない事を証明しようとして出
てきました．Casson不変量自身，非常に大事な不変量だという事はどんどん明らかになって，これと関係な
いところで理論がどんどん発展しました．これが決定的に Noという事を証明したのが古田さん，1990年の
Inventiones,有名な論文ですね．やや遅れて Fintushelと Stern,この 2人，4次元の gauge理論と古典的なトポ
ロジーを使った，息の長い仕事をしているコンビです．やや遅れて，論文出版は同じ年でしょうか，古田さん
が証明して，やや遅れて独立に証明したと言われています．何を証明したかというと Θ3

Z は abel群だから rank

が定義できるわけですが，その rankが無限大である事を証明しました．同型であるどころの騒ぎではありま
せん．無限群であるばかりではなく，rank が無限である事を証明しました．この証明はやっぱり Donaldson

の流れを汲んだ証明で，gauge理論を使う証明であって帰謬法なんですね．
homology球面の作り方としては一杯あって，今では hyperbolicな homology球面というものが研究の対象
であって，なかなか難しいですが，その前に Seifertの homology sphere, 1960年代に Brieskornという人が，
Hirzebruchの近くですね，Bonnにいた人が，Brieskorn singularityという大きな流れをつくったんですね．そ
の Brieskor sphereというのが一杯出て来て，その中の系列が Z上 1次関係があるとすると gauge理論を使っ
て矛盾を導く，両方とも同じ，帰謬法です．無限 rankだから，ここから Zへ準同型を作ったら一番よいので
すが，今の所 1つだけあって Floyshovという人の準同型が一つだけあります．もうちょっと最近，もう大分
前になりますが,大分前 Ozsváth-Szabó,この理論を使ってもできる，これはまだ証明はされていないようです
が，これは同じじゃないか，古田さんに聞いたら同じだろうといわれてますね，でも証明はされていません
と．何れにしても有っても 1個か 2個しかありません．そもそも abel群で rankが無限だったら Zへの準同型
が無限個あるか，というとそれはわかりません．divisibleという事はあるのでわかりません．無限 rankだけ
で Qみたいな形だったら，どうにもならないですが，多分そうではないだろうと，いくらでも divisibleだっ
たらどうしようもないですが，でも証明はまだないですね．
無限 rankだから Zへの準同型が無限個あるなんていう事にはすぐにはならない．もう一つ幾つか candidate,

候補は幾つかある．Neumann-Siebenmann, Furuta-Ue-Fukumoto,それから Floerの instanton Floer homology,

最近は Lagrangian Floer とか Heegaard Floer とか，一番盛んに研究されていますが，その前に instanton

Floer homology, Z/8-graded. 8 個の Betti 数が出てきます．その 8 個を，普通の Euler 数は交代和ですが，
weight (−1)

n(n+1)
2 , +,+,−,−,+,+,−,−,こういう weightで加えると Seifert上 Neumann-Siebenmann, Furuta-Ue-

Fukumotoと同じで準同型になるのですが，問題は hyperbolicのときどうなるかわからなくて，こういうweight

を付けた instant Floer homologyの Euler数がもう一つの candidate, それを具体的に言ったのは Saveliev．だ
けどこれは全部 candidateで一番難しいのは hyperbolicな homology球面に対して方法がない，additiveかど
うか調べる方法がない．Seifertでは additiveというのは証明されています．
いずれにしてもそういう神秘的な群，Θ3

Z というのがあります．位相多様体の triangulabilityに関して決定的
な仕事というのは，2つのグループ，まず Matumoto Takaoさん，さっきの Fintushel-Sternの Stern, Sternと
いう人は，数学者は沢山いますが，Sternは本当に紳士の Sternですね,そして Galewski, Galewski-Sternの 2

人,この 2つのグループがほとんど同時に，松本堯生さんの仕事は Siebenmannの下での Doctor論文．これが
1978年から 80年くらいでしょうか．松本堯夫さんは Symp. in AMS, Galewski-Sternは Annals of Mathに出
ています．どちらも超一流の雑誌に出ています．
これを書きますと，任意の位相多様体 Mn，topological manifold,これは nが 5以上で境界が空でないとき
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は nは 6以上，こういう条件付きですけれども，全ての Mn，こういうものが triangulableである必要十分条
件は，これは非常に強い美しい定理ですが，µ : Θ3

Z → Z/2が splitする．
Theorem (T. Matumoto, Galewski-Stern, 1978-80)

任意の topological manifold Mn (n ≥ 5, ∂M , ∅のとき n ≥ 6)が triangulable⇔ µ : Θ3
Z → Z/2が splitする．

こういう statementもきれいでわかりやすい，群論的にこういう全射があったら，Kernel，普通はねじれた
extension ですが，それが半直積になる，言い換えるとこの中に order 2 の元が存在して，Rochlin 不変量が
zeroでない．1980年ちょっと前ですから 30年たちますが，これを元にさっきの残った問題にアタックすると
よいとおもいますが，なかなか難しいですね．Galewski-Sternは，松本さんも principleとしては同じだと思い
ますが，分類空間の言葉で言っていて，これは Galewski-Sternの書き方ですが，BTRI,これは triangulableの
TRI,こういう Grassmann多様体みたいなものがあって，これが BTOP,これは位相多様体の tangent bundle,そ
して一方，ここに BPLというのがあって，これが Kirby-Siebenmannによってこの fiberは K(Z/2, 3)であっ
て，一方でこれの fiberがまた Eilenberg-MacLane spaceになって，Kernelの，Rohlin準同型の kernel,これは
いま構造のわからない，無限 rankですが，それ以外の事がまったくわからない abel群が π4 に出てくる,

BPLyK(Z/2,3)

BTRI
K(Kerµ,4)
−−−−−−−→ BTOP

δks−−−−−−−→
Bockstein

K(Kerµ, 5)yks

K(Z/2, 4)

従ってこの写像は何かというとこれは Bockstein という準同型, δks, K(Kerµ, 5), Bockestein, これは何に
associateした Bockesteinかというと，

0→ Kerµ→ Θ3
Z

µ
−→ Z/2→ 1

です．一般に homology や cohomology の係数として，係数の完全系列があったら，これ係数の Kirby-

Siebenmann があるから，long exact sequence を使って，degeree が 1 つシフトした，5 次元の cohomology

が定義できます．こういうものが，これがこの定理の言い換えなわけです．こういう風になっています．こ
れは 1980 年頃ですが，その直後に，さっきの，もう一度書きますが，4 次元の革命が起こって，Freedman

と Donaldson になるわけです．Freedman は単連結な位相多様体を完全に分類して，特に topological な 4 次
元 Poincaré予想を解決しました．もう一つ大きな仕事があります．それは何かというと，Θ3

Z, これは 3次元
の orientedな homology 3-sphereを,大文字の H, homology cobordismという同値関係で割って得られる abel

群です．cobordismは 4次元なので何も言わないときは smooth manifoldを仮定しますが, それが位相多様体
でもよいとしても定義できます．これは何かというと，homology 3-sphere で, oriented ですけれども，mod

homology cobordismですが，だけど 4次元の cobordismなので，topologicalな位相多様体でよい．

Θ3
Z(top) = {homology 3-speres}/Top. H − cobordism

Freedman が証明した事は，4 次元においては位相多様体は微分可能多様体よりもものすごく沢山ある，
algebraic な条件さえ満たせばよい．少なくとも単連結な場合は．そうすると topological な H-cobordism，
これで割ったとすると小さくなる．Freedmann が証明した事はこれは自明な群になるという事です．実は
Freedman はもっと強い事を証明しまして，さらに強く任意の homology 3-sphere, これは境界になる事の，
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さっき Rohlin不変量の所で，4次元の smoothな多様体が存在して，spinまで仮定でき，さらに単連結までで
きるけど，homologyは消せるか，homology 4-diskになるか，なるならこの群の中ではゼロになります，それ
は分からないけれど, Rohlin不変量が消えたら，smoothな homology diskの boundaryになるかどうか，これ
は大問題ですね，smoothな homology 4-diskの境界になるかどうか，この群の中で自明になるかならないか，
だけど Freedmanが証明した事は，位相多様体は驚くほど自由にあって，任意の homology 3-sphere M3 に対
して，topological 4-manifold W4 が存在して，これは contractible 4-manifold で，homology disk というより
ずっと強く可縮な 4次元位相多様体の境界になる，M3 = ∂W4 となるものが存在する．これが homology disk

だったら homology cobordismの群の中で自明になる，もっとずっと強くて可縮な多様体の境界になる．

Theorem 9.1 (Freedman).
Θ3
Z(top) = {1}.

私は門外漢ですけれども，本当かなというと語弊がありますが，どんなふうに証明するのかなとおもって，
Scorpanという人のAMSから出ている，The wild world of 4-manifoldsというタイトルの,かなり分厚い本を見
ました．あとで聞いたのですが，この人は Kirbyさんの弟子で，もの凄い勉強をして Donaldsonと Freedman,

両方勉強をして完全に理解して本を書きました．両方書いてあります．その後数学者にはならなかったようで
すが，この中にこの証明の概略は書いてあります．これは構成しているんですね，constructiveなんです．wild

worldですからアメリカの南部で発達した Bing以来の wild topology,その流れに Casson handleとか，モダン
なトポロジーとアメリカの wild topology, Casson の大きな仕事は出て来たんです．読んだときは納得したん
ですが，凄い関心してなるほど可縮なのかとおもいました．どんどん消していくんですね，homotopy群を消
していかなくてはいけない．何れにしてもこれは大定理なわけで，4次元の世界で topological,これは smooth

にすると Furuta, Fintushel-Sternの定理があるから無限 rank,決定的に違う．
それからちらっと言いましたが，4次元 Poincaré, smoothですが，ちょっとだけ，これのお話的な事をいう
と，2003年京都で foliationの symposiumがありました．そのときにある人といろいろと話をしました．4次
元では Donaldson以降，Betti数がだんだん小さい所で，位相多様体は一つ固定したときに，微分構造が無限
個はいる，CP2 を blow up して，CP2 自身，S 4 は，これもまだ未解決ですが，これを blow up していくと，
exotic structureが 1個入ると大体無限個入るらしいのです．Kotschickがブレイクスルーをやって，いまどん
どん減って来て今 Betti数 2ぐらいでしょうか．
最新の仕事は, Parkさんとか Stipsiczさんとか，この辺りの人がどんどん下げて来て，この辺りは Sternさ
んが去年 2011年 5月ですね，毎年ある Cornell Topology Festivalで話をしています．Sternは 4次元 smooth

では大御所の一人であって，このときのタイトルが，4次元 smoothなんとかかんとか 2011,ですね，毎年や
るかどうかわかりませんが，来年は少なくともしゃべるんじゃないでしょうか．どんどん exotic structure が
入ってきている．Cornell, Tolopology Festival, Sternで検索すれば videoが見られます．大問題は S 4, これが
最終的な大問題，S 4, CP2, S 2 × S 2,ここら辺りの homology群が非常に小さい所でどうなるか，大問題．2003

年に京都である人に会ったときに，4 次元 Poincaré 予想が，うわさでもう解かれるのではないか，と議論し
たら，あれはもう来年くらいには反例が出来ますよ，とその人は言っていました．次の年にまた会ったので，
反例できました？と聞いたら，なかなか難しいようなので，1,2年あったら出来るでしょう，その次にあった
ら，なかなか難しいですね，と．どんどんトーンダウンして行きました．その人がどうかという事ではないで
すが，一時反例が出るだろうという機運が高まりました．いろいろな新しい homology論がでてきたから，構
成，候補はいろいろある．ことごとくいまの所全部 S 4 になっているわけです．新しい homology論が出来た
から，3,4次元で今でも発展中なものがある．一方で反例の候補はあるから，新しい homology論を適用する
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と S 4 と違うという形でできるだろうと．これは正しいとおもっている人も多いでしょう．言ってもあまり意
味のない事ですが，非常に難しい問題で何年かかるかわからないという状況になっています．この 2 つの問
題，4次元 Poincaréと Triangulability,これも Thurstonの 24の問題をほとんど，2,3つはまだ解かれていませ
んが，解答を見たというのがどういう感じなのかわかりませんけれども，例えば Riemann予想というのがあ
りますが，これが解かれたとすると，わからないなりに感激するでしょうが，数学にとっては大ピンチだとお
もいます．黒川さんの文章を見ると，問題はいくらでもありますよ，ということですが，Riemmann予想が仮
に解かれたとすると大ピンチだと思います．問題は解かれていくという運命にありますが，1950 年代から，
Thurstonの問題にしろ, Milnorの問題にしろ，大ブレイクスルーがおきて 2,30年のうちにどんどん解かれて
います．これが続いて行くと有り体にいうと問題が無くなってしまいます．もちろん問題を解くことは醍醐味
ではありますが，新しいものを作って，Hilbertの問題にしろ，Fermatにせよ，あたらしいブレイクスルーを
引き起こすような問題を提出する，そういう事が求められると思います．
幸い新しい動きというのは，例えば Khovanov homology, Cluster algebra, Cluster algebraは最近脚光を浴び
ていますが，両方とも，その前に Vassilievとか，これは偶然ではなく全部ロシア系の人ですね．なんという
か新しいアイデア，アイデアじゃないな，新しい構造が求められています．Cluster algebraが出てもう 10年
くらいになります，Khovanovも 10年くらい，大体 10年に 1回くらい新しいもの，ブレイクスルーが起きま
す．Vassilievは 1990年くらい．
次は何か，日本発で何か出てくるといいのですが，というわけで主観的な低次元トポロジーの謎というもの
をやってきましたけれど，それで少し元の方に戻って，章はそのままで少し手前味噌になるかもしれません
が，逆井さん，鈴木さんとずっと一緒にやっている問題を，2つの問題，さっきの問題と多少は関係があるの
ですが，これの紹介，これに少しずつ入っていきたいとおもいます．だからこれは 9 章の敢えていうとセク
ション 3です．多分逆井さん，鈴木さんとの仕事，これは 10章になります．
次は mapping class groupですね．これはこの講義の主人公です，Mg と書いて，これは isotopy classであっ
て，種数 gの曲面の向きを保つ微分同相の isotopy類の群．これがいわばちょっと大袈裟にいうと，Poincaré

予想というのがあって，そもそも初めは homologyが S 3 と同じならば S 3 と homeoか，ほんの一瞬だけです
がこういって，彼自身が homology球面を構成して，100年くらい経って Poincaré自身，いまいたらびっくり
するくらい homology球面だらけ，hyperbolicな homology 3-sphereというものがあるというのは，Poincaré

も夢にも思わなかったのではないでしょうか, Thurston 自身だって，Thurston がつくったのですが，どうお
もったのでしょうね．そういう事があるので，homotopyと homologyの違いが全然あるわけです．Mg はい
わば homotopyの世界だとすると，いわば homologyの世界に広げる群というのが Hg という群です．これは
Garoufalidis と Levine によって導入されたのが，2000 年くらいですかね，まだ 10 年ちょっとしか経ってい
ないですね．Garoufalidisは比較的若い人で今 Georgiaにいます．Levineは私とほぼ同世代，高次元も含めた
Knotの有名な大家ですけれども，Jerome Levineですね,数年前に亡くなりました．homologyと homotopyの
違いというのは，定義を，写像類群の定義を次のようにすればよいわけです．これは cylinderですが，Σg × I

を持って来て,曲面があって productを取って，0の方は Σg から identityでいくけれども，1の方は Σg からこ
れは結局 monodoromyになるわけですが，ϕという diffeoを持って来て，これを isotopyで割ります．こうい
うやつの全体を考えて，これはもともとは微分同相の isotopy類だったわけですが，cylinder上の marking,左
側は identity,右側は自由に動かす，同値類によってこれで mapping classを定義して，これを ϕで貼付けると
S 1 上の fibrationになって，一つの fiberが Σg と identifyされている，monodoromyがかっちり決まる．

Mg := π0Diff +Σg
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こう考えると，これは homotopyの categoryですが，homologyの categoryにして得られるのが，Garoufalidis

と Levine であって，左側は Σg があって，cylinder ではなくて，今度は homology cylinder W4 があって，
homologyの意味で，homologicalには Σg × I,左側は identity,そして右側には monodoromyみたいなものがあ
るわけです．あるんだけど cylinderではなくて homology product.

一番簡単な例としては 3次元多様体 Σg × I ですが，内部において homology3球面,何でもよいから持って来
て connected sumする，homologicalには何もないので，これを 4次元の cobordismでわる．これが定義です．

Hg := {W4 �
H∗
Σg × I}/H − cobordism

Garoufalidis-Levineの導入した，Levineは enlargementと呼んでいますけれども，写像類群の拡大．これの
baseにあるのは 1990年代後半に展開された Habiro理論,独立に Goussarov理論があって，これに基礎をおい
ていて，Habiroさんの論文は 1999年の Geometry and Topology，有名な論文で 90ページくらいの大論文で
す．名前が，これが homology cylinder という命名は Levine なのかな，Habiro さんは homology cobordism,

という別な名前で呼んでいます．clasper surgery,強力な理論があって，写像類群が部分群になるような大きな
群を定義しました．
そうするとさっきの homology cobordismの作る群の定義，これは 4次元の cobordismですから，topological

でつかうか, smoothでつかうか，2つバージョンが出てきます．notationとして smoothは何もつけないとす
るとこの商としてH top

g ，
Hg � HTop

g

こういうものが定義できる．この 2つの群の topological category, smooth categoryは 4次元で劇的に違うとい
う事がわかっているわけです．これはいわば 2次元，3次元の幾何なのですが，群として現れるその差を研究
するとすれば，さっきの 2つの大問題，triangulabilityと Poincaré予想，Poincaré予想はさすがに直接という
わけにはいきませんが，triangulabilityの方は直接関係する，これを調べましょうと．

homology cylinderは研究が始まってまだ 10年くらいしか経っていませんが，逆井さんが世界的なリーダー
の一人であって，合田さんとか幾何的な研究，逆井さんの場合は代数的な研究も込めてすすんでいるわけです
が，なかなか難しいですよね．写像類群の場合もそうでしたが，これ自身が最終的な研究なのですが，代数的
に表示しようとすると外部自己同型になるからなかなか難しい，基本群，base pointをとるとやや簡単になり
ます．曲面から diskを 1個引っこ抜いて基本群を自由群にして

Mg,1 →Mg,∗ →Mg

この差というのは Birmanとか Dennis Johnsonの仕事で完全に分かっている．完全にわかっているので，これ
は研究しやすいので，これを研究して，落っことして，落っことしてと．

homology cylinderの場合もそうであって，あんまり書かないですかね，diskを除いて，

Hg,1 → Hg,∗ → Hg

こうやらないとなかなか難しいですね．この差はわからないのですよね，Habiro-Massuyeauの仕事で手術の
言葉ではわかっている．Massuyeauは Strasbourgの人ですね．わかっているけれどもそんな簡単な形にはな
らない．それでですね，Hg,1,これの topological version,H top

g,1 ですが，これに Θ
3
Z がどう絡むかというと，ほ

とんど定義から
H0,1 = Θ

3
Z ⊂ Hg,1
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は centralとなります．injectiveでさらに大事な事は central,中心，すべての元と交換可能．この部分群として
の取り方は簡単であって，homology 3-sphereがあって，一方で homology cylinderがあったら，代表元は 3次
元多様体．connected sumはどこでやっても同じというので centralになります．
従って中心拡大が得られる．こういう拡大が得られる．ここで Freedman の定理を使って，これを同じ

topological categoryでやるとこれが自明になるわけですから，全射が，forgetting homomorphismがあるので
すが，ここを factorする．これは Freedmannの結果からこうなる．

0→ H0,1 → Hg,1 → H̄g,1 = Hg,1/Θ
3
Z → 1

これは Freedmannの定理．これとこれの差の中にこの神秘的な群，Furutaさん，Fintushel-Sternの無限 rank

ぐらいしか分かっていない群がここに現れる．一方で中心拡大というものがあったとすると，これはそもそも
この話の初回にやったとおもいますが，一つの曲面があったときにその unit circle bundleを考えたときに，

T1Σg
S 1

→ Σg

これは principal S 1-bundleになって、基本群でいうと中心拡大，

0→ Z→ π1T1Σg → π1Σg → 0

これは gが 2以上のとき自明でない central extension,中心拡大になる．g = 1のときは torusになるから，split

してしまいます．g = 0のときは単連結で，Eilenberg-MacLane spaceにならない．違いが出ます．
Euler類 χ(T1Σg) ∈ H2(Σg;Z)が定義できます．この Euler類，これが曲面の世界が種数 0,1, 2以上に 3つ分
かれる事を体現するわけです．Gauß-Bonnetの定理です．というわけでこれの family versionを考えると，こ
れは中心拡大ですから，Euler class χ(Hg,1) ∈ H2(H̄g,1;Θ3

Z)が定義できます．ここにこの神秘的な群が出てき
まして，どのようにねじれているか，ちょっと大袈裟に言うと Poincaréが予想しなかったように沢山ホモロ
ジー球面があるのだけど，その homology球面が，この 3次元と 4次元をつなぐこの homology cylinderとい
うもののなす群に，topological categoryと smooth categoryの差として現れるわけです．その差として中心拡
大なので，こういうその Euler classとして現れる．だからこれを研究するという事と，1個の曲面に対して，
これは Gauß, Riemann以来，1個の曲面でこれがブレイクスルーになった，Euler class, 特性類の理論になっ
た．これを familyに対してやるとこれが 3次元と 4次元をつなぐ mysteryの究明，研究にとって突破口にな
るのではないかと思います．これが一つのスローガンなんです．これを調べましょう．
今日はもう時間になりましたが，ここに Kirby-Siebenmann class がでるわけですが, ここに Rohlin 不変量
で，Z/2があって，松本堯生さんとか Galewski-Sternの Kerµというのがありますが，従ってこの Euler class

をこれは非常に分かりにくいのですが，

0→ Kerµ→ Θ3
Z → Z/2→ 1

から，Z/2に落とすとどうなるか.

H2(H̄g,1; Kerµ)→ H2(H̄g,1;Θ3
Z)

µ
→ H2(H̄g,1;Z/2).

これは 2,3年前からずっと Scorpan,あるいは Freedmann-Kirbyなんかの仕事をみてやろうとしています．ま
あ Kirby-Siebenmann classとの関係がでるわけですが，4次元の，Kirby-Siebenmann classはもう 69年のあ
れですから，なかなか表立って研究されているというわけにはいかないですが，この観点からすると非常に重
要で，また改めて研究した方がよいかなとおもいます．
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次回は今日はできませんでしたが，数論との関係が 3つ,4つ，あきらかに non trivialな関係が出ると思うの
ですが，これも逆井さん，鈴木さんとの仕事の中から出て来た．これを Thurstonの問題，volumeについても
数論ですが，それとは全く違う観点から出てきます．こういうものを込めて次回以降やりたいとおもいます．
会場から質問:Hg,1 の定義は，10章でやるのでしょうか．
定義はさっきのが定義です．homology cylinderを 4次元の cobordismで割ります．割らないと monoidに
しかなりません．cylinderと cylinderをくっつけると cylinderにはなりますが，それが群になるるためには同
値関係で割らないといけません．それが 4次元の homology cobordismです．

genusはいつも固定していますが，Mg,1 にしたら写像類群がそうですが，Mg,1 があったらMg+1,1 に包含写
像があります．これも同じで boundaryで自明化されたら，genusが 1個上のやつになって各 gごとにあるの
だけれども，多分 stable cohomologyと思われます．gによらない形になる．いま戦略はさっき言ったように，
これが無限 rankが予想されるので，Zへの無限個の準同型が予想されるので Z係数の 2次元 cohomologyが
無限個あるはずですね．これは torusの場合は T 2 の unit tangent bundleはねじれてないので，Euler classは定
義はされますが，ゼロです．これはさすがにゼロではないだろう，もちろんゼロでないという証明はまだあり
ません．ゼロではなくてなおかつ hyperbolic,適当な意味で，そうすると無限個こういうものがでてくるので
すが，写像類群で展開してきた理論を使うと無限個の元が定義できる．いま予想としては，無限個の元が，定
義自身はこういうものは全然何も出てこない，いわば外側くる homotopy論，表現論からくるんだけど，これ
がいわば体現しているというのが夢というか，なんですけど．
これは本当は，さっき数論的といいましたが，2-torsion も必要だし，Z 上でいずれはやらないといけない
ですが，いまは Q上でやっています．全部 Q上で．symplectic群の表現論を使って，構成して，ただ定義さ
れたら自明でない事と証明したいんだけど，今のところどうにもならないですね．これの写像類群の場合に
は H2 は rank 1 で，それが signature なんですね，それがゼロでないというのが，そもそも Atiyah と小平先
生の surface上の surface bundleの構成で，そもそも難しいんですよ．今はみんなわかっているから ramified

covering, 本質的な構成を使って surface bundle なのに signature がゼロでないものを作った．それのいわば
higer version. signature というのは cup 積から出来る不変量ですけど，無限個のやつはこれは Massey 積，
homology cylinder上のMassey積からくる self intersectionを実現するような 4次元位相多様体があるか，と
いう問題です．ゼロでないことを証明するためには構成しなくてはいけない．だけど Freedmanを見ればわか
るように，単連結の場合でさえ wildな無限の反復をしないといけません．これは基本群が非常に大きいので，
surface上の surface bundleくらい大きい所で，そういう事をやらなくてはいけない．我々はどうしているかと
いうとここでもう一人の天才 Kontsevichが登場し，素晴らしいプレゼントというか，これは群の cohomology

であって，それに対応する Lie代数があって，Lie代数の cohomologyが定義できる．それを最初定義したん
ですが，そうするとそれは今の所関連は見つかっていない，それが全く違う所で意味をもってそれが graph

の moduliの特性類，それがゼロでないという事は証明，これは無限個あるのだけれども，Lie代数ですから，
computer,線型代数で計算を始めるわけですが，無限個あるやつですが，3個までしか自明でないというのは
証明できていません．一番最初が，定義と同時で 99 年，その次が 2004 年，3 個目が 2011 年の Ph D 論文，
Grayという人です．少し間隔が広がってきているから，この調子でいくとどうにもならない．僕は見られな
いかもしれません．それじゃちょっと困るので，逆井さん，鈴木さんと頑張って 4番目をと思っています．
会場から：昔の Casson handle,下から順番に頑張っていたのがあるとき Freedmanが突然現れて全部そう
だと証明しましたような．
そうそう，群ではさすがにできないとおもいますが．Lie代数でも cycleを作らないといけない．群の場合
は surface 上の homological surface bundle をつくらないといけない．Massey 積が高次の意味でゼロでない，
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小平先生の surface 上 surface bundle の構成だって出来たときはビックリだったわけです．それよりさらに，
高次のどんどん深い，無限個の seriesが深くなっている，Massey積のいわば higherな self intersctionがゼロ
でない 4次元多様体があるか，という問題です．
ですからここで定義したんだけれども，段々詳しくやっていきますが，ここで逆井さんは，いわば algebraicな

homology cyliderを使ったHalg
g,1 を定義しました．Freedmanがやった事は，少なくとも単連結では topological

と algebraicは同じ世界．だけと homology cyliderの場合は，これが同じ世界ではないという事はもうわかって
います．knotの concordanceとかでわかっています．わかっているけれども，無限個の seriesの cohomology

はここで定義できて，まず最初は algebraicな surface上の homological surface bundleで非自明を証明したら
よいのだけれども，それでも難しい．予想としては topological category では全部非自明だけど，smooth な
categoryではそういうものはない，smoothな categoryでは higher Massey積の self intersectionがゼロ，Kähler

多様体で Massey積がゼロ，という有名な Deligne-Griffiths-Morgan-Sullivan という定理がありますが，全部
消える，しかも uniformに消えるというんです．smoothな所で Massey積が消えるという兆候は今の所ない
のですね．ないんだけど，夢としては，非常に深いMassey積なので，smooth structureがそういう obstruction

になるだろう，ある世界的な大家に以前聞いてみましたが，言下にそんなものはないよとはいわれませんでし
たが，100年かかるとおもっています．だから僕はどうにもならないとおもっています．若い人たちが頑張っ
てさっきの Thurstonではないですけど，最初のやつくらいはゼロでないという事が分かって欲しいですね．
そこはほとんど同じに見えてくる，knot の topological concordance という群があって，そこら辺はもう
一つのグループがあって，Peter Teichner, 4 次元の強力なグループですが，Conant, Schneiderman, Teichner,

Whiteny towerの 4次元の，Whitenyの trickをいろいろな filtrationをいれて topological category,ここ Kerが
自明でないということはわかっています．だけれどもそれはこういう 2次元的なねじれには影響しない．それ
が影響するのは smooth, drasticな違いがこの群に現れて，Euler, Gauß,古典的なあれで，捕まえられるだろう．
それは 10年くらいいろいろな所で言ってきたけど，だんだんはっきり言うようになってきましたけど，率直
に言ってだれも信じてないでしょうか．我々に取って幸いな事は，さっきの Kontsevichの Lie代数 versionは
意味があって，最初の 3つはゼロでないことが証明されたという事です．
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第 19回 (2012年 11月 28日)

10 夢
9章まで行って，低次元トポロジーの謎，という事で幾つかの問題についてお話をしました．今日は新しい
章，どういうタイトルをつけようかと思いました. 本当は夢に向かってとかいろいろ考えたり，予想とか書こ
うとも思ったのですが，それにはあまりになんというか，理論的というか実験的なので，「夢」としました．
それで 19回目ですが，多少，前の復習から入ります．今日は 1,2,3,4まで用意しました．初めに 4つ全部書
いておきます．

1. 一つの曲面の場合．
2. 曲面バンドル (mapping class groupMg)

3. homology cylinder

4. GQ = GalQ̄/Q との関連

この講義の一番始めに戻りまして，まずは一つの曲面，Gauß, Riemannの話題. そして曲面の famillyです
から曲面バンドル，monodromy, mapping class groupですね. これが 2番目．この話ではMg と書いています.

だから familyです．3番目はこれも何回か，前回も出しましたけれど homology cylinder. これは homology的
曲面バンドル，bundle と書くと fiber bundle みたいですが, これは私が一人勝手に言っているものであって，
本当は Habiroさん，Goussarovさんの homology cylinderですね, Habiroさんは homology cobordismという
名前を付けてました．これは通常の fiber bundleから homology的 fiber bundleへ．Poincaré予想の解決から
象徴的に書くと，homotopyから homologyへ．最初の Poincaré予想，3次元の場合,敢えていうと homotopy

と homologyに差がない，敢えていうとそれは正しくなくて，homology球面で homotopy球面でないものは
いくらでもある．bundleの方も従って広くなって，特性類がどんどん広い世界に延びていく．ここでは何回か
名前を挙げていますが，最近ずっと共同研究している逆井さんと鈴木さんとのプロジェクトですね，2,3年前
から始めて 2,3ヶ月前に一つ新しい柱をさらに立てて，プロジェクトを走らせ出してそれが軌道に乗り出した
所で，それについても少しお話したいと思います．
現在，それは今現在ですが，カナダの Banffという所で研究集会が行なわれていて，鈴木さんと逆井さんは
参加しておりリアルタイムでやりとりをしています．これは video で瞬時に見られるようになっていますの
で，興味ある人は見て下さい．今行なわれている研究集会は，Vogtmann, Farb, あと組み合わせ群論の人が 2

人の合計 4人が organizeしたものです．この Banffはドイツにある Obelwolfach程は有名ではないかもしれ
ません，こちらの方が新しいですが，ほとんど毎週世界的な研究集会が行なわれています．Oberwolfach は
videoはみられませんが，reportがあります．こちらは on timeで見られて，今の研究集会に限らず HPに行く
と昔のやつも videoで見られます．解像度も凄く良いですね．MSRIのも同じように見られますが，東大数理
もかなり充実してきましたね．遠くにいる人間にとっては，リアルタイムで vidoで見られるというのはすご
く助けになりますね．
そして 4番目が数論，絶対 Galois群，GQ と書きます，絶対 Galois群. 数論とトポロジーとの関係というの
は，遡ると，現代数学で出してきたのは Grothendieckだと思います. そのあと伊原先生，Deligneとか Drinfeld

とか. 現在いろいろなものがあって関連があります．ここで言うのは直接の関連ですけど，数論とトポロジー
の間のパラレルな類似も B. Mazur とか日本では森下さんが，arithmetic topology といって研究しています．
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Reznikovという人がいて，この人が一つの先鞭を付けました．彼は残念ながら亡くなってしまいました．
この後 5,6と，今日は書かないけれど，5は Kontsevichの graph homologyというものがあって,それがこれ
らとどう関連するかというのは，結構複雑な関係です．graph homologyについては 10回目くらいに，2,3回
お話しました．3つの世界があって，大きくいうと 3次元多様体の不変量と、foliation, transversely symplectic

foliationの特性類,それから Riemann面の moduli空間の cohomology,それから Outer space, graphの moduli

空間の cohomology,それがこの関連で言うと，associativeと lie,もう一つが commutativeですが，Kontsevich

の graph homologyというものがあって，これは 1992年くらいからずっと展開されてきています．
数論との関連でいいますと，Willwacherという人がいます．フランスに Fresseとか Lazarevとか Hamilton

とかいう人がいて、こういう人たちは homology代数とか数論とかいう関連ですけれど、graph homologyと絶
対 Galois群との関連については大きな仕事が沢山あります，特にWillwacher，若い人です．この前 Utrechtで
賞，André Lichnerowicz prize in Poisson Geometryをもらった人です．2年に 1回の Poisson geometryの国際
会議で若い人にあげているみたいです．スイスの ETHの出身で，先生は homology代数というか，symplectic

幾何の ETHの人．Willwacherの講演も videoで見ることができます．Willwacherの講演を見ると，例えば日
本でいうと村上順さんとかそういう LMO不変量との関連もあるので，3次元多様体と絶対 Galois群というの
はいろいろな関連があります．我々は一つの立場からですね，これは直接の関連というものを立ち上げて，ま
たコンピュータを使っていろいろやっています．
1. 一つの曲面．
まずは，これはもう敢えていうと Euler, 18世紀ですね，それから Gauß,そして Riemann, Poincaré．現代幾
何学の発祥の地です．
そこで曲面 Σg です. g = 0のときは例外的であって，但し Gaußは Gauß曲率の曲がり方のものさしとして S 2

を使ったわけです. 少し大袈裟にいえば Grassmann多様体, 分類空間の原点ですよね，S 2 というのは．Gauß

はそれを使ったのですが，一般化する立場からいうと，S 2 は基本群がないので，本質的に全部群の話になり
ますから，g ≥ 1. 本質的には g ≥ 2のところが大事になります．

fundamental homology class, homologyの原点ですね，これは g = 0でももちろん成り立ちますが，大事な
1というものが，H2(Σg;Z) � Z 3 1, fundamendal cycleというもので

H2(Σg;Z) 3 [Σg] 7→ 1 ∈ Z

fundamentalというだけあって，fundamental cycleですね, homologyをとれば class,これは homologyの原点
です. これをどうするかというと, dualにすると H2(Σg;Z) 3 [Σg]∗,これは homologyと cohomologyの dualで
す．ここに fundamental cohomology classがあって,どっちにしてもこういうものをどうつかむか，捕まえる
か．S 2 の場合は捕まえるもなにも，そのまま見るしかないのですが，gが 1以上の場合はこれが分解できる．
その分解に使うのは基本群が出てくるので，g = 1のときには基本群は abel群ですから，Z2 の分類空間をと
れば自分自身 T 2 にもどるので，ここから全ての情報が出てきます．

g ≥ 2になると，abel化は
r : π1Σg → H1(Σg;Z) � Z2g,

これは表現になるので r と書きます．abel化は rank 2gの自由 abel群になります．Z2g は topologicalには何
かというと 2g 次元の torus T 2g になる, これが Z2g の Eilenberg-MacLane space になる, 次元は上がるけれど
ずっと簡単なものになります．そうすると rで homologyを取りますと，

r∗ : H1(Σg)→ H1(T 2g)
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だから Jacobi多様体，その cohomologyを取ると，

r∗ : H∗(T 2g)→ H∗(Σg).

係数は今 Zですが，しばらくすると全部 Qになります．数論的には最後は Zにしたいのですが，それは私が
生きているうちは無理でしょうから Qでやります．

Jacobi 多様体 T 2g = Jac(Σg)，2g 次元，g が増えていくと，cohomology は一杯あります．これは exterior

algebra
Λ∗H1(Σg;Z) = H∗(T 2g)

であって，これが Poincare duality H1(Σg;Z) � H1(Σg;Z)より, Λ∗H1(Σg;Z) � Λ∗H1(Σg;Z)です．以後簡単の
ため H = H1(Σ;Z)とおきます．
すでに何回かお話しましたが，これは本当に歴史の綾というか，Poincaréが生まれたのは 1854年，Gaußが
亡くなったのは 1855年です．Gaußが亡くなる 1年前に Poincaréは生まれたのですが，さらに Riemannとの
絡みでいうと，その一年前 1854年に数学史上最大の講演の一つですよね，Göttingen大学への Riemannの就
職講演というものがあって,ここで Riemann幾何学と高次元の多様体論，これが両方出て来たという有名な講
演です．これを Gaußが亡くなる一年前に聞いて，Poincaréはもちろん生まれた年だから聞けないけれど，そ
の年に生まれた,そういう年です．Poincaré dualityというのは，高次元，一般次元でありますが，根本はこの
曲面においては，1次元 homologyと 1次元 cohomologyが canonicalに同型になる，そういうものです．
そうするとですね，H と書いたんですが，H は単なる Z-moduleではなくて，ここに symplectic群 Sp(2g;Z)

というものが作用します．それは H には intersection formというものがあるからです．intersection formを µ

と書くと，
µ : H ⊗ H → Z.

intersection theoryというものは，例えば H2と H2の intersectionというものは，4次元 topologyではDonaldson

理論とか 4次元トポロジーの根本的な構造ですが，ここにもすでに出てきている．これは Poincaré. H には Sp

が作用するので，作用があるのでそれを込めると Jacobi多様体の cohomology H∗(T 2g)の Sp-不変 partを考え
る事ができます. 表現論を使っていくと Sp(2g;Z)の表現論というものは未来永劫終わらない,というか，難し
すぎてどうにもならない．なので後では全部 Qにしますが，ここら辺は Zでできます．

r∗ : H∗(T 2g;Z)Sp(2g;Z) → H∗(Σg;Z)

Sp(2g)-不変な cohomologyはどうなったかというと，自然に g次元の複素射影空間の cohomologyに同型

H∗(T 2g)Sp(2g;Z) � H∗(CPg)

になって，g = 1のときは S 2 で Gaußに戻って，分類空間で一番重要な line bundleの分類空間になります．
ここに 2次元の generatorがあるわけですが，∗ = 2にすると，H2(CPg) � Z,これは Chern class．こちらの
言葉でいうと symplectic form,

H2(CPg) � Z 3 ω0 = c1(ξ) 7→ g[Σg]∗ ∈ H2(Σg;Z).

どういう事かというと，H2(T 2g) � Λ2H ですけれども，Sp-不変 partを取ると，これは Zになってこの生成元
ω0 が symplectioc formというものになって，

(Λ2H)Sp = 〈ω0〉 � Z.
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symplectic幾何学，symplectic幾何というのは，２つあり，物理的，力学系というか Hamilton，ともう一つは
Poincaré．そこの間の関連がどうなっているかは詳しくはわかりませんが，現代数学からいうと，２つ，もち
ろん密接には関係するけれども 2つ，物理学的なものと Poincaré dualityから来るものとあります．
そうすると g = 2 のときは symplectic form, universal line bundle の c1, こいつがどこに行くかというと，

genus が曲面の根本的な不変量になりますが，fundamental cohomology class の g 倍．これをもって私は ω0

は square root of [Σg]∗ と言っています．2次元にある cycleの dual，cocycle,これが homology論の根本的な
ものですが，それの square rootが取れる．1次元の cohomologyと symplectic群の作用で canonicalに出てく
る．canonicalなもので，捕まえられる．これが一つの曲面の場合です．
さらにここから不変量を出そうという，別の不変量ですね．それは何かというと未来永劫，数学で一番重
要な多様体は S 1 だと思いますが, π1(S 1) � Z, homologyもこの場合 Zですが, 基本群, homotopyの意味でも
Zですね,これが最重要．これが曲面との関係でどうでてくるかというと，長さ 1の接ベクトル全体を集めて
unit tangent bundle T1Σg を考えます．

S 1 → T1Σg → Σg,

これは Σg 上の principal S 1-bundle,主 S 1-bundleというものになって，そしてこの基本群をとると中心拡大

0→ Z→ π1T1Σg → π1Σg → 1

になります．これは gは 1以上です．その場合にこうなる．
g = 0のときには

S 1 → T1S 2 → S 2

になって homotopy完全系列で π2(S 2) � Z→ π1S 1 � Zが出てくるので，S 1 が S 2 の cohomologyを誘導しな
くなるんですね．

gが 2以上のときは fiberの S 1の基本群，だからこれがちょっと大袈裟ですけど，fiber bundleの cohomology

の spectral系列から transgressという概念があり，transgress to Euler class χ = (2 − 2g)[Σg]∗ ∈ H2(Σg;Z). こう
なって Euler classは Gauß-Bonnetの定理によって，2− 2g倍の fundamental cohomologyになるわけです．こ
れは gが 2以上ですね．

g = 1のときは productですから，spectral系列もなにも直積になるわけですから，fiberと base spaceの間
には関係がないといえば言い過ぎですが，影響しない，寄与しない．パラレルに S 1 がずっといる．
従って gが 2以上のときには本質的にねじれて来て，fiberの fuundamental cocyleが spectral系列の中で生
き残って，2 − 2gというところにいくというわけです．こうなります．
逆に Euler class χを cocycleだと思うとどうなるか，群の cohomologyで書くとどうなるか，基本群の元を

2つ α, βをもってきたときに，χの表す cocycleは π1Σg 3 α 7→ [α] ∈ H を用いて

χ(α, β) : = [α] · [β]
= µ([α], [β])

これに等しい．これが cocyleになって，それの表す classは Euler類に等しい．これは cocycleなので，これ
の up to constantかもしれませんが．これを projection

π1T1Σg → π1Σg

で pull backχ ∈ Z2(π1T1Σg)すると，Σg 上ではもちろん gが 2以上の場合には，cohomologyは non zeroです
が．T1Σg 上に pullbackすると Q上では coboundaryになって，

π∗χ = δd
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となる d が存在します．これが secondary class になって，d は何かというと，d : π1T1Σg → Q, もともとは
1-cochain, d ∈ C1(π1T1Σg) ですから，要するに群上の関数になります．これは単なる cochain, cocycle では
ない．これを部分群 π1(S 1) に制限すると homomorphism になります．なぜなら cocycle δd はもともと底空
間から来ているから fiber に制限すると cocycle としてゼロになります．従って δd = 0, つまり d は準同型，
nontrivialな準同型．Q上では準同型

d : π1T1Σg ⊃ π1S 1 = Z→ Z ⊂ Q.

ねじれ具合から未来永劫一番重要な不変量 π1S 1 が捕まえられた,曲面の曲がり方を通して捕まえられた,とい
う事になります．これで 1がおしまいです．
2. 曲面バンドル
次は mapping class groupの場合，これを族に一般化します．そうするとMg というのが出て来て，これは
どう理解したら一番良いかというと曲面バンドルがあるわけですから，曲面の族がある，それの monodromy

群と思うのが一番良いです．universalな意味ですけれども，こう思うのが一番良くて．１個しかないときは,

ねじれようがなくて自明な群です．そしてこれが intersection formを保つという事から古典的な準同型

Mg → Sp(2g;Z)

が存在します．g = 1のときはこれは同型．gが 2以上のときは大きな Kernelがあって，これが Torelli群と
呼ばれています．

1→ Ig →Mg → Sp(2g;Z)→ 1

いろいろな研究があるわけですが，特にトポロジーの研究は D. Johnson の 1970 年代後半ですね，それに
続いて J. Harer の仕事があって, その前から moduli の研究はずっと昔から，複素解析的には Teichmüller,

Fricke-Kleinがいて,もっと言うと Riemannがいて，ただ Riemannは localにmoduliを考えていました，1850

年代に，moduliを考え出したのは Fricke-Klein, 1900年くらい．基本群など，直接の moduliではありません
が，Poincaré. そして Teichmüller, 1937年，その後は数論と複素解析と今言った D. Johnson, J. Harer, とトポ
ロジー, Wittenを経由して数理物理，どんどん広がって来ています．数論の前に Bers, Ahlfors, 代数幾何的に
は Grothendieck, そして Mumford. Mumford の school があって，Joe Harris, Carel Faber も Mumford school

ですね,そしてトポロジー．私は 1980年代にここら辺に参入しました．1990年にWitten,そして数理物理学，
弦理論，という展開があって，これはずっと終わらないですね．
ここに出てくるのは数論で，GQ，これを出したのも Grothendieckです．Grothendieck-Teichmüller,前から
あったのですが，トポロジーとか homology代数とか巻き込んで大きな展開を見せた．伊原先生の schoolが
一番大きな貢献を日本ではしています．
それでですね，そういうものはまたいろいろあります．1のこれを一般化，ただ一つの側面ですけれども，

monodromy,Mg は群として perfectになります．さっきの一つの曲面の場合 Σg の基本群は非可換になって，g

が 2以上で難しいから abel化して，とやりました．Mg は曲面の基本群よりずっと難しいのですが，abel化し
て調べようと思うと abel化すると何もなくなってしまう．こういう状況になっています．ところが mapping

class group，これは Siegel modular 群 Sp(2g;Z) へ全射準同型があって，Sp(2g;Z) の研究も未来永劫終わら
ないと思いますが，ただ stable cohomology で言うとこれは Borel の仕事があって，古典的な Chern class で
stable cohomologyは生成される, stable cohomologyは分かっている．unstableは終わらないでしょうね．Mg

の stable cohomologyはMMM class, Madsen-Weiseによって，MMM-classesによって生成される多項式代数
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という事がわかっています．それは 2002,3年，一つ区切りがついたのですが，いまは unstable cohomologyに
研究が移っています．
これは写像類群だけでなくて，今日はしゃべれませんが，自由群の自己同型群，これとパラレルにあって，
これと似た所というかこれを念頭に爆発的に研究が進んでいます．unstable な cohomology. さっきいった
Vogtmannの Banffでの昨日と一昨日の講演は，OutFn の unstable cohomologyというのがタイトルでした．
またちょっと戻りまして，さっきのMg は難しいから able化しようと思ったら，何もなくなる．そこでこ
れに関する D. Johnsonの決定的な仕事があって，Johnson homomorphism

τ : Ig →U = Λ3H/ω0 ∧ H

これが Torelli群の able化を与えるわけです．3階のテンソルで，通常は ω0 を省略して ω0 ∧ H を H と書い
てしまいますが，submoduleとして入っていてこれが自然な Spの表現になります．これが Torelli群の Q上
の abel化

H1(Ig; Q) � UQ = U ⊗ Q

を与える．これが Dennis Johnsonの大定理です．
そうするとこれ自身，mapping class group 自身 abel 化すると何もないわけですが，その代わりに Sp の研
究と Torelli群の研究と twisting,でMg に迫ろう，これが自然に考えられる基本的な戦略です．Johnsonは何
をしたかというと,これは今でも非常に神秘的な群ですが，この Torelli群は abel化が非常に大きい．abel化
が非常に大きいと，ここからさっき言った 1 個の曲面の場合と同様に Sp が作用するわけですが，Sp-不変な
cohomologyは何か．そして 1番大事なものは，moduliがあったときに一番大事なものは 2次元 cohomology

なわけですが，Mg の 2次元 cohomologyは Z上でわかってますが，Q上で今日はやると，

H2(Mg;Q) � Q,

これは rank 1でこれは John Harerの基本定理の一つです．その generatorというのが，私は e1 と書かしても
らいますが，これは最近は段々 κクラスと呼ばれるようになっていて，MMM tautological classというやつで
す．代数幾何的には κ と書かれます．今日は一応 e1 と書きます．κ というのは Mumford の notation で写像
類群の cohomologyの元というよりは，moduli空間の Deligne-Mumford compact化のしかも Chow algebraの
元，これが generatorなわけです. そしてこれがさっきの１個の曲面の場合には Euler classに対応するもので，
大分前の仕事でこれの square rootが

[τ̃] ∈ H1(Mg;UQ) � Q (g ≥ 3)

前にやった仕事です．
それをどのようにしたかというと，ここで書きますと，τという Johnson homomorphism, τ1 とも書きます
が,これは Torelli群というMg の部分群，normal subgroup上定義されています．これがMg 全体に extendす
るかというのが，大きな問題になります．幾何学的には fiberに何か構造があったときに，total spaceにどう
いう形で extendできるか，これは大事な問題です．τ̃,昔の論文では k̃ と書きました．今日は話の都合上 τ̃と
書く事にします．これの extensionが存在する,但し extensionという場合に，Mg は perfectだから，準同型と
して拡大する事はあり得ないわけです，abel化が自明ですから．ねじれた crossed homomorphismとして拡張
する．これを大分前に証明しました．
そしてさらにこれが 1 個の曲面の場合には，π1 から abel 化にいくやつ，それは crossed ではなく準同型
で，monodoromyがなかったから曲面の基本群があって able化がいて，それが Sp-moduleになったわけです．
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familyになったときには全体からは準同型はないのだけれども，crossed homomorphismとしてある．そして
更に証明したことは,

[τ̃] ∈ H1(Mg;UQ) � Q (g ≥ 3)

これが実は rank 1だと言う事を証明しました．Q上でやりますから，UQ と書きます．g = 2のときは例外的
になってこの moduleが自明になります．gが 3以上で rank 1. 実は e1 の square rootが取れるというのです
が，τ̃が e1 の square rootとして取れる，これはどういう意味かというと H1(Mg;UQ),これが rank 1なのです
が，ここに τ̃という crossed homomorphismがあります. これを cupする,自分自身と cupする．通常, constant

cohomologyだと奇数次元 cohomologyは自分自身と cupするとゼロになりますが，こういう twisitingがある
から，τ̃2, 　正確には ∧2[τ̃] は, Sp-module UQ の 2 階の wedge product∧2UQ に値を取り非自明です．∧2UQ
の Sp-不変 partを取るとこれが rank 1, (∧2UQ)Sp � Qなんですね．

Λ2[τ̃] ∈ H2(Mg; (Λ2UQ)Sp).

1個の場合にはこれが曲面の homology H,つまり，Jacobi多様体の 1次元 homologyと思えますけれども，そ
の 2階の wedge Λ2H の所に ω0 というものがありました．これと同様で rank 1でしかも ω(U)で生成される．
これは higherな intersection number,代数幾何的にいうと中間 Jacobi多様体というのがありますが，これは自
然に symplectic多様体になって，その symplectic formになる．そうすると，up to constantで本質的に e1 に
なるというのが前に証明した事です．これの square rootが取れる．
ここからさらに cocycle levelでこれを考えると，S 1 という多様体の不変量 π1(S 1) � Zが出てきたと言いま
した．その ideaをここに作用させる，cocycle levelでこれを考えるとこれから Casson不変量が出てきます．
これは自分自身でも思いがけない応用として出てきました．Secondary classですね,どういうふうに出てくる
かというと，Torelli群というのがあって，写像類群があって，Kg,これは写像類群の bounding simple closed

curve に関する Dehn twist が生成する部分群．通常 Kg と書いて Johnson Kernel と最近は呼ばれる事が多い
です．

Kg → Ig
π−→Mg.

つまり Johnson準同型の Kernelです. τの Kernelです．そしてここに τというか，τ̃があるので，cocycleが
出来ます．∧2τ̃と書きますが，

∧2τ̃ ∈ Z2(Mg;Q).

mapping class が 2 つあったときに，τ̃ で送るとこれは UQ の元ですが，3 階テンソルになる．intersection，
constant の場合は，これは曲面の homology の元があったときには intersection number を取らせたわけです
が，これは高次の表現になりますが，symplectic多様体の基本群なんです，symplectic form ω(UQ)がある．U
は Young図形で書くと縦に 3つ

これで表すものになる．UQ に関する intersection numberを取ると，twistingがあるからそのままだと cocycle

にならない．twistngがあるからここに ϕ∗ を掛ける．crossed homomorphismの流儀が右から作用するか，左
から作用するか，2つありますが，本質的には同じで

(∧2τ̃)(ϕ, ψ) = τ̃(ϕ) · ϕ∗ τ̃(ψ).
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そうすると signature cocycle と呼ばれる cocycle になって e1 を represent する．moduli の特性類としては一
番大事なものです．そして一方で，Grothendieckの Riemann-Rochの定理から,大袈裟にいうと Hodge bundle

の Chern class c1 と proportionalになる．これは Sp(2g;Q)上にある，principally polarizedな abelian varietyの
分類空間, Riemann面があると Jacobi多様体．Rimeann面の族があると Jacobi多様体の族があって，Hodge

bundleが定義され,それの c1,それは Spから来るもの，これに proportionalになる．この cocycleを Torelli群
に pullbackすると coboundaryになります．
ここで e1 を表すもう一つの重要な cocyle，Meyer cocycleというものがあります. 今の話でこれを使うと，

Meyer cocycleは monodromyの homologyへの作用の行列で表されますから，Torelli群の元の像は自明な行
列ですから cocycleは出てこない．Meyer cocycleと signature cocycle，これらの差は coboundaryですけれど，
Torelli群に制限すると，Meyerの方は恒等的にゼロになりますが，signatureの方は消えない．従って

π∗(∧2τ̃) = δd.

これをやると coboundaryの δdというのがあって，dは何かというと Torelli群上の関数

d : Ig → Q

になって，Torelli群上自明ではないから，Meyer cocycleでやるとゼロになって coboundaryになるけど，zero

cocycleですから，ゼロの coboundaryは何も出てきません．これは non trivialな単なる写像ですけれども，こ
れを Kg に制限すると，この signature cocycleというものは Ig では非自明ですが，ここに制限すると自明に
なる．Bounding simple closed curveの Dehn twistの Johnson homomorphismの像はゼロ．そもそも Johnson

Kernelですから．ここに制限すると
d : Kg → Q

が準同型になります．
Kg というのは曲面上の bounding simple closed curveに沿う Dehn twistですから，これを 3次元との関連
を付けるために，S 3 の Heegaard 分解を考えます．standard な Heegaard 分解，ある同値関係の下で unique

ですが，そういうものを考えます．この Kg の元で与えられる mapping というのを 3 次元多様体のトポロ
ジーと関連させます．S 3 を忘れると Heegard surafce上の写像でねじれるわけですが，その bounding simple

closed curveの tubular neighborhoodを考えてやると，bounding simple closed curveが丁度 S 3 内の knotと思
える．するとこの Dehn twistは丁度 knotに関する Dehn surgeryになり，それとの関連でいうとこれは本質的
に Cassonだと，私は core of Cassonと書いています．一番大事な第 1特性類の square rootが構成できて，１
個の場合に曲面の Euler classを unit tangent bundleに持ち上げてやると，S 1 の不変量が出て来たのと同じよ
うに，今度 familyでやる．moduliの第 1特性類を pullbackすると，Torelli群，Kg までもうちょっと小さく
しますが，knotと深い関連があって，それを経由して homology 3-球面の不変量である Casson不変量が出て
来たという事になります．これが 2 番目の話です．ここまでは既に得られている話です．これを 3 番目と 4

番目に拡張しようというのが今進んでいるプロジェクトです．
3. homology cylinder

３番目に拡張するのは homology cylinderの群です．これは写像類群を含んだ非常に大きな群です．

Hg ⊃ Mg

homology cylinder の monodromy のなす群というべきものです．写像類群は曲面バンドル，Σg-bundle の
monodromyのなす群です．これは homology的な fiber bundleですから,たくさん出てきてその mondromyも
沢山でてきます. ここに拡張する．
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4. 絶対 Galois群
4番目は絶対 Galois群 GQ = Gal(Q̄/Q). 多分今日は最後まで行けないで，こちらを先にやります．
これに絡んでこれの不変量，具体的には Grothendieckの motivic Lie algebraというものがありまして，具体
的に現れているのは Soulé元，Soulé elementというものがありまして，これは crossed homomorphism,さっ
きの τ̃と書いたやつに対応するものです．
絶対 Galois群というのは Qの algebraic closure Q̄の自己同型ですから，1のベキ根に作用するわけですが，
その Ẑの unit全体 Ẑ∗，ここへの全射が定義できて，cyclotomic characterというものがあって，

Kerχcyc ⊂ GQ
χcyc→ Ẑ∗.

敢えて言うと写像類群があったら Sp(2g;Q) へいくようなものです．そして，この cyclotomic character の
Kernelが大事になります．Torelli群みたいなものです．数論で深い予想は沢山あります．その一つがこれは
pro-群ですが，その意味で freeではないか，という予想，Shafarevich予想と呼ばれています．Torelli群は free

ではなく homology を沢山持っていますので，全然違います．でも似た所もあります．D. Johnson は Torelli

群という神秘的な群について最初の情報 abel化を与えたわけですが，このそれに対応する Kernelが freeだと
すると abel 化はもの凄くたくさんある．無限個準同型を与えて，target は今度は p 進，p 進の群にするわけ
です．

Kerχcyc → Zp

これを構成したのは Souléです．Souléの p-adic regulatorという本質的な仕事があって，そしてこれは GQ に
extend するか，という問題になります．これは Kernel は normal subgroup ですから, 準同型があれば extend

するか，写像類群のときは perfectですから,今度は perfectではないですが，Ẑ∗ は topologistにもわかるよう
な able化であって，そんなものとは全然違う，全然違うとは言えないですね，この中に入っていますから，
会場から：それは p毎にそういうものがあるのですか?
はい、任意の prime pに対して，さらに pごとに無限個，odd Tate twistというのがあって，だから素数が無
限個あって，各奇素数，3,5,· · · ,各 pと各 3以上の奇数に対して，p進 regulatorというものがあって，twisted

cohomologyですけれども，
H1(GQ;Zp(2k + 1)) � Zp,

これは constant cohomologyではなくて，さっきの写像類群の場合は Sp-moduleでしたが，これは cyclotomic

characterを経由して作用します．weightが 2l + 1,こういうものがあって，これは constant cohomologyでは
なくて Tate twistと呼ばれます．2k + 1は Tate twistの weightです．Souléが証明した事は，これが Zp と同
型，Souléの大定理です．これが先ほどでいうと Johnson準同型に対応します．そこから幾何学的に考えて，
もとに戻した homology cylinder, homology 3球面の不変量に関連するかどうか，この段階ではちょっと唐突
ですが，どこら辺にいるかわからない．

homology cylinderの理論との関連でいうと，まず C上の varietyとして moduli空間を，普通の topologyで
考えて，orbifold fundamental groupを考える，それが写像類群なわけです．

Mg = π
orb
1 (Mg/C).

Grothendieck が言い出したのは，algebraic な基本群 π
alg
1 Mg, これは puncture がなくてはいけないので，Mg

自身では定義できません．1 点 puncture, すくなくとも必要．なくても Q 上の variety ならよいのですが．
Riemann 面の moduli が quasi-projctive というのが，Delingne-Mumford. compact 化を与えましたが，実は
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さらに Q 上定義される．Q 上定義されると Q 上の algebraic variety には，algebraic fundamental group と
いうものを Grothendieck が定義しました．これはどうなるかというと topological な fundamental group の
profinite completion π̂1(Mg,∗/C)ですけれども, これが topological part. arithmetic part は絶対 Galois群ですか
ら projective curve の係数に作用します．Q 上 projective curve があると，この自己同型が基本群に作用しま
す．topologicalな作用では全然ないのですが，連続的ではないけれど profiniteな topolologyでは連続に作用
します．
そういうわけで GQ は,

π
alg
1 (Mg,∗/Q) = M̂g,∗ oGQ.

と splitする．splittingは canonicalなものはないですが，これが同型，これは Grothendieckの結果です. さら
に moduli との関連では Grothendieck-Teichmüller 理論というのがあって，さらに anabelian 理論，連綿と続
く，こういうものがあります．

homology cylinder Hg ⊃ Mg でこの間に入る. これは profinite completion はあるけれども, Mg,∗ ⊂
π

alg
1 (Mg,∗/Q)と subgroupで増えた数論的な部分が

Hg,∗ ⊃ πalg
1 (Mg,∗/Q),

こちらに入りますよというのが Johnson準同型の理論. 数論というよりは Johnson+Number theoryとの絡みで
あって，伊原先生，あるいは Deligne,数論では一番大事なのはM0,3 でやるわけです．トポロジーの観点から
いうと S 2 から 3点引っこ抜いた，これは topologyというか双曲幾何でも基本ですけれど，monodromy的に
は写像類群とは絡まないですが，higher genusにしたというのは伊原先生の理論，具体的には織田孝幸さん,そ
して，中村博昭さん,松本眞さん．1980年代後半に織田さんがある予想をして，ある時期織田予想と呼ばれた
ものが独立に中村博昭さん，松本眞さん，によって証明されました．その後に Hain，古庄さん．さらに純粋
に数論の立場からと思ったら，最近アーカイブに knot theoryにおける絶対 Galois群という論文を出していま
すから，彼もついにトポロジーに入ってきたかと思います．こういう非常に大きな広がりを見せている理論が
ある．
絶対 Galois群が具体的な Lie代数に現れるわけですが，Lie代数に現れるというのが織田予想．織田予想を
証明したのが，中村博昭さんと松本眞さん．例えば multiple zeta valueであるとか motivic Lie algebraに関連
する問題は沢山あって数論とトポロジーに絡んで沢山あります. そこに新しい流れが出て来たのが Kontsevich,

graph homologyの立場. graph homologyの関連が出て来て非常に大きな広がりをみせつつある．その中で逆
井さん，鈴木さん，我々はトポロジーの立場からですが，解明を進めていこうという，それを紹介したいと思
います．

3 番目に戻ります．もう少し具体的に書きますと，homology cylinder ですけれども，もう一度書きます．
Mg というものがあって，曲面バンドルの monodromyで

Ig →Mg → Sp(2g;Z).

そして homology的な曲面バンドルの monodoromyがあって，

IHg → Hg → Sp(2g;Z)

homology cylinderの homology cobordismの群として定義されます．
Mg とMg,∗,Mg,1 というのは,理論的には一つ分かれば他の２つもそれほど苦労なくわかるのですが，最終
的にはMg がわかりたい．最終的には homoligy cylinderも Hg がわかりたい．しかしこれは非常に難しいで
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すね．そこで once punctured,Hg,∗,これも非常に難しい．そこで diskを除いて

Hg,1 → Hg,∗ → Hg

ここに行きます．写像類群の場合もそうですね，disk を除いて自由群にして boundary の情報は忘れないで
ずっとこちらでやって最後にMg にもっていく．そういう戦略です．
問題は homology cylinderの場合は，Hg,1,Hg,∗ と Hg,この差とこの差はわからないというと語弊があるけ
れど，Habiro-Massyeau, Sakasaiさん，いろいろ研究されていますが，写像類群ほど簡単ではない．写像類群
の場合はMg,1 とMg.∗ の間は単なる中心拡大，Mg,∗ とMg の間は基本群，簡単だったわけですが，homology

cylinderの場合はこれがいろいろ難しくて，knotの concordanceとかもいろいろわからなくて難しい．
これを全部線型のところで行列表現するのは共通であって，

Hg → Sp(2g;Z),

群は広がったんだけれども古典的な行列で研究できるものは，残念ながら幸か不幸か増えない．そうすると
Torelli群が出てきます,

IHg → Hg → Sp(2g;Z).

この Kernelとして homology cylinderの Torelli群，normal subgroupになって．Ig は mysteryですから，況
んやそれを含む大きな群 IHg はもっと mystery.

本質的な違いは一つわかっていて，写像類群の Torelli 群の場合に g=2 は例外的に Mess の定理があって，
これは rank が無限大の自由群，g が 3 以上は有限生成，群論的にはよいものになります．大問題は finite

presentabelかどうかはまだ分からない．Igは有限生成ですからその abel化は有限生成．それがU = Λ3H/H，
torsionがでてきますけれど，torsionの話は今日はしません．
問題はこの IHg の able化です．写像類群は perfectでしたが，こちらは perfectかどうかはわかりません.

今知られている現状をいいますと，IHg が not finitely generated だというのは，多分私が最初に証明しまし
た．traceを用いて,それの群 version t̃raceですけれども，有限生成ではないという事を証明しました．
でも able化がどうなるか，targetでいうと，まず moduliからくるやつがあるのですが，targetは 2k + 1次
の symmetric productというものがあって，

IHg →UQ ×
∏

k

S 2k+1H,

imageが Zariski denseという事を証明しました．これは無限 rankですから有限生成ではないという事がわか
ります．
それを逆井さんがMagnus表現の理論を展開して，homology cylinderのMagnus表現の立場からも traceが
出て来て，無限生成，行列を使った証明があります．
これ自身が, Hg,1 が not perfect というのは，Stefan Friedl, Friedl は Friedl-Vidusi の Friedl で，3 次元, 4

次元で symplectic 多様体と曲面バンドルとの関係，大問題を解決しました．Friedl と Kim さん,Cha さん,

Cha-Friedl-Kim，2010年，2年くらい前に何を証明したかというと，H1(Hg)から次のような surjection，

H1(Hg)� (Z/2)∞

が存在するという事を証明しました．Q上 H1 が消える，Q上 perfectという可能性はまだ少し残っています
が，torsionを考えると Z/2が出てくる．トポロジーでは，Z/2-torsionというのが微分トポロジーの昔から大
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事で，例えば Kervaire不変量というのがあって大事だというのは分かっていますけれど，Hg,1 から無限 rank

の Z/2の直和に全射がある．これが出たときにはビックリしました．写像類群よりもずっと構造が沢山ある，
有限生成ではなくなってしまいました．
写像類群でここで研究がうまくすすんだのは有限生成で,しかも Lickorish generatorというのがあって，具
体的に計算できたからです．しかし homology cylinder の方は無限生成なんですね．また写像類群は生成元
だけではなくて relation も完全にわかって，群論的には presentation が完全にわかって，例えば，鈴木晋一
さんの handlebody 群とか，それを使った廣瀬さんの研究などがあります．presentation があると全然違う．
presentationどころか generatorがわからない，どうにもならない．無限生成なわけです．homologyに世界が
広がったわけですが，さっきの square rootとか一番大事な H2 がどうなるか，という問題が出てきます．これ
でいいますと

H2(Hg) �?,

Q上でどうなるかというのは，まったく皆目わからないのです.

しかし元は trace を使って無限個構成されていて，まずそれを書きます．第 1 特性類 e1，これは
c1(Hodge bundle)と proportionalかどうか．homology cylinderに世界が広がっても Hodge bundleはある．そ
の Chern class はあって Hodge bundle の Chern class と surface 上の surface bundle の signature が等しいと
いうのは, Grothendieck-Riemann-Roch です．しかし e1 と c1(Hodge bundle) が等しいかどうかわからないの
です．２つ元が定義されますけれど，一つは signature, signature は bundle ではなくても 4 次元多様体なら
signatureはあるので，2次元 cohomologyは定義されます．これが proportionalかどうかわからない，

c1(Hodge bundle) ≈ sgn ≈ e1?

これは Grothendieck-Riemann-Roch, これは私は 20 世紀のもっとも深い数学の定理の一つだと思います，
Atiyah-Singerもそうですが，これらは fiber bundleで通用しているので，homology的な bundleに対していま
ところこのままではどうにもならない．Grotehndieck流に代数幾何ではどうにもならない，Atiyah-Singerで
も多分どうにもならない．これは大問題，大問題というよりは中問題ですね．第 1MMM類と c1 と signature,

だから 3つあるんですね，3つ目，これは signature cocycle, signatureの, surface上の homologicalな family

である, 4次元多様体 W4，4次元多様体ですから signature S ign(W4)はある．Hodge bundleは，Sp(2g;Z)に
準同型があるから,ここから line bundleを引き戻して定義される．

e1 は何かというと Johnson準同型 τ : Ig → U，それが homology cylinderの Torelli群 IHg 上でも定義さ
れるというのは比較的簡単にわかります．写像類群の場合はこれに τ̃ という extenstion があって，1 次元の
ある twisted cohomology が rank 1 であって，さらにその generator であったわけです．ここですでに分かっ
ている事は，homology cylinderの Torelli群上に Johnson準同型は拡張するのですが，さらに Hg 上 crossed

homomorphismとして拡張する．ここでは τ̃H と書きますが，これで同じように e1 を定義する事ができ，

e1 ∈ H2(Hg) �?

全部で 3つあります．
それでいうと H1(Hg; UQ)がゼロでないというのはわかっている．大問題はこれが rank 1か，
写像類群の場合は rank 1です．

τ̃H ∈ H1(Hg; UQ) , 0 ∼ Q?

そうすると Λ2τ̃の homology versin,
Λ2τ̃H ∈ H2(Hg;Q),
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homology cylinderの constant homology，これはもちろんゼロではない．surface bundleのときには全部等し
い，これは Grothendieck-Riemann-Roch.

だけど homoloigy bundle の場合は 3 つ自然に定義できますが，その間の関係はわかっていません．全部
proportionalという事が予想されますが，どうやって証明してよいかわかりません．もともとAtiyah-Singerに
しても Grothendieck-Riemann-Rochにしても非常に難しいですよね．今の所方法はないのです．
この第 1特性類はこうなのですが，そもそも H2(Hg)はどうなるのか？ここに無限個の cohomologyを trace

を使って定義しました．まず e1 があって，c1 があって、signature cocycle,

H2(Hg) 3 e1, c1, sgn,

多分全部 propotionalであろうと予想しています. これは数論的にいうと 1に対応します．1は奇数と思って．

• 1 · · ·U = Λ3H/H

• 3 · · · S 3H · · ·
• 5 · · · S 5H · · ·

その次に 3に対応するところが t̃race(3)と称するもので，

H2(Hg) 3 e1, c1, sgn,Λ2 t̃race(3),

これは t̃race(3)の targetは S 3H なんですね. targetが Johnson準同型の場合は，U = Λ3H/H で,U という既
約表現でした．t̃race(3)というのは targetが 3階の symmetric product S 3H で,これも既約なんですね．Young

図形でいうと

横に 3個ならぶものです．これらは全部の奇数に対してあるわけです．次は

H2(Hg) 3 e1, c1, sgn,Λ2 t̃race(3),Λ2 t̃race(5),

で S 5H に対応するもので，Yong図形でいうと

です．こうあって，これらの表すものが無限個あって，notationで

t̃3 = Λ2 t̃race(3),

一般に
t̃2k+1 = Λ

2 t̃race(2k + 1)

と書いておきますが，S 2k+1H,こういう targetがあって，1個の曲面の場合には，これが H に対応していたわ
けです．そして曲面バンドルの場合には，これがU という 3階のテンソルだったわけです．higher traceの場
合, homology cylinderの場合には，写像類群の場合には H2 が rank 1というのが Harerの定理ですけれども，
予想としては homologyに世界を広げると，H2(Hg),基本的な Picard group,これは algebraic variety,これは無
限 rankを予想しています．
これは非常に難しいから，最近言っているように 100 年くらいかかると思われる．Kontsevich の graph

homologyの理論があるとなぜ良いか，これらは群 levelでは非常に難しく 100年かかる．ところが Lie algebra
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の世界でもまったく同じものが，全く同じものというか，parallelが意味を持っているというのが Kontsevich

の Lie version．これは偶然か，偶然ではないのです．これが群だと思ったときにその Lie代数が，Johnson準
同型の target である Lie 代数であって，写像類群に対しては大きすぎた．その image をどんどん縮めるとい
う仕事が今でもなされています．しかし homology versionにするとこの Johnson準同型は全射になるんです．
全部 realizeする，homologicalな surface bundleで．全射ですから，そうするとこういうものがゼロでないと
いう希望が出て来て，さっき言ったように群 levelでは 100年かかるんだけど Lie代数 levelでは computerが
使えて実験が出来る．

Lie代数 levelでは t7 まで zeroでないという事がいろいろな人によって，最初は私が computerを使って証
明して，2番目が Conantと Vogtmann,３番目を証明したのが去年，Grayという人の Doctor論文．ただそれ
は Lie 代数 levelですから，例えばこれが有限次元 Lie 代数で，Lie 代数の cohomology から対応するもとの
Lie群の discrete cohomologyにここにいくのはハードルが高いというか，比較にならない程難しい．例えば 1

次元 Rから Rへの微分同相の群で jetの空間で考えると，Lie代数 levelで cocycleで作って非自明はすぐに
わかりますが，群で作ろうとすると大変です．
ちょっと手前味噌ですが一番最初に分かったのが，これに µk という名前を付けていて，µ1 , 0は 1999年
に私が証明しました．µ2 , 0 を証明したのは 2004 年でこれは Conant-Vogtmann．µ3 , 0, Gray という人の
doctor論文．2011年でまだ publishされていない．最初は 5年掛かって，次は 7年掛かっています．段々延
びて来ていますが，いろいろなグループがこの問題に取り組んでいます．
我々は一気にゼロでないことを証明しようとしています．これが出来たら 1年くらいゆっくりしようかと，
それぐらいの level の問題です．µ4, これ１個だけでも証明されたら一流の雑誌に確実に載ると思います．但
しこれは Lie代数ですから，群の levelで証明するには，それこそ Thurstonみたいな人が出てこないとどうに
もならないと思います．
それで cohomology が沢山あるわけですが　 3 次元多様体の不変量で言うと，これは元々今までの話では

2次元 cohomologyがあって，その square rootを取る．これは逆になっています．square rootがまずあって，
それの 2 次元の積をとって 2 次元 cohomology を取る．逆になっている．一番期待されるのは，幾何学的に
homologicalな surface bundleがあったときに，何か cohomologyを与えるというのがあって，それの square

rootが traceであるという，それが一番よいのですが，逆になっています．
一つヒントになるのは signature cocycle, e1 は signatureであって, 4次元多様体の signature．これはどうな
るかというと，Johnson準同型はそもそもどんどん深くなっていくMassey積を計算しているわけです．多様体
としては全部 4次元のままですが，基本群はどんどん大きくなっていて，ものとしては Σg上の Σh-homological

bundle であることにはかわりない．signature はずっと定義されている．signature は 2 次元 cohomology が
あって，繰り返しですけど，Hodge bundle の c1 とか，signature cocycle, Johnson 準同型の拡張をつかって
とか，3 つあって，それらが等しいかというのは問題ですが，それはおいておくとして，こちら側に 4 次元
多様体の不変量を作りたい．それが作れるというのは，Σg 上の Σh-bundle，modnoromy は Hg に入ってい
るわけですが，Σg 上の local system として，元々は local system としては fiber の homology H ですから，
H というのがあって，だけどこれからは不変量は出てこない．Johnson 準同型を経由すると，Λ3H, ここに
monodromy が考えられてこの中で twisted cohomology ではあるが, 両方とも 2 次元 cohomology になって
cupして 4次元にすると signatureになる．それは自明ではないのです, signatureが出てくる．これは traceを
使って crossed homomorphismを一杯作るから．π1Σg 上に local systemが出て来て，fiberが何になるかとい
うとこれがMassey積を使って，高次の symmetric powerS 2k+1H に値を取る．そうすると，これは Q上で考え
ると rank 1 なんですね．この symmetric power というのがものすごい次元の高い symplectic torus なわけで,
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symplectic多様体である事には違いない．symplectic formがある，それが rank 1なんです．
ちなみにHeegaard FloerとかOzsváth-Szabóの理論でも，新しい 3次元多様体の不変量は symmetric product,

Riemann面の symmetric productを取るんです．その間に関係があるかどうか，気にはなっていますが，未だ
に見つかっていません．どこかでつながるかもしれません．S 2k+1H が rank 1,

(Λ2S 2k+1HQ)S p � Q

というのは compuetr で実験しようと思うと S 2k+1HQ からどこに入れるかというと，高次の tensor の中に
symmetric tensorとして入れます．

S 2k+1H ⊗ S 2k+1H ⊂ H2k+1 ⊗ H2k+1 → Q

symmetric tensorとして入れると，ここから intersection formがあるので，前の 2k + 1,後ろの 2k + 1,お見
合いをして pairing をするわけです．そうすると paring した毎に intersection number を取ると scalar が出て
きます．paringの仕方は chordの数だけある．これを S 2k+1H ⊗ S 2k+1H,ここに制限すると，奇数ではなくて
も，全部一次従属になって 1個だけ本質的に出てくる．これが奇数のときは alternating,偶数は symmetric,ど
ちらにしても rank 1になります. alternatingにしないと 2次元 cohomologyは出てこない．alternatingで 2次
元 cohomologyが出て来て，こういう

t̃3, t̃5, · · · ,

は幾何学的にはいわば 4次元多様体の singnatureであって，どんどん深い Massey積の self intersectionです
ね, higherな self intersectionとして有理数が出て来て，homology的な surface bundleに対して，無限個定義
される．それがこいつだろうというわけです．口でいうとさらさらと出来そうですが，これは非常に難しい．
さらに言うと，時間的に今日はこれでおしまいですが，こういうふうに定義した 4次元の不変量は smooth

な多様体なら全部ゼロだろう．全部ゼロ，最初だけは違う，signatureはこれは小平先生，Atiyah,これはそも
そもの moduliがねじれているすごい発見です．曲面上の曲面バンドルで signatureが消えない．
ここら辺になると曲面上の曲面バンドルだったら traceは trivialになりますから写像類群上，もともと何も
ないわけです．だけど homology 的に Poincaré がもともと homotopy と homology に差があると言ったのを
使って，バンドルを広げると，higher intersection,少なくとも cocycleレベルではゼロではないものが一杯あ
る，それのしかもその higher intersectionを取る，それが有理数になって全部ゼロではないだろう，というの
が予想なわけで，しかも smoothなら全部ゼロで，topologicalならゼロではないものが作れるだろうと．それ
が Donaldsonと Freedmanの決定的な違いですね，4次元多様体の．smoothな多様体は非常に大きな制約が
cup積に入る．それは higher Massey積になっても同じだろうと．だから topologicalにはある構成があってこ
れを realizeする多様体があるだろう，しかしあるとしたら wildな構成をしなくてはいけないはずです．すで
に Casson handleとか単連結な世界であれだけ難しいわけです．基本群が一杯あるとどうしようもない．だか
ら Thurstonみたいな人が出てこないとできない．
しかし smooth 多様体に対して，これがゼロというのは多少可能性があるでしょう．smooth をどこかで
使ってゼロ．Massey積が消える，Kählerというもっときれいな構造が入れば Massey積が全部消える，しか
も uniformに消えるという．これは Deligne-Griffiths-Morgan-Sullivanの大定理があるのです．しかしそれは
Kählerという構造で，∂∂̄-lemmaというのが本質的で，uniformにきえてしまう．だけどMassey積が smooth

で消えるというのは. これは口では言うけど，非常に難しいですね．有名な 4次元の人に聞いたら，それはわ
かりませんと言われました．
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だけど non trivial を証明するには，これに対して小平先生，小平先生が一番最初にやった，小平先生と
Atiyahの構成を topologicalでやらないといけない．写像類群の場合は代数幾何が完全に使えて，直積をやっ
て diagonalをとって，有限 coverをとって homologyを divisibleにして branch coverを取る．これはこうい
うきれいな構成ではできないというのが予想ですから．wild な構成でやらないといけない. 最後に 4-cell，
homology cellを付けるときに何かをしないといけない．というわけで絶望的で，絶望的というのはよくない
ですね，100年くらいかかる．
凄く幸運な事に Kontsevichという大天才がいて，Lie代数 versionがすでに凄い意味がありますよと，しか
も絶対 Galois群も出てくるという．だからいまプロジェクトは，こちらはずっと忘れないのですが，しかし
具体的にやる方法がないので，Lie代数，こちらの方では幸い computerが使えます．それでも 3個しか非自
明はわかっていません．時々やるのはさっきのもうちょっと topologicalな言葉で有理数を定義する事です．
ちなみに群 versionで non trivialで分かったら Lie versionで non trivialというのは明らかです．それは有限
次元 Lie代数の場合と同じです．µ4 が non trivialだけでも超一流の雑誌にのると思います．それぐらい難し
い問題だと思います．これで時間が来たので 4は，絶対 Galois群の話はまた次回にします．
会場から質問:4次元多様体のそういう wildな構成法というのは？
今の所知られているのは，Cassonの無限反復法，Freedmanがやったやつですね，あれしか今ないですよね．
基本群が自由 abel群ぐらいだったら Freedmanの仕事がありますが，これは基本群が非可換ですから今の所
どうにもならない．曲面の基本群の曲面の基本群による拡大ですけれども，それだとまだ bundle, homological

ですからそういうものを実現する 4次元多様体を作ろうとすると，最初多様体で作るのは,難しいと思います．
Poincaré complexくらいで作らないとしようがないです．それで作って surgeryで多様体にしていく，基本群
がバカでかいですから，surgery theoryをするといってもそういう群のWall群とか計算されていないと思いま
す．100年でもだめかもしれません．
これは Lie versionがあるので，全部ナンセンスという事はないです．定義されるが全部自明という事はな
いです．Lie代数レベルで自明でない事は分かっているので，完全にポシャる事はありえないですね．
ただ前回も言いましたけど，世界であまり信じている人はいません．Lie versionのこの意味では geometric

group theoryの人たちが興味を持ってくれていて，逆井さんのメールには，高次元の manifold bundleについ
て，特性類として µk が出る可能性がどうもあると言っている人もいるようです．そっちの方向でバンドル
を構成して Lie 代数 level で non zero が示される，小平先生の構成を曲面ではなく高次元の多様体にしてバ
ンドルにして特性類は出る可能性はある，特性類はねじれている事が証明できるかもしれない．Madsen と
Berglundという人で講演はまだで金曜日だそうで，食事の後にこういうのやったと聞いて，非常にビックリ
したと言ってきました．全部 Lie代数 versionですから，こっちの群の話ではありません．
それでこれらに associateした transgressして homology3-球面の不変量が出てくる，全部うまくいったらと
いうのは，さっきの Casson 不変量が出たというのと仕組みは全く同じです．2 次元 cohomology があって，
Torelli群に制限すると coboundaryになる．1-cochainの coboundary,その 1-cochainをしかるべき所に制限す
れば準同型になる．しかるべき所というのは homology3-球面の homology同境の群 Θ3

Z.

絶対 Galois群の方は計算が少し軌道に乗り出しました．一番簡単に書くと数論的には Soulé元というのが
無限にある．各奇数毎にあると言いましたが，Grotehndieckの motivicの哲学では全部 Z上定義されている．
これは証明されていませんが，だから我々 topologist も計算できる，Z 上だから．Z 上定義された Lie 代数
hg,1 で．ただ現状数論的には p を持ってこないと，Z 上ではできない．Q 上では全然足らない．各 p でやる
と p進，Grothendieckのいろいろな cohomology理論がある．Z上で 3,5,7といろいろな cycleがあって，ト
ポロジーの立場からもしこれが正しいとすると，Galois元は我々の立場で言って boundaryである，これは予
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想ですよ，全部．これの計算を今やっています．Johnson準同型の具体的な計算です．もしこれが正しいとし
て，boundaryでこういう cycleは Lie代数レベルでどうやるかというと，weightがあって weight 3と weigh

3 の wedge で weight 6 の cycle が出来たのですが, これが別の weight で bound するか，これが µk たちの非
自明性の問題です．具体的に私が最初のやつでやったのは，computerで全て計算して，数え上げて boundary

operatorを計算して，全然 conceptualな証明ではないのです．
2番目を証明した Conant-Vogtmannもそうです．これも computerで計算しています．Grayも cycleを作っ
た．全て computer です．どんどん進化していますから，最初の頃の計算は今は 2,3 秒で出来ますが，私は
2,3ヶ月掛かりました．chainを全部計算しました．私は表現論を使ったので，いろいろな Sp-moduleの Sp-不
変元を，次元をまず計算して，その後で次元だけではなく基底を求めなくてはいけませんでした．

Vogtmann は Culler-Vogtmann の Outer space, graph の Teichmüller space にあたるものの基本的な仕事を
した人です．Vogtmannさんの方針は本質的にはつながっていますが，Lie algebraレベルではなくて，Outer

spaceで作る．これは simplicial complexですから．Grayもその方針でやっています．ただし cellの数がバカ
でかくなります．いま µ4 が non zeroを証明しようと，世界で 3つくらいの groupが取り組んでいます．ただ
computerのレベルは限界まで来ている．super computerを使っても 20年くらいかかると思います．世界中の
computerを使えば計算は出来る，そういう種類の計算です．でもこれは非現実的ですよね．それは政治の問
題ですね．µ4 が zeroでない事を証明しよう，これは全部 Lie代数 levelです．群の levelだとここでやるのは
これを多様体で作ろうという事です．片側は plumbingみたいなものです．
会場から：Milnorの exotic 7-sphereの構成のような事ですか？
そうそう，まさにそうです．反対側からかぶせるというのは smoothではできないけど，topologicalにはで
きる．しかも homotopy diskではできない，homology diskで貼り付けなくてはいけない. homology 4-cellな
んて沢山ありますけれども，最後に貼り付けるものは気が遠くなるような性質を持たないといけない．そん
なものは天才が出ないとどうにもならない．繰り返しになりますが，不変量の定義は出来ます．Massey積の
intersectionですから．曲面上の曲面バンドルの signatureは sinature cocycle, Meyer cocycleで解釈があって，
ある 4次元多様体の中の 2次元の surfaceの self intersection. これは twisted cohomologyなので，ねじれてい
ますから難しくなりますが，概念的には同じです．2次元のあるねじれたものを持って来てねじれた意味での
intersection.

最後にそもそもこの µk は何か，Lie代数 levelでは何か. これも予想なんですが，これは Borel regulator,こ
れは p進ではなく，もともとの regulatorで H4k+1(GL(N,Z);R), stable cohomology,ここにもともといます，こ
れが OutFN 上 zeroというのが Igusa Kiyoshiさんの結果です．さらに OutFN の有理係数安定コホモロジーが
自明というのが Galatius の大定理, Annals に出ています．だけど unstable にどんどん小さくしていくとこれ
がある所で消えていて，しかも Outに pullbackすると全部消える．どこで消えるか criticalな所がもしわかれ
ば，2つの理由で消える．そういうときには必ず secondary classがある.

これは Soulé さんに教えてもらったのですが，Bismut-Lott の仕事, Bismut は解析と幾何に跨がる基本的
な仕事をしている人です．Lott は今 Berkeley ですが, Perelman の 3 つのチームのうちの一つに入ってい
ました．ここで µk はどこにいるかというと H4k(Out(F2k+2);Q) にいます．その対応する Borel cohomology

で H4k+1(GL(2k + 1;Z);R)，Borel class が unstable に 2 つの理由で消える差として secondary が出てくる，
Bismut-Lottが言った事は,これが 2k + 1ならば消える，これは JDGに載っている論文です．この次，2k + 2

で何かが起こっている．消えるか消えないか．そこで私の予想としては消えていて，Galatiusの OutFN では
消える理由と unstableで消えるもう一つの理由がある．

2つの理由があるとこれは元々 Casson不変量を構成したときもそうですが，cocycleがあって 2つの理由で
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coboundaryになる,そうすると cochainがとれ．cocycleが出来る．これで Cassonが出て来た，Meyer cocycle

と signature cocycleの差を取って．ここでも出てくるだろう．出てくるのは Borel regulator class. Lie代数レ
ベルでは Souléの p進 regulator, Borelの originalな regulatorとは関係すると思いますが, まだそこまで勉強
は進んでいません．Soulé元というのは p進 regulatorといいますが，多分ここに出てくる regulatorは pに依
らない．µk は Lie代数 levelでは Borel regulatorの secondary class．全て話しはあっています．
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