
ベゾフ空間の演習問題

澤野嘉宏

この記事の目的　拙著ベゾフ空間の教科書で関連する練習問題を列挙する．記号は指示がない
限り，拙著「べゾフ空間論」に準拠する．

問題 1. ファトウの性質を用いて，以下に与える関数空間X は p, q, sをどのように選んでも As
pq

とは同型にはならないことを示せ．

(1) X = L1

(2) X = BC
(3) X = BUC

【出題日】２０１１年４月１１日

問題 2. f, g ∈ L2 とするとき，f ∗ g ∈ B0
∞1 であることを示せ．

【出題日】２０１１年４月１１日

この練習問題はロシアでは１９５０年前後で知られていたらしいですが，出典は忘れました．

問題 3. 0 < p, q ≤ ∞, s ∈ Rとする．ウエーブレット分解を用いて，As
pq が可分であるための必

要十分条件は p+ q = ∞であることを示せ．

【出題日】２０１１年４月１１日

問題 4.

(1) 複素数列 {CN}∞N=1 を適当に選んで，S ′ の位相で，

lim
N→∞

(
CN +

N∑
k=−N

exp(2kπi)

)
が収束するようにせよ．

(2) 1次関数の列 {PN}∞N=1 を適当に選んで，S ′ の位相で，

lim
N→∞

(
PN +

N∑
k=−N

2−k exp(2kπi)

)
が収束するようにせよ．

【出題日】２０１１年４月１１日

問題 5. As+
pq =

∪
ε>0

As+ε
pq と定める．

(1) As+
pq は線形空間であることを示せ．

(2) As+
pq =

∪
ε>0, 0<r≤∞

As+ε
pr を示せ．

(3) As+
pq ( As

pq を示せ．
1
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【出題日】２０１１年４月１２日

問題 6 (リゾルキン (Lizorkin)).

(1) 1 < p <∞とする．以下の場合
(a) p = 2
(b) 2 < p <∞
(c) 1 < p < 2
に分けて，

∥F−1[χB(1)Ffj ]∥p +

∥∥∥∥∥∥∥
 ∞∑

j=1

|F−1[χB(2j)\B(2j−1)Ffj ]|2
 1

2

∥∥∥∥∥∥∥
p

. ∥ψ(D)fj ]∥p +

∥∥∥∥∥∥∥
 ∞∑

j=1

|φj(D)fj ]|2
 1

2

∥∥∥∥∥∥∥
p

を示せ．
(2) F s

p2, 1 < p <∞, s ∈ Rのノルムは次のノルム

∥F−1[χB(1)Ff ]∥p +

∥∥∥∥∥∥∥
 ∞∑

j=1

|F−1[χB(2j)\B(2j−1)Ff ]|2
 1

2

∥∥∥∥∥∥∥
p

.

と同値になることを示せ．

【出題日】２０１１年４月１３日

問題 7. f を正値可測関数とする．分数べき積分作用素 Iα を

(0.1) Iαf(x) :=

∫
Rn

f(y)

|x− y|n−α
dy

で定義する．ここで，0 < α < nである．

(1) 関係式

(0.2)

∫ ∞

0

χB(x,l)(y)
dl

ln+1−α
=

|x− y|−n+α

n− α

を示せ．
(2) 関係式

(0.3) Iαf(x) = (n− α)

∫ ∞

0

(
1

ln+1−α

∫
B(x,l)

f(y) dy

)
dl.

を示せ．
(3) 関数mk(ξ) = ξk|ξ|−2, k = 1, 2, · · · , nのフーリエ逆変換に関して，|F−1mk(x)| . |x|−n+1

を示せ．
(4) f ∈ Dに対して，

|f(x)| . I1[|∇f |](x)
を示せ．

(5) L̇1,2 で，Dのディリクレノルム
∥∇f∥D

による完備化を表す．n ≥ 3のときに，L̇1,2 ↪→ Ln/(n−2) を示せ．
(6) n ≥ 3のとき，L̇1,2 ∼ Ḟ 1

22 を示せ．
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【出題日】２０１１年４月１３日

問題 8. べき乗極大作用素M (η) を

(0.4) M (η)f(x) := [M [ |f |η ](x) ]
1
η , η > 0

で定める．0 < p, q ≤ ∞, s ∈ R，f ∈ S ′ とする．ψ,φj はべゾフ空間などを定義するときに使う
ψ,φj と同じコンパクト台を持つ C∞ 級関数とする．

(1) 次の準ノルムは元々のべゾフノルム Bs
pq と同値であることを示せ．

(0.5)

∥∥∥∥ sup
z∈Rn

⟨z⟩−
n
η |ψ(D)f(x− z)|

∥∥∥∥
p

+

∥∥∥∥2js sup
z∈Rn

⟨z⟩−
n
η |φj(D)f(x− z)|

∥∥∥∥
ℓq(Lp)

.

(2) さらに，p <∞とする．次の準ノルムは元々のトリーベル・リゾルキンノルム F s
pq と同

値であることを示せ．

(0.6)

∥∥∥∥ sup
z∈Rn

⟨z⟩−
n
η |ψ(D)f(x− z)|

∥∥∥∥
p

+

∥∥∥∥2js sup
z∈Rn

⟨z⟩−
n
η |φj(D)f(x− z)|

∥∥∥∥
Lp(ℓq)

.

【出題日】２０１１年４月１４日

問題 9. 0 < p < 1とする．q =
p

p− 1
とする．f, g : Rn → [0,∞]を可測関数とする．

(1) ∥fg∥1 ≥ ∥f∥p
(∫

Rn

g(x)q dx

)1/q

を示せ．

(2) ∥f + g∥p ≥ ∥f∥p + ∥g∥p を示せ．

【出題日】２０１１年４月１４日

問題 10. −∆を L2(Rn)の非有界正値自己共役作用素とみなして，−∆ =

∫ ∞

0

λ dEλ とスペクト

ル分解する．{Eλ}λ≥0 と φj(D)との関係を見いだせ．

【出題日】２０１１年５月５日

問題 11. f(x) = ex sin(ex)を R → Rの関数としてみなす．

(1) f ∈ S ′ であることを示せ．
(2) f ∈ B−1

∞∞ であることを示せ．

【出題日】２０１１年５月１２日

問題 12. ψ ∈ C∞
c (Rn)とする．log |x| ∈ bmo, ψ(x) log |x| ∈ bmo を示せ．

【出題日】２０１１年６月３日

問題 13. 0 < p, q ≤ ∞, s ∈ Rとする．また，ψ ∈ C∞
c (Rn)は 0ではない正値関数とする．As

pq,unif

を
∥f∥As

pq,unif
= sup

y∈Rn

∥f · ψ(· − y)∥As
pq

で定める．このとき，As
pq,unif は ψのとり方によらないことを示せ．

【出題日】２０１１年６月３日

問題 14. f ∈ S ′ について，以下が同値であることを示せ．
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(1) f =
∞∑

j=−∞
φj(D)f が S ′ の位相に関して成り立ち，[f ] ∈ Ḟ−1

∞2 である．

(2) g ∈ BMOが存在して，f =
√
−∆gとなる．

(3) g1, g2, · · · , gn ∈ BMOが存在して，f =
n∑

j=1

∂jgj となる．

(4) F (x, t) = et∆f(x) とおくと，F ∈ F 1
T である．つまり，

sup
0<t<T

sup
x0∈Rn

1

t
n
2

∫ t

0

∫
|x−x0|<

√
t

|es∆f(x)|2 dx ds

ただし，一般に

∥f∥Fσ
T
= sup

0<t<T
sup

x0∈Rn

1

tn+1

∫ t

0

∫
|x−x0|<t

|f(t, x)|2
(s
t

)σ
dx ds

と定める．

【出題日】２０１１年６月３日

問題 15. 0 < p, r <∞と L ∈ N0を固定する．f ∈ Hp, 0 < p <∞とする．このとき，次の条件

(1) aj ∈ L∞

(2) supp(aj) ⊂ Qj

(3) f =

∞∑
j=1

aj

(4)


∞∑
j=1

(
∥aj∥L∞χQj (x)

)r
1/r

. Mf(x)

を満たす {aj}∞j=1 ⊂ L∞ と立方体の列 {Qj}∞j=1 が存在することを示せ．

【出題日】２０１１年９月３０日

問題 16. 0 < p, q <∞, s ∈ R とする．アトム分解の定理５．１．６において
∞∑
ν=0

∑
m∈Zn

λνmmνm

は As
pq の位相で収束することを示せ．

【出題日】２０１１年９月３０日

問題 17. 0 < p, q <∞, s ∈ R とする．アトム分解の定理５．１．６において
∞∑
ν=0

∑
m∈Zn

λνmmνm

は As
pq の位相で収束することを示せ．

【出題日】２０１１年９月３０日

問題 18. アトムの定義において，supp(a) ⊂ 3Q を κ > 1として，supp(a) ⊂ κQ に置き換えて
もよいことを示せ．

【出題日】２０１１年９月３０日
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問題 19. H1(Rd) ↪→ Lq(Rd) が成り立ってもコンパクトにはならないことを示せ．【ヒント】平行
移動を考える．

【出題日】２０１１年９月３０日

問題 20. 0 < p0, q0, p1, q1 < ∞, s0, s1 ∈ Rとする．ウエーブレット分解と拡張作用素を用いて，
Bs0

p0q0(B(1)) ⊂ Bs1
p1q1(B(1)) がコンパクトであるための必要十分条件は s0−s1 > n(1/p0−1/p1)+

であることを示せ．

【出題日】２０１１年９月３０日

問題 21. 0 < p1 < p0 <∞, 0 < q ≤ ∞, s ∈ R，Ωが有界領域のとき，定理５．３．６を用いて，
Bs

p0q(Ω) ⊂ Bs
p1q(Ω) を示せ．

【出題日】２０１１年９月３０日

問題 22. 0 < p, q ≤ ∞，s, α ∈ Rとする．Bs
pq を定義したときの ψ, φを用いて，

∥f∥
B

(s,α)
pq

= ∥ψ(D)f∥p +


∞∑
j=1

(2js(j + 1)−α∥φj(D)f∥p)q


1/q

とおく．ψ, φの取り方によらずに，関数空間 B
(s,α)
pq が定まることを示せ．

【出題日】２０１１年９月３０日

問題 23. j ∈ Zn と連続関数 f ∈ C に対して，aj =
1

(2πi)n

∫
[0,2π)n

f(y)eijy dy とおく．

(1) |aj | ≤ ∥f∥BC を示せ．
(2) |aj | . (1 + |j|)−m∥f∥Bm を示せ．
(3) θ ≥ 0とする．|aj | . (1 + |j|)−θ∥f∥Bθ

∞∞
を示せ．

(4)
∑
j∈Zn

|aj |2 <∞ を用いて，f が次の連続性

∥f∥Lip(θ) = sup
x̸=y

|f(x)− f(y)|
|x− y|θ

を満たしているときに，
∞∑

j=−∞
aje

ijx が一様収束することを示せ．

【出題日】２０１１年１０月１５日

問題 24. x ∈ Rn と ν ∈ Zに対して，m(x)で，x ∈ Qνm となる唯一のm ∈ Zn を表すこととす
る．このとき，f ∈ L1

loc(Rn)に対して，

lim
ν→∞

1

|Qνm(x)|

∫
Qνm(x)

|f(x)− f(y)| dy = 0

を示せ．

【出題日】２０１１年１２月１日

問題 25. k ∈ C∞
c (B(1))が

∫
Rn

k(x) dx = 1 を満たしているとする．f ∈ Lp とする．

(1) 1 ≤ p <∞ならば，ほとんどいたるところ，f ∗ kε → f を示せ．
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(2) p = ∞のときも f ∗ kε → f を示せ．

【出題日】２０１１年１２月１日

問題 26 (ヘルムホルツ射影).

(1) S0(Rn) ⊂ Lp(Rn) が稠密であることを示せ．
(2) 与えられた u ∈ S0(Rn)nに対して，ある π ∈∈ S0(Rn) が一意的に存在して，∆π = ∇ · u
が成り立つことを示せ．

(3) u ∈ S0(Rn)n に対して，Pruを

Pru = u−∇π
で与える．ただし，π ∈∈ S0(Rn)は ∆π = ∇ · uを満たす．このとき，ある定数 C が存
在して，

∥Pru∥Lp(Rn)n ≤ C∥u∥Lp(Rn)n

が成り立つことを示せ．

【出題日】２０１１年１２月１１日

問題 27. j = 1, 2, · · · , nとする．

(1) f ∈ S(Rn)のとき，
∫
Rn

∂jf(x) dx = 0 を示せ．

(2) f ∈ S(Rn)で，gを緩増加関数とするとき，
∫
Rn

g(x)∂jf(x) dx = −
∫
Rn

f(x)∂jg(x) dx を

示せ．

【出題日】２０１１年１２月１５日

問題 28. m,n ∈ Nとする．f ∈ S(Rn+m)とするとき，

g(x) =

∫
Rm

f(x, y) dy (x ∈ Rn)

で g : Rn → Cを定めると，g ∈ S(Rn)であることを示せ．

【出題日】２０１１年１２月１５日

問題 29. f ∈ L1
loc(Rn) λ > 0とするとき，

{Mf > λ} = {M [fχ{Mf>λ}] > λ}
を示せ．

【出題日】２０１１年１２月２７日

問題 30.

(1) C∞(Rn)に距離

d(f, g) =

∞∑
N=1

∑
α∈N0

n

Zα,N (f, g)

1 + 2N+|α|Zα,N (f, g)

を入れると完備になることを示せ．ここで，

Zα,N (f, g) = sup
|x|≤N

|∂α(f − g)(x)|.

(2) φ ∈ C∞
c (Rn) とする．ψ ∈ C∞(Rn) 7→ ψφ ∈ C∞

c (Rn) は連続であることを示せ．
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【出題日】２０１２年１月１３日

問題 31. C∞
c (Ω)の位相はすべてのK ∈ K(Ω)に対して包含写像 C∞

c (K; Ω) ⊂ C∞
c (Ω)が連続に

なるような局所凸位相のうち最弱のものとする．特に，C∞
c (Ω)の位相をも考える場合はD(Ω)と

記すことにする．

さて，D(Ω)において，{
f ∈ C∞

c (K; Ω) : sup
|x|≤N

|∂α(f − g)(x)| < r

}
(r > 0, N ∈ N, α ∈ N0

n, g ∈ C∞
c (K; Ω), K ∈ K(Ω))

は位相の生成系であることを示せ．

【出題日】２０１２年１月１３日

問題 32. x, y ∈ Rn に対して，|x|+ |y| ≤ (1 + |x|)(1 + |y|)を示せ．

【出題日】２０１２年１月２０日

問題 33. f ∈ S ′, g ∈ S とする．f がコンパクト台を持つならば，g ∗ f ∈ S を示せ．

【出題日】２０１２年１月２０日


