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A ⊂ Rn とする．A のルベーグ外測度 m∗(A) とは

m∗(A) := inf


∞∑
j=1

|Rj | : 各Rj は直方体で, A ⊂
∞∪
j=1

Rj

 (∈ [0,∞]) (0.1)

で与えられる量である．

m∗(A) := inf


∞∑
j=1

|Rj | : 各Rj は直方体で, A ⊂
∞∪
j=1

Rj

 (∈ [0,∞]) (0.2)

で与えられる量である．ここでは，

m∗(A) = inf


∞∑
j=1

|Rj | : 各Rj は開直方体で, A ⊂
∞∪
j=1

Rj

 (∈ [0,∞]) (0.3)

であることを示す．実際に，任意に A ⊂
∞∪
j=1

Rj となる開直方体 Rj を取ったとする．

Rj =

n∏
k=1

(aj,k, bj,k)

とあらわしたときに，

Sj =

n∏
k=1

[aj,k, bj,k)

とおく．|Rj | = |Sj | である．下限の性質から，

m∗(A) = inf


∞∑
j=1

|Tj | : 各Tj は直方体で, A ⊂
∞∪
j=1

Tj

 ≤
∞∑
j=1

|Sj | =
∞∑
j=1

|Rj |

なので，任意の A ⊂
∞∪
j=1

Rj となる開直方体 Rj に対して，

m∗(A) ≤
∞∑
j=1

|Rj |

となり，{Rj}∞j=1 の任意性から，

m∗(A) ≤ inf


∞∑
j=1

|Rj | : 各Rj は開直方体で, A ⊂
∞∪
j=1

Rj


1



が得られる．1

今度は

m∗(A) ≥ inf


∞∑
j=1

|Rj | : 各Rj は開直方体で, A ⊂
∞∪
j=1

Rj


を示す．任意に A ⊂

∞∪
j=1

Rj となる直方体 Rj を取ったとする．さらに ε > 0 をとる．

Rj =

n∏
k=1

[cj,k, dj,k)

とあらわしたときに，

Rj(ε) =

n∏
k=1

(
cj,k − (dj,k − cj,k)

n
√
1 + ε− 1

2
, dj,k + (dj,k − cj,k)

n
√
1 + ε− 1

2

)
とおく．Uj の第 k 番目の辺の長さは

dj,k − cj,k

で，Uj(ε) の第 k 番目の辺の長さは

dj,k + (dj,k − cj,k)
n
√
1 + ε− 1

2
−
(
cj,k − (dj,k − cj,k)

n
√
1 + ε− 1

2

)
= n

√
1 + ε(dj,k − cj,k)

なので，|Uj(ε)| = |Uj | である．よって，

m∗(A)

= inf


∞∑
j=1

|Rj | : 各Rj は直方体で, A ⊂
∞∪
j=1

Rj


=

1

1 + ε
inf


∞∑
j=1

|Rj(ε)| : 各Rj は直方体で, A ⊂
∞∪
j=1

Rj


≥ 1

1 + ε
inf


∞∑
j=1

|Uj | : 各Uj は開直方体で, A ⊂
∞∪
j=1

Uj


ε > 0 は任意なので，逆向きの不等式が得られた．2
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正：

m∗(A)≥ 1

1 + ε
inf


∞∑
j=1

|Rj | : 各Rj は開直方体で, A ⊂
∞∪
j=1

Rj


誤

m∗(A) ≤ (1 + ε) inf


∞∑
j=1

|Rj | : 各Rj は開直方体で, A ⊂
∞∪
j=1

Rj


1こちら側の説明は原典の補足をしているだけで，原典に問題はない．
2こちら側の説明は，原典に問題あり．
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