
damping term を持つ wave equation

@2t w = @x (�(@xw))� �@tw; �1 < x <1; t � 0

の初期値問題を考える. ここで, � > 0 は定数,

� : (�1;1)! (�1;1)

は, 滑らかな単調増大関数で

�0(r) � �0 > 0

を満たすものとする. さらに,

�(0) = 0; k�(j)kL1 <1; j = 0;1;2;3

であると仮定する. 標準 L2 norm を k�k で表す.

u = @xw, v = @tw とおき, 方程式を一階連立方
程式

@tu = @xv(1)

@tv = @x�(u)� �v(2)

に書き直す.
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(u; v), (û; v̂) を, それぞれ (u0; v0), (û0; v̂0) を初
期値とする滑らかな解とすると，

@t

(Z 1
�1

�Z u

û

q
�0(r) dr

�2
+ (v � v̂)2 dx

)

� 2k�00kL1maxfk@xvkH1; k@xv̂kH1gku� ûk2

が成り立つ.

V ((u; v); (û; v̂)) =

 �Z u

û

q
�0(r) dr

�2
+ (v � v̂)2

!1=2

とおくと, V ((�; �); (�; �)) はL2 � L2 上の標準距離
と同値な距離になる:

�0ku� ûk2+ kv � v̂k2 � V ((u; v); (û; v̂))2

� k�0kL1ku� ûk2+ kv � v̂k2

定数 ! � 0 を

k�00kL1

�0
maxfk@xvkH1; k@xv̂kH1g � !

を満たすようにとれば, Gronwall の不等式により

V ((u; v); (û; v̂)) � e!tV ((u0; v0); (û0; v̂0))

となる. また, M � 1 を適当に選べば

k(u; v)� (û; v̂)kL2�L2 �Me!tk(u0; v0)� (û0; v̂0)kL2�L2

となる.
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(u; v) 2 H2 �H2 に対して,

H(u; v) =
Z 1
�1

�Z u

0
�(r) dr+

1

2
v2
�
dx

+
1

2

Z 1
�1

�
�0(u)(@xu)

2+ (�u+ @xv)
2
�
dx

+
1

2

Z 1
�1

�
�0(u)(@2xu)

2+ (�@xu+ @2xv)
2
�
dx

と定める. ある 0 < c0 � C0 <1 に対して

c0k(u; v)k
2
H2�H2 � H(u; v) � C0k(u; v)k

2
H2�H2

が成り立つ.

(u; v)を (u0; v0)を初期値とする滑らかな解とする.

@tH(u; v) � (g(H(u; v))� �)(k@xuk
2+ k@2xuk

2)

が成り立つ. ただし, g : [0;1)! [0;1)はg(0) =

0 を満たす単調増大な連続関数である. r0 > 0 を
g(r0) � �を満たすようにとり, D � L2 � L2 を

D = f(u; v) 2 H2 �H2; H(u; v) � r0g

で定める. DはL2�L2の(凸でない)閉集合になる.
初期値 (u0; v0) をDからとれば解 (u(t; x); v(t; x))
は

(u(t; �); v(t; �)) 2 D; t 2 [0;1)

を満たす.
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E は k�kをノルムとする実バナッハ空間とし, D � E

とする.
De�nition 1. Dからそれ自身の中への作用素の族
fT (t)gt2[0;1)は, 次の条件(S1), (S2) が満たさ
れるとき，D 上の半群と呼ばれる. さらに，次の条
件(S3) も満たされるとき，fT(t)gt2[0;1) は D 上
のリプシッツ作用素の半群と呼ぶ.

(S1) 各x 2 D, t; s � 0に対して

T (t)T (s)x = T(t+ s)x; T(0)x = x

(S2) 各 x 2 D に対して T(t)x は t 2 [0;1)に関
して連続である．すなわち,任意の t 2 [0;1)に対
して,

lim
s!t

kT(t)x� T(s)xk = 0

(S3) 任意の � > 0に対して, M� � 1 が存在して,

x; y 2 D, t 2 [0; � ] のとき

kT(t)x� T(t)yk �M�kx� yk
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fT (t)gt2[0;1) を D 上の半群とする.
De�nition 2.

A0x = lim
h#0

h�1(T(h)x � x)

で定まる作用素 A0 をその半群の無限小生成素と呼
ぶ. ただし, その定義域 D(A0) は上の極限が存在す
る x 2 D の全体である.
De�nition 3. 適当な xh 2 D , h 2 (0;1) , が
存在して,

xh ! x; h�1(T (h)xh � xh)! �; (h # 0)

となるような (x; �) 2 D�E の全体 A を半群の一
般無限小生成素と呼ぶ.

もし, u(�) = T(�)x , x 2 D , が t 2 (0;1) で微
分可能ならば

du

dt
(t) = A0u(t);

du

dt
(t) 2 Au(t)

が成り立つ
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Theorem 1. fT(t)gt2[0;1) を D 上の半群とす
る. このとき, 次の4条件は互いに同値である.

(1) fT(t)gt2[0;1) は D 上のリプシッツ作用素の半
群である．

(2) M � 1 と ! 2 R が存在して,

jT (t)x � T (t)yj �Me!tjx� yj; x; y 2 D; t 2 [0;1)

が成り立つ.

(3) M � m > 0 , ! 2 R と D 上の距離V (�; �) が
存在して, 次が成り立つ.

mjx� yj � V (x; y) �M jx� yj; x; y 2 D;

V (T (t)x; T(t)y) � e!tV (x; y); x; y 2 D; t 2 [0;1)

(4) M � m > 0 , ! 2 R と E � E 上のリプシッ
ツ連続な非負値汎函数 V (�; �) が存在して, 次が成り
立つ.

mjx� yj � V (x; y) �M jx� yj; x; y 2 D;

V (T (t)x; T(t)y) � e!tV (x; y); x; y 2 D; t 2 [0;1):
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D を E の閉集合, D � X を Eの開集合とし，
V (�; �) を X �X で定義されたリプシッツ連続な実
数値汎関 数で，あるM � m > 0に対して

mjx� yj � V (x; y) �M jx � yj; x; y 2 D

を満たすものとする．
De�nition 4. D 上の半群 fT (t)gt2[0;1) に関し
て, ある ! 2 R が存在して,

V (T (t)x; T(t)y) � e!tV (x; y); x; y 2 D; t 2 [0;1)

が満たされるとき, その半群は汎函数 V (�; �) に関し
て準縮小的という. また, このような半群の全体を
S(V (�; �); D; !) と書く.
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D+V;D
+V;C+V : (X �X) � (E � E)! R

を

D+V (x; y)(�; �) =

liminf
h#0

(V (x+ h�; y+ h�)� V (x; y))=h

D+V (x; y)(�; �) =

limsup
h#0

(V (x+ h�; y+ h�)� V (x; y))=h

C+V (x; y)(�; �) =

limsup
(x0;y0)!(x;y); h#0

(V (x0+ h�; y0+ h�)� V (x0; y0))=h

(x; y) 2 X �X; (�; �) 2 E �E

で定める. また,

D�V;D
�V;C�V : (X �X) � (E � E)! R

を次で定める：

D�V (x; y)(�; �) = �D+V (x; y)(��;��)

D�V (x; y)(�; �) = �D+V (x; y)(��;��)

C�V (x; y)(�; �) = �C+V (x; y)(��;��)

(x; y) 2 X �X; (�; �) 2 E �E
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DV を D+V , D+V または C+V とし, 次が成り
立つ.

DV (x; y)(��; ��) = �DV (x; y)(�; �)

jDV (x; y)(�; �)�DV (x; y)(�̂; �̂)j

�M(j� � �̂j+ j� � �̂j)

� � 0; (x; y) 2 X �X; (�; �) 2 E � E

Proposition 1.（加藤の補題）u; v 2W1;1((0; �) :

E)はu(t); v(t) 2 X, t 2 [0; � ]を満たすとする. こ
のとき h(�) = V (u(�); v(�)) 2 W1;1((0; �) : R)

で,

h0(t) = D�V (u(t); v(t))(u0(t); v0(t))

= D�V (u(t); v(t))(u
0(t); v0(t))

がほとんど至るところ成立する.

Proposition 2. (x; y); (xn; yn) 2 X �X,

(�; �); (�n; �n) 2 E � Eとし, (xn; yn) ! (x; y),

(�n; �n) ! (�; �) n ! 1 とする. このとき, 次が
成り立つ.

C+V (x; y)(�+ �̂; �+ �̂)

� C+V (x; y)(�; �) + C+V (x; y)(�̂; �̂)

C�V (x; y)(�; �) � C+V (x; y)(�; �)

limsup
n!1

C+V (xn; yn)(�n; �n) � C+V (x; y)(�; �)
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Theorem 2. fT(t)gt2[0;1) 2 S(V (�; �); D; !)

とし, A0 , A をそれぞれその無限小生成素と一般無
限小生成素とする. このとき, 次が成り立つ.

D+V (x; y)(A0x; A0y) � !V (x; y); x; y 2 D(A0)

C�V (x; y)(�; �) � !V (x; y); (x; �); (y; �) 2 A

De�nition 5. A � E � E とする. D(A) � X

を満たし, ある ! 2 R に対し

C�V (x; y)(�; �) � !V (x; y); (x; �); (y; �) 2 A

が満たされるとき, 作用素 A は汎函数 V (�; �) に関
して準消散的であると呼ぶ. このような作用素 A で
D(A) = D を満たすものの全体をG(V (�; �); D; !)

と書く.
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A � E�E とし, つぎのような微分包含式を考える.

u0(t) 2 Au(t); t > 0(DI)

De�nition 6. u 2 C1([0;1) : E) は [0;1) 上
で (DI)を満たすとき, (DI)の 古典解であるといわ
れる. u 2W

1;1
loc

([0;1) : E) は (DI)を (0;1) 上
ほとんど至るところで満たすとき, (DI)の 強解 であ
るといわれる. u 2 C([0;1) : E) に対して(DI)の
強解の列unが存在して, n!1のとき, C([0;1) :

E)においてun ! uとなるとき, u 2 C([0;1) : E)

を (DI)の弱解 であるという.
Theorem 3. A 2 G(V (�; �); D; !) は

D�V (x; y)(�; �) � !V (x; y); (x; �); (y; �) 2 A

を満たすと仮定する. 任意の x 2 D に対して,

u0(t) 2 Au(t); t > 0; u(0) = x(DI:x)

の弱解 T(t)xが存在するならば, fT(tgt2[0;1) 2

S(V (�; �); D; !) となる．
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Theorem 4. A 2 G(V (�; �); D; !) は

D+V (x; y)(Ax;Ay) � !V (x; y); x; y 2 D(A)

を満たし， D(A) = D 上で連続であるとする. こ
のとき, 任意の x 2 Dに対して

(DE:x) u0(t) = Au(t); t > 0; u(0) = x

が古典解をもつための必要十分条件は任意の x 2 D

に対して, 列 xn 2 D と零列 �n > 0 , n = 1;2; � � �

が存在して,

lim
n!1

j��1n (xn � x)� Axj = 0

が成り立つことである. また, このとき, (DE:x) の
古典解を T(t)x とかくと,

fT(t)gt2[0;1) 2 G(V (�; �); D; !)

となり, A はその無限小生成素になる.
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E = L2 � L2 を



�uv
�





E
= (kuk2+ kvk2)1=2

をノルムとするヒルベルト空間とし, 空間 E におけ
る作用素 A を次で定義する.

A
�u
v

�
=
� @xv

@x�(u)� �v

�
;

�u
v

�
2 D(A)

D(A) = D =

��u
v

�
2 H2 �H2;H(u; v) � r0

�

ただし， r0 > 0 である. A はD上で H�older 連続
である:



A�uv

�
� A

�û
v̂

�




E
� Ck

�u
v

�
�
�û
v̂

�
k
1=2
E

適当な ! に対して，

D+V

��u
v

�
;
�û
v̂

�� 
A
��
�

�
; A
��̂
�̂

�!
� !V

��u
v

�
;
�û
v̂

��

D+V

��u
v

�
;
�û
v̂

�� ��
�

�
;
��̂
�̂

�!
� V

��u
v

�
;
�û
v̂

��

=
Z 1
�1

(
q
�0(u)� �

q
�0(û)�̂)

�Z u

û

q
�0(r) dr

�
+(� � �̂)(v � v̂) dx;�u

v

�
;
�û
v̂

�
2 D;

��
�

�
;
��̂
�̂

�
2 E
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�u0
v0

�
2 H2�H2 とする．Lax{Milgram の定理に

より, 適当な �0 > 0が存在して, 任意の� 2 (0; �0]

に対して，

u� � u0 = �@xv�

v� � v0 = ��0(u0)@xu� � ��v�

を満たす
�u�
v�

�
2 H3 � H3 が存在する. r0 > 0 を

十分小さくとれば，
�u0
v0

�
2 Dのとき� # 0 が小さけ

れば
�u�
v�

�
2 D となり，さらに






��1
 �u�

v�

�
�
�u0
v0

�!
� A

�u0
v0

�





E

! 0; � # 0

となる．
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汎函数 V (�; �) は, 次の条件を満たすと仮定する.

(V1) (x; y) 2 D �D , (�; �) 2 E � E のとき,

D+V (x; y)(�; �)

� D+V (x; y)(�;0) +D+V (x; y)(0; �)

(V2) 各 (x; y) 2 D � D に対して, r > 0 と
lims#0 �(s) = �(0) = 0を満たす � : [0;1) !

[0;1) とが存在して

D+V (x0; y0)(x00 � x0;0)

� V (x00; y0)� V (x0; y0) + �(jx00 � x0j)jx00 � x0j;

D+V (x0; y0)(0; y00 � y0)

� V (x0; y00)� V (x0; y0) + �(jy00 � y0j)jy00 � y0j;

(xTj

/T105 1 Tf

23.999>/T100.0001 0 TD

(x)Tj

/T101 1
84.9999 -35.0001 TD

0 T

(x)Tj

/T1T200 1 Tf

 Tf

71 0 TD

(()Tj

/T105 1 Tf

2440 TD

(V)Tj

/T200 1 Tf

70 39

(�)Tj

/T105 1 Tf

87.9999 0 TD

(x)

(x)Tj

/T10 1 Tf

49 -34 TD

1 Tc

(00D

(Tj

/T105 1 Tf

23.999>/T100.0001 0  TD

(x)

(x)Tj

/T101 1 Tf

85 -35.0001 TD

0 Tc

(x)Tj

/T1T200 1 Tf

001 TD

1500)Tj

/263 35.0001 TD

0 T2

(�)Tj

/D00 1 Tf

001 TD

94TD

())Tj
263 35.0001 TD

0 Tc

(�201 1 TD;00 1 Tf

001 TD

 TD11
())Tj

j

/T101 1 T Tf

22.9999 35.0001 TD

(j)Tj

/T105 1 Tf

87 0 TD

(x)Tj

/T101 1 Tf

49 -4200)Tj

/T102 1 Tf

61.9999 34 TD TD

(j)Tj

/T105 Tf

49 -48

(�)Tj

/102 1 Tf

22 35.0040 TD

(j)Tj

/+00 1 Tf

001 TD

99

(�)Tj

/102 1 Tf2 1 Tf

40 0 TD

(j)Tj

/T105 1 Tf

24.0001 6 TD

(x)Tj

/T101 1 Tf

49 -4300)Tj

/T102 1 Tf

61.9999 34 T6

(�)Tj

/T105 1 Tf
Tf

49 -46 TD

(j)Tj

/102 1 Tf

22 35.0040 
(�)Tj

/+00 1 Tf

001 TD

99
TD

(j)Tj

/102 1 Tf9999 35.0001 TD

(j)Tj

/T105 1 Tf

87 0 TD

(x)Tj

/T Tf

45.9999 -35.0001 TD

1  TD

(0)Tj

/T102 1 Tf

63 35.0001 TD

0 T6

(�)Tj

/T105 1 Tf
Tf

49 -4000j

j y j

j22 9
T8D
71.2



Remark 1. 条件 (V1), (V2) は次のとき満たされ
る: 各 (x; y) 2 D�Dに対して, V (�; �)が (x; y)の
近傍上で凸になるか, または r > 0と lims#0 �(s) =

�(0) = 0 を満たす� : [0;1) ! [0;1) とが存在
して,

jD+V (x00; y00)(�; �)�D+V (x0; y0)(�; �)j

� �(jx00 � x0j+ jy00 � y0j)(j�j+ j�j);

(�; �) 2 E � E; (x0; y0); (x00; y00) 2 D �D;

jx0 � xj+ jy0 � yj+ jx00 � xj+ jy00 � yj � r

が成り立つ.
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Theorem 5.(1) 作用素 A 2 G(V (�; �); D; !) は

D�V (x; y)(�; �) � !V (x; y); (x; �); (y; �) 2 A

が成り立つとする．

(2) ' : E ! [0;1] は D(') = D を満たし, E 上
で下半連続で, 次をみたすものとする：

(') 任意の � 2 (0;1) に対し � 2 (0;1) が定ま
り, '(x) � � ならば jAxj � � となる.

ただし, jAxj はある列 (xn; �n) 2 A に対し, xn !

x, supn j�nj � L となる L 2 [0;1] の下限である.

(3) 任意の x 2 D(') に対し, 列(xn; �n) 2 A と零
列 �n > 0 , n = 1;2; � � �, が存在して, 次が成り
立つ：

lim
n!1

jxn � xj = 0; lim
n!1

j��1n (xn � x)� �nj = 0

liminf
n!1

��1n ('(xn)� '(x)) � a'(x):

ただし, a � 0 は定数である.

このとき, fT(t)gt2[0;1) 2 S(V (�; �); D; !) が存在
して, 各 x 2 D に対して, u(�) = T(�)x は

u0(t) 2 Au(t); t � 0; u(0) = x

の一意的な soft solution になる.
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De�nition 7. " > 0 とする. u : [0; � ] ! E に
対し, [0; � ] の分割 0 = t0 < t1 < � � � < tN = �

と列 (xi; �i) 2 A , i = 1;2; � � � ; N が存在して, 次
が満たされるとき, u を (DI)の [0; � ] 上の "{近似
解という：

u(t) = xi; t 2 (ti�1; ti];("1)

i = 1;2; � � � ; N

NX
i=1

jxi � xi�1 � (ti � ti�1)�ij � ";("2)

x0 = u(0) 2 D(A)

max
i=1;2;��� ;N

(ti � ti�1) � "("3)
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De�nition 8.(1) u 2 C([0; � ] : E) とする. 任
意の " > 0 に対し, (DI)の [0; �(")] 上の "{近似
解 u" が存在して,

sup
t2[0;�(")]

ju(t)� u"(t)j � "; �(") � � < �(") + "

が満たされるとき, uは(DI)の [0; � ] 上のmild so-

lution であるという. ここで,

sup
">0

BV (u"; [0; �(")]) <1

であるように取れるとき, mild solution u は [0; � ]

で正則 であるという. ただし, v : [0; � ] ! E に
対し, BV (v; [0; � ]) は v の [0; � ] 上の全変動を表
わす.

(2) 任意の " > 0 に対し, (DI)の [0; � ] 上のmild

solution u" で, [0; � ] 上で正則なものが存在して,

sup
t2[0;� ]

ju(t)� u"(t)j � "

が満たされるとき, u は (DI)の [0; � ] 上の soft

solutionであるという.
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Remark 2. u 2 C([0;1) : E) は, 任意の � > 0

に対して, u j[0;� ] が (DI)の [0; � ] 上のmild solu-

tion （あるいは soft solution）であるとき, (DI)
の [0;1) 上の mild solution（あるいは soft so-

lution）であるという.
Remark 3. (DI)の強解は (DI)の soft solution

になる. (DI)の弱解は (DI)の mild solution に
なる.
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