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1 はじめに

説明変数 X と目的変数 Y に関して n 組のデータ {(xα, yα);α = 1, ..., n} が観測されたと
する．非線形回帰においては，平均構造 µα = E[Yα|xα] はある滑らかな関数によって記述され

るとし，実用的にはスプライン，B-スプライン，局所多項式などが主に用いられる (de Boor,

1978; Green and Silverman, 1994; Simonoff, 1996)．本稿では，B-スプラインに基づく非線形

回帰モデルを用いてデータから有効に情報を抽出する方法について検討する．

Eilers and Marx (1996) は，B-スプライン非線形回帰モデルを罰則付き対数尤度関数の最大

化に基づいて推定し，この方法をP -スプラインと呼んだ．P -スプラインの特徴は，B-スプライ

ンの節点位置の選択を平滑化パラメータの選択問題に置き換えたことにあり，平滑化パラメー

タの選択がモデル構築において本質的となる．そこで，Eilers and Marx (1996) は，情報量規

準 AIC (Akaike, 1973; 1974) のバイアス補正項を，ハット行列の対角和で置き換えたモデル評

価規準に基づいて平滑化パラメータを選択する方法を提案した．しかし，情報量規準 AIC は

最尤法に基づいて推定されたモデルの評価規準であり，罰則付き最尤法に基づいて推定された

B-スプライン非線形回帰モデルの評価に直接用いることには理論的問題が残る．また，ハット

行列による推定曲線の自由度の近似に関してもさらに研究の必要がある．そこで，井元・小西

(1999b) は，これらの問題を理論的に解決しKullback-Leibler 情報量の 1つの推定量として情

報量規準 SPIC を導出し，B-スプライン基底関数の個数と平滑化パラメータを選択する方法を

提案した．

本稿では，これらのKullback-Leibler 情報量に基づく方法に対して，ベイズ理論，つまりモ

デルの事後確率に基づくモデル評価について検討する．罰則付き対数尤度関数に含まれる罰則

項は，モデルに含まれる未知パラメータの事前分布，平滑化パラメータはその事前分布を規定
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するハイパーパラメータと見なすことができる．ベイズ理論に基づくモデル評価規準としては，

最尤法に基づいて推定されたモデルを評価するためのベイズ型情報量規準 BIC (Schwarz, 1978)

が挙げられる．Akaike (1980) は，事前分布のハイパーパラメータ選択規準として，データの

周辺尤度に基づく赤池ベイズ型情報量規準 ABIC を提案した．ABIC に基づく非線形回帰モデ

ルの推定に関しては，石黒・荒畑 (1982)，田辺・田中 (1983)，井元・小西 (1999a) を参照され

たい．

本稿では，罰則付き最尤法に基づいて推定されたモデルの評価をベイズの観点から考察し，

一つの評価規準を一般的な枠組みで導出する．提案するモデル評価規準は，その特別な場合と

して BIC を含み，また，その精密化となっていることで BIC の拡張といえる．適用例として

罰則付き最尤法に基づいて推定されたB-スプラインセミパラメトリック回帰モデル，B-スプ

ライン非線形回帰モデルを評価するためのモデル評価規準を導出し，Kullback-Leibler 情報量

に基づく規準と理論的・数値的に比較検討する．

2 モデル設定

説明変数 X = (X1, · · · , Xp) ∈ Rp と目的変数 Y に関して n 個のデータ {(xα, yα);α =

1, 2, · · · , n} が観測されたとする．一般に回帰モデルは，各実験点 xα における目的変数 Yα の

確率的変動に関する成分とその期待値 µα = E[Yα|xα] (α = 1, · · · , n) に対して仮定される系統
的成分からなる．各実験点 xα における目的変数 Yα の確率的変動は次の指数型分布族に属す

る密度関数，あるいは確率関数に従うとする．

f(yα|xα; ξα, φ) = exp

{
yαξα − u(ξα)

φ
+ v(yα, φ)

}
. (1)

ただし，u(·), v(·, ·) は既知の関数である．ここで，各条件付き期待値 E[Yα|xα] = µα = u′(ξα)

は，連結関数 h によって h(µα) = h(u
′(ξα)) = ηα と予測子 ηα に関係付けられる．系統的成分で

は，この予測子 ηα に対してデータの構造と分析目的に応じて次のようなモデルが想定される．

1. 加法モデル: 各説明変数に対して滑らかな関数 wj (j = 1, · · · , p) を用いて

ηα =
p∑

j=1

wj(xαj), α = 1, · · · , n (2)

と仮定する．予測子の構造をそれぞれの変数の和で表現した柔軟性の高いモデルである．
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2. セミパラメトリック回帰モデル (Green and Silverman; 1994): 説明変数のうちの一つ (zα)

に滑らかな関数 w(zα) を仮定する．

ηα = x′
αβ + w(zα), α = 1, · · · , n. (3)

ただし，xα は元のデータから 1つの説明変数に対するデータを取り除いた p− 1 次元ベク

トル，β は p− 1 次元パラメータベクトルである．

ここでは，セミパラメトリック回帰モデルに着目し，(3)式の滑らかな関数 w(·) として B-

スプラインに基づく非線形関数

w(zα) =
m∑

j=1

ajBj(zα) = b′
αa (4)

を用いる．ただし，Bj(·) (j = 1, · · · , m)はB-スプライン基底関数，bα = (B1(zα), · · · , Bm(zα))
′

は既知の基底関数ベクトル，a = (a1, · · · , am)
′ は m 次元パラメータベクトルとする (de Boor,

1978; 井元・小西, 1999a, b)．

従って，(1), (3), (4)式よりB-スプラインセミパラメトリック回帰モデルは次式で与えられる．

f(yα|xα, zα;β,a, φ) = exp

{
yαr(x

′
αβ + b′

αa)− s(x′
αβ + b′

αa)

φ
+ v(yα, φ)

}
. (5)

井元・藤岡・小西 (1998) は，B-スプラインセミパラメトリック回帰モデル (5) 式に含まれる

未知パラメータ β, a, φ を，次式の罰則付き対数尤度関数の最大化に基づく推定値 β̂, â, φ̂ に置

き換えることによって得られる統計モデルを評価するための情報量規準を提案している．

lλ(β,a, φ) =
n∑

α=1

log f(yα|xα, zα;β,a, φ)− nλ

2
a′D′

kDka. (6)

ただし，λ(> 0) は平滑化パラメータ，Dk は k 階差分を与えるm× (m− k) 行列である．

3 モデル評価規準の構築

説明変数 X = (X1, · · · , Xp) ∈ Rp と目的変数 Y に関して n 個のデータ {(xα, yα);α =

1, 2, · · · , n} が観測されたとする．非線形回帰モデルを f(yα|xα; θ) で表し，q 次元パラメータ

ベクトル θ に対する事前分布を π(θ|λ) とする．例えば，(5) 式で与えられるB-スプラインセ

ミパラメトリック回帰モデルに対しては θ = (β′,a′, φ)′ とする．ここで, λ は事前分布を規定
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するハイパーパラメータである．モデルの事前確率を πf とし，
∫ ∏n

α=1 f(yα|xα; θ)π(θ|λ)dθ を
モデルの周辺分布に基づく n 個のデータの尤度と考える. このときモデルの事後確率は，分子

の規格化定数を無視すると次式で与えられる．

πf

∫ n∏
α=1

f(yα|xα; θ)π(θ|λ)dθ. (7)

想定したモデル族の中で (7) 式で与えられる事後確率を最大とするモデルを最適なモデルとし

て採用する．従って，(7) 式の高次積分をいかに求めるかが問題となり，積分のラプラス近似

(Tierney and Kadene, 1986) を用いることにより

πf

∫ n∏
α=1

f(yα|xα; θ)π(θ|λ)dθ

= πf

∫
exp {nL(θ|λ)} dθ

=
(2π)q/2

nq/2|J(θ̂|λ)|1/2
exp

{
nL(θ̂|λ)

}

×
[
1 +

1

n

{
1

24
σ(4)L(4)(θ̂|λ) + 1

72
σ(6)L(3)(θ̂|λ)L(3)(θ̂|λ)

}
+O(n−2)

]

を得る．ただし，

L(θ|λ) =
1

n

n∑
α=1

log f(yα|xα; θ) +
1

n
log π(θ|λ),

J(θ̂|λ) = −∂
2L(θ̂|λ)
∂θ∂θ′ ,

σij = nE[(θi − θ̂i)(θj − θ̂j)],

σ(4)L(4)(θ̂|λ) =
q∑

i,j,k,l

(σijσkl + σikσjl + σilσjk)
∂4L(θ̂|λ)

∂θi∂θj∂θk∂θl
,

σ(6)L(3)(θ̂|λ)L(3)(θ̂|λ) =
q∑

i,j,k,l,m,h

(σijσklσmh + · · ·+ σihσjkσlm)
∂3L(θ̂|λ)
∂θi∂θj∂θk

∂3L(θ̂|λ)
∂θl∂θm∂θh

,

とし，θ̂ は L(θ|λ) のモードである．
いま，log π(θ|λ) = O(1) ならば，θ̂ − θ̂ML = Op(n

−1) が成り立つ．ただし，θ̂ML は最尤推

定量である．また，log π(θ|λ) = O(n) ならば，罰則付き最尤法に基づく推定量と一致する．以
後 log π(θ|λ) = O(n) として議論する．
従って，積分のラプラス近似より，モデルのパラメータ θ を L(θ|λ) のモード θ̂ で置き換え

た統計モデル f(yα|xα; θ̂) の評価規準

GBIC = −2 log

{
πf

∫ n∏
α=1

f(yα|xα; θ)π(θ|λ)dθ
}
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= −2
n∑

α=1

log f(yα|xα; θ̂) + q log(n/2π) + log |J(θ̂|λ)| − 2 log π(θ̂|λ)− 2 log πf

−2

n

{
1

24
σ(4)L(4)(θ̂|λ) + 1

72
σ(6)L(3)(θ̂|λ)L(3)(θ̂|λ)

}
(8)

が得られる．導出した GBIC の値が最小となるモデルを事後確率最大という意味で最適なモデ

ルとして選択する.

(例) 式 (5) で表される B-スプラインセミパラメトリック回帰モデルに含まれるパラメータ

θ = (β′,a′, φ)′ の事前分布に対して π(β,a, φ|λ) = π1(a|λ)π2(β, φ) と仮定する．m 次元パラ

メータベクトル a の事前分布 π1(a|λ) として退化した正規分布

π1(a|λ) =
(
nλ

2π

)(m−k)/2

|D′
kDk|1/2

+ exp

(
−nλ

2
a′D′

kDka

)
(9)

を仮定する．ただし，|D′
kDk|+ は D′

kDk の 0でない m− k 個の固有値の積を表す．また，p− 1

次元パラメータベクトル β とスケールパラメータ φ の事前分布は π2(β, φ) = constant とおく．

このとき，

L(β,a, φ|λ) =
1

n

n∑
α=1

log f(yα|xα, zα;β,a, φ) +
1

n
log π(β,a, φ|λ)

∼ 1

n

n∑
α=1

log f(yα|xα, zα;β,a, φ) +
1

n
log π1(a|λ)

のモードは罰則付き最尤法 (6)に基づく推定量と一致する．従って，罰則付き最尤法によって推

定されたB-スプラインセミパラメトリック回帰モデル (5) 式を評価するモデル評価規準 GBIC

は定数項を除いて次式で与えられる．

GBIC = −2
n∑

α=1

log f(yα|xα, zα; β̂, â, φ̂)− 2 log π1(â|λ)

+(p+m) log(n/2π) + log |J(θ̂)| − 2 log πf .

4 数値実験

前節で導出したベイズ理論に基づくモデル評価規準 GBIC と従来提案されていたモデル評価

規準を，B-スプライン非線形回帰モデルの平滑化パラメータの選択を通して比較検討する．用

いるデータは真のモデル

yα = g(xα) + εα, α = 1, · · · , n
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に従って発生させ，真の曲線 g(x) には次の曲線を仮定した．

1. g(x) = e−3x sin(3πx) (0 ≤ x ≤ 1)

2. g(x) = 1− 48x+ 218x2 − 315x3 + 145x4 (0 ≤ x ≤ 1)

また，データ点 xα は一様乱数により発生し，誤差項 εα に対しては，混合正規分布を仮定した．

εα ∼ rN(0, (0.05Ry)
2) + (1− r)N(0, (0.2Ry)

2), r = 0, 0.1, 0.2, · · · , 0.9, 1.0

ここで，Ry は定義域における真の曲線の値域の幅を表す．図 1, 2はそれぞれ真の曲線と r = 0.7

のとき発生されたデータ (n = 100) の例である．
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図 1: g(x) = e−3x sin(3πx)

このようなデータに対して，次式で定義されるB-スプライン非線形回帰モデルを当てはめる．

f(yα|xα;a, σ
2) =

1√
2πσ2

exp

{
−(yα − b′

αa)2

2σ2

}
.

ただし，µα = E[Yα|xα] = b′
αa である．パラメータベクトル a の事前分布には，(9) 式で

定義される退化した正規分布，σ2 に対しては一様分布を仮定した．このとき，L(a, σ2|λ) =
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図 2: g(x) = 1− 48x+ 218x2 − 315x3 + 145x4

∑n
α=1 log f(yα|xα;a, σ

2)/n+ log π1(a|λ)/n のモードとして与えられる â, σ̂2 に基づく統計モデ

ル f(yα|xα; â, σ̂
2) を評価するための GBIC は次式で与えられる．

GBIC = ||y − Bâ||2/σ̂2 + n log(2πσ̂2)

+nλâ′D′
kDkâ + k logn− (m− k) log λ

+ log

∣∣∣∣ 1

nσ̂2
(B′B + nλσ̂2D′

kDk)

∣∣∣∣ − log |D′
kDk|+ − k log(2π).

提案するモデル評価規準 GBIC と従来の方法を平滑化パラメータの選択を通して比較検討す

る．ここでは，選択した平滑化パラメータの標準偏差と，推定曲線と真の曲線との平均二乗誤

差に基づく比較を行う．

各点 xα における条件付き期待値 µα = E[Yα|xα] の予測値 ŷα は，

S = B(B′B + nσ̂2λD′
kDk)

−1B′

と定義されるB-スプライン非線形回帰モデルのハット行列 S に対して ŷ = Sy と表せる．こ

のとき，平滑化パラメータ選択で用いられる従来の規準として，次のようなものが挙げられて

いる．
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1. 交差検証法 (CV):

CV =
1

n

n∑
α=1

(
yα − ŷα

1− Sαα

)2

.

ただし，Sαα はハット行列 S の第 α 対角成分である．

2. 一般化交差検証法 (GCV, Craven and Wahba, 1979): 交差検証法において，Sαα を S の対

角成分の平均である trS/n で置き換えたものに相当し次式で与えられる．

GCV =
1

n

n∑
α=1

(
yα − ŷα

1− trS/n

)2

.

3. 赤池のベイズ型情報量規準 (ABIC, Akaike, 1980):

ABIC = (n− k) log(2πσ̂2)− (m− k) log(nβ)− log |D′
kDk|+

+ log |B′B + nβD′
kDk|+ n− k

で与えられる．ただし，β = σ̂2λ, σ̂2 = (||y − Bâ||2 + nβâ′D′
kDkâ)/(n− k), â = (B′B +

nβD′
kDk)

−1B′y である．

4. 修正AIC (mAIC, Eilers and Marx, 1996):

mAIC = −2
n∑

α=1

log f(yα|xα; â, σ̂
2) + 2(trS + 1).

ただし，â, σ̂2 は罰則付き最尤推定値である．

5. スプライン情報量規準 (SPIC, 井元・小西, 1999b):

SPIC = −2
n∑

α=1

log f(yα|xα; â, σ̂
2) + 2tr

(
Îλ,mĴ

−1
λ,m

)
.

ただし，Îλ,m と Ĵλ,m は (m + 1)× (m + 1) 次行列で次式で与えられる．

Îλ,m =
1

n

n∑
α=1

∂ψα(a, σ
2)

∂θ

∂ log f(yα|xα;a, σ
2)

∂θ′

∣∣∣∣∣
θ=

ˆθ
, Ĵλ,m = − 1

n

n∑
α=1

∂2ψα(a, σ
2)

∂θ∂θ′

∣∣∣∣∣
θ=

ˆθ

ψα(a, σ
2) = log f(yα|xα;a, σ

2)− λa′D′
kDka/2, θ = (a′, σ2)′

また，BIC の第 2項 (パラメータ数) を trS で置き換えた次式で与えられる修正 BIC (mBIC)

も比較対象として用いた．

mBIC = −2
n∑

α=1

log f(yα|xα; â, σ̂
2) + (trS + 1) logn.
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表 1: g(x) = e−3x sin(3πx), r = 0.7, n = 50

GBIC CV GCV mAIC SPIC ABIC mBIC

平均 (×10−4) 4.15 3.07 4.05 3.15 2.12 4.64 7.88

分散 (×10−3) 1.72 1.84 1.85 1.87 1.95 1.73 1.89

平均二乗誤差 2.05 2.06 2.06 2.06 2.06 2.05 2.05

表 2: g(x) = e−3x sin(3πx), r = 1.0, n = 50

GBIC CV GCV mAIC SPIC ABIC mBIC

平均 (×10−5) 6.25 6.22 8.44 6.70 3.89 7.42 15.6

分散 (×10−4) 3.49 3.61 3.61 3.62 3.69 3.50 3.70

平均二乗誤差 2.04 2.04 2.04 2.04 2.04 2.04 2.03

表 3: g(x) = e−3x sin(3πx), r = 0.7, n = 100

GBIC CV GCV mAIC SPIC ABIC mBIC

平均 (×10−4) 1.91 1.60 2.10 1.85 1.35 2.10 5.32

分散 (×10−4) 8.37 8.93 8.91 8.91 9.04 8.41 9.70

平均二乗誤差 0.0111 0.0112 0.0112 0.0112 0.0112 0.0111 0.0112

表 4: g(x) = 1− 48x + 218x2 − 315x3 + 145x4, r = 0.5, n = 50

GBIC CV GCV mAIC SPIC ABIC mBIC

平均 (×10−4) 7.97 5.48 7.71 6.11 4.07 8.88 16.4

分散 0.0468 0.0514 0.0510 0.0516 0.0541 0.0469 0.0516

平均二乗誤差 0.344 0.348 0.348 0.348 0.351 0.344 0.349

表 5: g(x) = 1− 48x+ 218x2 − 315x3 + 145x4, r = 0.2, n = 100

GBIC CV GCV mAIC SPIC ABIC mBIC

平均 (×10−4) 5.90 4.28 4.95 4.43 3.21 6.15 15.9

分散 0.0366 0.0404 0.0398 0.0401 0.0415 0.0366 0.0416

平均二乗誤差 0.498 0.502 0.501 0.501 0.503 0.498 0.502
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5 考察

1. 情報量規準に基づいた規準 SPIC では選択される平滑化パラメータの値が他の規準による

ものより小さくなる傾向がある．

2. mBIC では，選択される平滑化パラメータの値が大きい．このことから，mBIC で選ばれ

る曲線は平滑化がよく効いていることがわかる．

3. データ数 n = 100 では，真の曲線との平均二乗誤差は選択規準による差がほとんどない．

4. 提案した規準 GBIC は，選択される平滑化パラメータの変動を表す分散と真の曲線との平

均二乗誤差が他の規準と比べて小さくなっている．ゆえに，データ発生による誤差の影響

をあまり受けず，安定した曲線の推定を行うことと，得られた曲線は真の曲線との誤差も

小さいということがわかった．
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