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1.はじめに

観測値が多母集団から得られるとき，母集団間にどの程度違いがあるか興味がある．次元はその差
異を表し，判別関数の立場では線形判別関数の数に相当する．多変量分散分析の次元に関する検定は，
通常，多変量正規母集団の仮定のもとで考えられており，代表的な検定方式として尤度比 (LR) 型，
Lawley-Hotelling(LH)型，Bartlett-Nanda-Pillai(BNP)型があげられる．しかし，これらの帰無分布
は局外母数に依存しており，小標本のときその影響が大きくなる．Schott[1]は LR型，LH型につい
て，帰無分布に対する上限を導出した．本報告では Schottの結果を elliptical母集団において拡張し，
上記 3タイプについて帰無分布に対する上界を与える．さらに contaminated正規母集団の下で，LR

型，LH型における上限を与える．

2 Elliptical分布

p変量確率ベクトルxの特性関数が次式であたえられるとき，xの分布を elliptical分布とよび．x �
ECp(�;
;  ) と書く．

�x(t) = exp(it0�) (t0
t)

ここに，t : p� 1は変数ベクトル，� : p� 1，
 : p� pはパラメータ， は実関数で分布によって定
まる．確率密度関数が存在するならば

f(x) = Cpj
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という形をしている．ここに Cpは正規化定数，gは非負の実関数であり に依存する．xの平均ベクト
ル，分散共分散行列はそれぞれ E(x) = �; V (x) = �2 0(0)
 である．正規分布以外の elliptical分
布の例として次の 2つをあげておく．
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(ii)多変量 t分布

f(x) =
�
�
2�(�+p

2
)

�
p

2�(�
2
)
j
j� 1

2 f� + (x� �)0
�1(x� �)g��+p

2 (� :自然数)

3 多変量分散分析における次元検定

第 i母集団の j番目の個体の観測値を表わすp変量確率ベクトルをyij(i = 1; � � � ; k ; j = 1; � � � ; ni ; n1+
� � �+ nk = n)とし，平均ベクトルを�i，共分散行列を�とする．ただし�i，�は未知である．
np次ベクトルy = (y011; . . . ;y
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に変換する．ここに，~y = (~y01; . . . ; ~y
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集団間の変動行列�，群内標本変動行列E，群間標本変動行列Hはそれぞれ� =
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i となる．��
�1の固有値を�1 � � � � � �pとすると，「次元= s」という

仮説は
Hs : �1 � � � � � �s > �s+1 = � � � = �p = 0

と表現できる．帰無仮説Hsの本質的な部分は�s+1 = � � � = �p = 0であり，�1; . . . ; �s は局外母数であ
る．Hsの検定を行うための基準はHE�1の固有値 l1 > � � � > lp(> 0)の内の p� s個の小さい方の固
有値 ls+1; . . . ; lpの関数として与えられ，
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が代表的であるが，これらの帰無分布は局外母数に依存する．そこで，局外母数の影響を受けない検
定方式を求める必要がある．

4. Elliptical母集団での上界

正規母集団の下における，Schott[1]の手法を用いることにより，上記 3タイプに関して，帰無分布
に対する上界を導出する．

定理 1
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iとし，WHWE
�1の固有値を w1 > � � � > wp�s(> 0)とする．

このとき
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とすると，任意の�1; . . . ; �sに対して

PrfTi > cg � PrfT �i > cg (i = 1; 2; 3) (3)

が成り立つ．

5. Contaminated正規分布の下での上限

Elliptical母集団の内，第 2節であげた contaminated正規母集団に限定して議論をすると，次の定
理 2より，( 3)の左辺の確率が右辺の確率に達するための条件が与えられる．

定理 2

母集団分布として contaminated正規分布を仮定する．すなわち，y : np� 1 = (y01; . . . ;y
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とする．また定理 1のz : (n� 1� s)(p� s)� 1 = (z01; . . . ; z
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とする．このとき，Ti; T �i (i = 1; 2)に対して

lim
�1;...;�s!1

PrfTi > cg = PrfT �i > cg (i = 1; 2) (4)

が成り立つ．ここに，Ti; T �i (i = 1; 2)は ( 1)( 2)で与えられるものである．
　
定理 1,2より次の結果が得られる．

定理 3

母集団分布として contaminated正規分布を仮定したとき，

supPrfTi > cg = PrfT �i > cg (i = 1; 2) (5)

が成り立つ．

6. まとめ

Elliptical 母集団下において，Schott[1] の手法を用いることにより，Tiの帰無分布に対する上界
T �i (i = 1; 2; 3)を導出した．T �i (i = 1; 2; 3)の帰無分布は局外母数の影響を受けない．特に contami-

nated正規母集団の下では，LR型，LH型の上界は上限であることが言えた．他の elliptical分布に
関する上限の導出に関しては，違う手法を検討する必要があるようである．
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