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1 はじめに

主成分分析は，本来は因子分析とは異なる目的のための手法であるが，因子分析的に

用いられることが多い．そのとき，相関行列 (または分散共分散行列)の固有根の大きい

方から対応する固有ベクトルから計算した「因子負荷」を“順に ”解釈しようとするこ

とが多い．ここでは，その手順を機械的に適用すると不適切となる例を提示する．

このため，p次元データxが因子分析の模型x = µ+Λf + uに従うと仮定する．ただ

し Λは p行k列の因子負荷行列である．xの母分散共分散行列Σは，E{f} = 0, E{u} =
0, E{fu0} = O, E{uu0} = Ψ(対角行列)という仮定のもとで，Σ = ΛΛ′ + Ψとなる．

D =diag Σとおき，D−1/2Λ, D−1/2ΨD−1/2を改めてΛ, Ψとそれぞれ書くことにすると，

母相関行列 P は P = ΛΛ′ +Ψと表される．

Θを対角成分に P の固有根を大きさの順に並べた対角行列，Qをその固有値に対応す

る長さが１の固有ベクトルを並べた直交行列とすると，Q′PQ = Θ なので，

P = QΘQ′ = (QΘ1/2)(QΘ1/2)′ = Λ̃Λ̃′ + E

となる．ただし，Λ̃はQΘ1/2のはじめのm列で構成された行列であり，主成分分析で計

算したm因子の“因子負荷行列”とよばれる．

以下の議論では，Λは一意に定まるための Andersonと Rubin(1956; Theorem 5.1)が

与えた十分条件を満たし diag(I −ΛΛ′)が正定値になるように与えて，Ψ =diag(I −ΛΛ′)

として P を定める．ここで Iは単位行列である．そして Λ̃が Λを近似できているかを調

べる．
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2 数値例

固有根の大きい方から対応する固有ベクトルから計算した「因子負荷」を“順に ”解

釈すると不適切である例を掲げる．これは Sato(1992)の Table 6.1で与えられた例の拡

張である．

Λ =




x 0

x 0

.75 .15

.75 .15

.75 −.15

.75 −.15




= (λ1, λ2) とおく．

(1) Λ̃の第２列が λ2を反映している場合 (2) Λ̃の第３列が λ2 を反映している場合

x = .72のとき． x = .69 のとき．

Λ̃ =




.777 .0 .491 .394

.777 .0 −.491 .394

.793 .355 .0 −.193

.793 .355 .0 −.193

.793 −.355 .0 −.193

.793 −.355 .0 −.193




. Λ̃ =




.754 .512 .0 .411

.754 −.512 .0 .411

.792 .0 .355 −.196

.792 .0 .355 −.196

.792 .0 −.355 −.196

.792 .0 −.355 −.196




.

固有根: 3.723 .505 .482 .460 固有根: 3.650 .524 .505 .491

(3) Λ̃の第４列が λ2を反映している場合

x = .66のとき．

Λ̃ =




.732 .531 .427 .0

.732 −.531 .427 .0

.792 　.0 −.197 .355

.792 　.0 −.197 .355

.792 　.0 −.197 −.355

.792 　.0 −.197 −.355




.

固有根: 3.579 .564 .521 .505

xがわずかに変化しただけで，(1), (2), (3)の場合に分かれる．また，P の第２固有根

θ2はいずれの場合も１より小さいが，(1)の場合よりも (2)や (3)の場合の方が θ2が大き

いことに注意したい．
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3 解析的な結果

ここでは因子負荷行列として，

Λ =




x 0

x 0

b a

b a

b −a

b −a




= (λ1, λ2) を扱う．ただし，0 < x < 1, −1 < b < 1, b �= 0,

a > 0, a2 + b2 < 1とする．

P = ΛΛ′ + diag(I − ΛΛ′) の固有根ϕ1, . . . , ϕ6は

ϕ1 = 1 + (−a2 + 3b2 + x2 +
√
(−a2 + 3b2 + x2)2 + 4x2(a2 + 5b2) )/2 > 1,

　ϕ2 = 1 + 3a2 − b2,

ϕ3 = 1− x2 < 1,

　ϕ4 = 1 + (−a2 + 3b2 + x2 −
√
(−a2 + 3b2 + x2)2 + 4x2(a2 + 5b2) )/2 < 1,

　ϕ5 = ϕ6 = 1− a2 − b2 < 1

である．

ϕ1, . . . , ϕ4が重根でないときには，長さを１としていない対応する固有ベクトルγ1,. . . ,γ4

は，

(γ1 γ2 γ3 γ4) =




s 0 1 t

s 0 −1 t

1 1 0 −1
1 1 0 −1
1 −1 0 −1
1 −1 0 −1




,

ただし

s =
x(a2 + 5b2 + x2 +

√
a4 + 9b4 + 26b2x2 + x4 + a2(−6b2 + 2x2) )

b(−a2 + 3b2 + 3x2 +
√

a4 + 9b4 + 26b2x2 + x4 + a2(−6b2 + 2x2) )
,

t =
x(a2 + 5b2 + x2 −

√
a4 + 9b4 + 26b2x2 + x4 + a2(−6b2 + 2x2) )

b(a2 − 3b2 − 3x2 +
√

a4 + 9b4 + 26b2x2 + x4 + a2(−6b2 + 2x2) )

と表される．
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ϕ2に対応する固有ベクトル γ2 が λ2を反映しているので ϕ2の順位を調べると，次の

結果が得られる．

(1) |b| ≤ √
3a のとき，ϕ2は第 1または第 2固有根である．

(2) |b| >
√
3aのとき，

(2-1) b2 − 3a2 < x2であれば，ϕ2は第 2固有根である．

(2-2)
(b2 − a2)(b2 − 3a2)

a2 + b2
< x2 < b2 − 3a2 であれば，ϕ2は第 3固有根である．

(2-3) x2 <
(b2 − a2)(b2 − 3a2)

a2 + b2
であれば，ϕ2は第 4固有根である．

(2-4) ϕ2は第 5および第 6固有根にはならない．
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