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1 はじめに

データ Xn = {x1, . . . , xn}の関数 H0(Xn)で 0か 1を値に取るものを考える．(例 1) x̄ = (x1 +
· · ·+ xn)/n ≤ 0の時H0(Xn) = 1，x̄ > 0の時H0(Xn) = 0．(例 2) 哺乳類の DNA配列データ Xnを

クラスタ分析して得られた系統樹がウサギとマウスの単系統を支持するときH0(Xn) = 1，そうでな
い時 H0(Xn) = 0．我々が本当に知りたいのは n → ∞の極限で H0(Xn)の取る値 H0(X∞)とする．
ところがデータ Xnにはバラツキがあるから H0(Xn)の値もバラツキがある．仮に H0(Xn) = 0とい
う観測値が得られたからといって必ずしも H0(X∞) = 0とは限らない．そこで，H0(X∞) = 1を帰
無仮説，H0(X∞) = 0を対立仮説とした検定を考え，帰無仮説が棄却されたときH0(X∞) = 0であっ
たと判断する．検定の確率値 p(Xn)は 0から 1の間の実数を値に取り，

Pr{p(Xn) < α} ≤ α, H0(X∞) = 1 (1)

及び

Pr{p(Xn) < α} ≥ α, H0(X∞) = 0 (2)

を少なくとも近似的に満たすものを考える．

現実のデータ解析では H0(Xn)は手続き（計算機プログラム）として与えられていて解析的に表現
することが困難な場合が多いが，それでも直ちに適用可能な確率値の計算法を以下で与える．この方

法の特徴の一つは関数H0(Xn)と Xnのリサンプリングを通してのみデータにアクセスすることであ

る．素朴なブートストラップ法やダブルブートストラップ法も同様な特徴をもつが，本方法は素朴な

ブートストラップ法と同じオーダの計算量にもかかわらずダブルブートストラップ法と同じオーダ

の精度が得られる．

2 マルチスケールブートストラップ法

サイズ n のデータ Xn = {x1, . . . , xn} から復元抽出で n1 個取り出した複製データを X ∗
n1

=
{x∗1, . . . , x∗n1

} と書く．普通のブートストラップ法では n1 = n とするが，ここでは n1 を自由に

変える．さらに X ∗
n1
から復元抽出で n2個取り出した複製データを X ∗∗

n2
= {x∗∗1 , . . . , x∗∗n2

}と書く．続
けて X ∗∗

n2
から復元抽出で n3個取り出した複製データを X ∗∗∗

n3
= {x∗∗∗1 , . . . , x∗∗∗n3

}と書く．(n1, n2, n3)
の組み合わせを K 通り与え (n(k)

1 , n
(k)
2 , n

(k)
3 ), k = 1, . . . ,Kと書く．それぞれの組み合わせについて

(X ∗
n1
,X ∗∗

n2
,X ∗∗∗

n3
)を B(k)個生成する．このうちH0(X ∗

n1
) = 1となった回数を C

(k)
1 ，H0(X ∗∗

n2
) = 1と

なった回数を C
(k)
2 ，H0(X ∗∗∗

n3
) = 1となった回数を C

(k)
3 とする．ここで計算した複製の総数と H0(·)

の評価回数は 3
∑K

k=1 B
(k)である．

復元抽出のバラツキにより各 C
(k)
3 は 2 項分布に従うが，B(k) → ∞ の時の C

(k)
3 /B(k) →

π3(n/n
(k)
1 , n/n

(k)
2 , n/n

(k)
3 )と書くことにする．同様に，π1(n/n

(k)
1 )，π2(n/n

(k)
1 , n/n

(k)
2 )を定義する．

これらの関数 πi(·)と確率値の関係が以下で与えられる．
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3 近似的に不偏な検定

適当な未知の非線形変換 y = f(Xn)が存在して，r次元ベクトル y = (y1, . . . , yr)の確率分布が指
数型分布族 y ∼ exp(θiyi − ψ(θ)− h(y)) であると仮定する．期待値パラメタ ηi = ∂ψ/∂θiを用いて

H0(X∞) = 1となる領域が H0 = {η = (η1, . . . , ηr) | ηr ≤ −dabηaηb − eabcηaηbηc}と書けると仮定
する．ただし添え字 a, b, cは 1, . . . , r− 1を動く．ここでポテンシャル φ(η) = maxθ{θiηi − ψ(θ)}が
∂φ/∂ηi|0 = 0，∂2φ/∂ηi∂ηj|0 = δij を満たし，データ y = (0, . . . , 0, λ)を観測したと仮定しても一般
性を失わない．このとき O(n−3/2)の誤差で以下が成り立つ．

π3(τ1, τ2, τ3) = 1− Φ
{
γ1T0

(
1 + γ3T1 + 4γ2

3T
2
1 + γ5T2 + γ6T3

)

−(γ1T0)−1
(
γ2 + γ3T1 + 7γ2

3T
2
1 + γ4T1 + 3γ5T2 + 3γ6T3

)}
. (3)

ただし T0 = (τ1 + τ2 + τ3)−1/2, T1 = (τ1τ2 + τ2τ3 + τ3τ1)T 4
0 , T2 = (τ1τ2τ3 + τ2

2 τ3 + τ2
1 (τ2 + τ3))T 6

0 ,
T3 = (τ1τ2τ3)T 6

0 . 係数 γ1, . . . , γ6は φijk = ∂3φ/∂ηi∂ηj∂ηk|0, φijkl = ∂4φ/∂ηi∂ηj∂ηk∂ηl|0として

γ1 = λ+
1
3
λ2φrrr + λ3

{
−1
8
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1
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}

γ2 = λ
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}
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1
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γ3 = −1
6
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1
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8
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γ4 = λ2
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1
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γ5 = λ2
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.

一般に λ = O(1), dab = O(n−1/2), φijk = O(n−1/2), φijkl = O(n−1)であるから，係数は γ1 = O(1),
γ2, γ3 は O(n−1/2)，γ4, γ5, γ6は O(n−1)である．マルチスケールブートストラップで求めた C

(k)
3 ,

k = 1, . . . ,Kに π3(τ1, τ2, τ3)の当てはめを行い，係数 γ1, . . . , γ6を推定することができる．そして

p(y) = 1− Φ
{
γ1

(
1 + γ3 + 4γ2

3 + γ6
)
+ γ−1

1

(
γ2 + γ2

3/2 + γ4 + γ5
)}

(4)

で与えられる確率値は (1)と (2)を O(n−3/2)の誤差で満たす．なお π1(τ1) = π3(τ1, 0, 0) = 1 −
Φ(γ1/

√
τ1−(γ2/γ1)

√
τ1), π2(τ1, τ2) = π3(τ1, τ2, 0)からも部分的な情報が得られる．例えば C

(k)
2 を用い

て γ1, γ2, γ3が推定できるのでO(n−1)の誤差の確率値が得られる．特に yが正規なら γ3 = · · · = γ6 = 0
なので C(k)

1 だけでO(n−3/2)の誤差の確率値が得られる．この正規の場合では，文献 [1]と [2]に π1(τ1)
と p(y)に結びつく結果があり，[3]でマルチスケールブートストラップを提案し，[4]で計算機プログ
ラムを一般公開した．
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