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1 序

1977年に Pocockが提案した「群逐次検定」は，ある程度の例数が集積される毎に逐次検定を行い，
データ集積途中であっても有意差がみられたらデータ収集を中止するとともに，帰無仮説を棄却する
方法論である．「群逐次検定」の主な応用場面には，臨床試験における中間解析があり，「群逐次検定」
における中止規準を試験の中止・継続の判断材料としている実例が多くみられる．「群逐次計画」に関
する方法論のトピックの１つとしては，検定を繰り返し行うことに対する第一種の過誤確率の制御が
ある．各解析時点における棄却限界値の具体的な計算方法は，１）recursive integration，２）多変量
正規分布の数値積分を用いる方法の２つに大別でき，検定統計量の列が独立増分構造を持つ場合には，
１）の recursive integrationを用いることで，また，検定統計量の列が独立増分構造を持たない場合で
あっても，多変量正規分布となる場合には２）の多変量正規分布の数値積分ルーチンが利用できる．こ
れまでに，正規応答などの単純な状況をはじめとして，生存時間データや多重エンドポイントのデー
タを扱うような複雑な試験デザインに対し，検定統計量の列が独立増分構造を持つこと，あるいは検
定統計量の列の同時分布が多変量正規分布に収束することが示されており，いろいろな試験デザイン，
いろいろな検定統計量に対して，第一種の過誤が名目有意水準に制御できることが示されている．
分布関数についてのノンパラメトリック検定の１つであるコルモゴロフ・スミルノフ検定について

は，検定統計量の漸近分布が正規分布に収束しない，また独立増分が成立しているとも考えがたく，
これまで提案されてきた方法では，棄却限界値の列は算出できない．従って，コルモゴロフ・スミル
ノフ検定を用いて群逐次検定を実施する場合には，新たな方法論が必要となる．

Hu and Lagakos (1999)は，観測データが有限次元の母数によって記述される確率変数ではなく，観
測データが確率過程としてあらわされる場合に，その平均値関数の信頼帯を群逐次デザインにおいて
求める方法，“繰り返し信頼帯”を提案した．繰り返し信頼帯は以下のように定義される，

Pr{µ(·) ∈ Bk, for 1 ≤ k ≤ K} ≥ 1 − α,

ここで µ(·)は平均値関数，K は予定している最大の解析回数，また，Bk は k回目の解析における信
頼帯を表す．繰り返し信頼帯を用いて群逐次検定を行う手順は以下の通りである．

• k回目の解析において

– 信頼帯 Bk が帰無の平均値関数，µ0(·)，を含まない場合，帰無仮説，H0 : µ(·) = µ0(·) を
棄却し，データ観測を中止する．

– 信頼帯 Bk が帰無の平均値関数，µ0(·)，を完全に含んでいる場合，データ観測を継続する．

• 最終解析（K 回目の解析）において
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– 信頼帯 BK が帰無の平均値関数，µ0(·)，を含まない場合，帰無仮説，H0 : µ(·) = µ0(·)を
棄却する．

– 信頼帯 BK が帰無の平均値関数，µ0(·)，を完全に含んでいる場合，帰無仮説，H0 : µ(·) =
µ0(·) を受容する．

本発表では，このアプローチを分布関数に対して応用し，コルモゴロフ・スミルノフ検定を用いた
群逐次検定方式および実データに対する適用例を示す．

2 解析方法

2.1 プロトタイプケース

Xi,X2, . . . ,Xn を同一の分布関数 F から得られた独立な確率変数とする．このとき，経験分布関
数は，

Fn(t) ≡ 1
n

n∑
i=1

1[Xi ≤ t], (1)

となり，帰無仮説H0 : F (·) = F0(·)に対して，コルモゴロフ・スミルノフ検定の検定統計量は，

Z = sup
t

√
n|(Fn(t) − F0(t))|, (2)

であらわされる．
この検定統計量を用いた群逐次検定を考える．まず，試験途中の解析も含め，全部でK回の解析を
行うとする．また，各々の解析時点を T1 < T2 < · · · < TKで表す．群逐次検定においては，終了時ま
でに観測されるデータのうちのいくつかのデータは途中の解析時点でまだ観測されていない．従って，
k回目の解析時点 Tkにおける経験分布関数を以下のように表す，

Fn(Tk, t) =
∑n

i=1 1[Si ≤ Tk] × 1[Xi ≤ t]∑n
i=1 1[Si ≤ Tk]

. (3)

ここで，Si は Xiが実際に観測された時間を表す．なお，Siと Xiは互いに独立とする．
このとき，K-次元確率過程,


Gn(T1, t)
Gn(T2, t)

...

Gn(TK , t))


 ≡




√
n(Fn(T1, t) − F (t))√
n(Fn(T2, t) − F (t))

...√
n(Fn(TK , t) − F (t)))


 (4)

は，平均 0，共分散関数，

n
∑n

i=1 1[Si ≤ Tk]1[Si ≤ Tl]∑n
i=1 1[Si ≤ Tk]

∑n
i=1 1[Si ≤ Tl]

F (s)[1 − F (t)], for s < t. (5)

の K-次元ガウシアンプロセスに弱収束する．
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群逐次コルモゴロフ・スミルノフ検定の検定統計量の列を，

(sup
t

|Gn(T1, t)|, sup
t

|Gn(T2, t)|, . . . , sup
t

|Gn(TK , t)|). (6)

であらわす．このとき検定の第一種の過誤確率を αに制御するためには，以下を満足する定数の列，
c1, . . . , cK ,を定め，それを各解析時点における棄却限界値とすればよい．

Pr[sup
t

|Gn(Tl, t)| ≤ cl for 1 ≤ l ≤ k − 1 and sup
t

|Gn(Tk, t)| > ck] = πk for k = 1, . . . ,K, (7)

ここで
∑K

k=1 πk = αである．
しかしながら，検定統計量の列は独立増分構造をもつとは考えがたく，また，supt |Gn(Tk, t)|の極
限分布は正規分布とならないため，recursive integration (Armitage et. al (1969))や，多次元正規分布
の多重積分ルーチン (Schervish (1984))は利用できない．従って，各解析時点における棄却限界値を解
析的に算出するのは非常に困難となる．そこで，Hu and Lagakos (1999)の方法を応用して，Lin, Wei

and Ying (1993)で示された考え方を分布関数に対して適用し，棄却限界値の列をシミュレーションに
より求める方法を以下に示す．

命題 1
k = 1, . . . ,K,に対し，

G
L
n(Tk, t) ≡

√
n

[∑n
i=1 1 {Si ≤ Tk} [1 {Xi ≤ t} − Fn(Tk, t)]Zi∑n

i=1 1 {Si ≤ Tk}
]

, (8)

とする．ここで，Zi, (i = 1, . . . , n)は標準正規分布から得られる互いに独立な乱数である．このとき，
データ及びデータが観測された時間 {Xi, Si}の条件付のK-次元確率過程, (GL

n(T1, t), . . . , GL
n(TK , t))′,

は，K-次元ガウシアンプロセスに弱収束し，その平均値関数，共分散関数は (Gn(T1, t), . . . , Gn(TK , t))′

と極限と同一となる．

c1, . . . , cK の具体的な算出アルゴリズムは以下の通り．

1. 各解析時に消費する第一種の過誤確率 π1, . . . , πK の列及びサンプルサイズ, n,を遅くとも１回目
の解析を実施する前までに定める．

2. 標準正規分布からの乱数，Z1, . . . , Zn, をそれぞれ独立に全部でM 組発生させる．
3. 第１回目の解析, k = 1,において，乱数にもとづいて発生させたM 本のサンプルパス，G

L
n(T1, t),

それぞれについて，supt |GL
n(T1, t)| の値を計算し，その 1− π1 %点を得る．それが１回目の解析

の棄却限界値, c1,となる．このとき，シミュレーションにより発生したサンプルパス，G
L
n(T1, t),

がどこかで c1を超える頻度は，丁度 π1M となる．
4. 第２回目の解析, k = 2,において，第1回目と同じ手順で発生した各 の々サンプルパス，G

L
n(T1, t)お

よび G
L
n(T2, t),から supt |GL

n(T2, t)|の値を計算し，supt |GL
n(T1, t)|が c1を超えず，supt |GL

n(T2, t)|
が c2 を超える頻度が丁度 π2Mとなる値，c2を求める．c2が２回目の解析における棄却限界値と
なる．

5. ３回目以降についても同様の手順で，乱数により発生したサンプルパス，G
L
n(T1, t), GL

n(T2, t), GL
n(T3, t),

　から順次算出する．

上記の手順で得られた棄却限界値の列を使用し，ある kで Gn(Tk, t)の実現値が ckを超えたら，H0

は棄却されるとする．こうして，群逐次コルモゴロフ・スミルノフ検定の第一種の過誤が αに制御さ
れる．
ここでは，検定に関心があるので，信頼帯には主要な関心はないが，分布関数F (·)について，1−α

水準の繰り返し信頼帯は，以下で表される．

Bk ≡
{

ν(·) : ν(t) ∈
[
max{0, F̂n(Tk, t) − ck√

n
},min{F̂n(Tk, t) +

ck√
n

, 1}
]}

, k = 1, . . . ,K. (9)
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2.2 ２標本の場合

２群の場合の分布関数の比較を考える．X1, . . . ,Xm を分布関数 F に従う互いに独立な確率変数，
Y1, . . . , Yn を分布関数Gに従う互いに独立な確率変数とする．このとき，コルモゴロフ・スミルノフ
検定の検定統計量は，

DFG ≡ sup
t

(
mn

m + n

)1/2

|Fm(t) − Gn(t)|,

ここで Fm(t) = 1
m

∑m
i=1 1[Xi ≤ t] ，Gn(t) = 1

n

∑n
i=1 1[Yi ≤ t]である．

プロトタイプケースと同様に，全部で K 回の解析を行うこととし，以下で表されるK 次元確率過
程を考える． 


M(T1, t)
M(T2, t)

...

M(TK , t)


 ≡




√
n

m+nG
X
m(T1, t) −

√
m

m+nG
Y
n (T1, t)√

n
m+nG

X
m(T2, t) −

√
m

m+nG
Y
n (T2, t)

...√
n

m+nG
X
m(TK , t) −

√
m

m+nG
Y
n (TK , t)




(10)

ここで，G
X
m(Tk, t) =

√
m(Fm(Tk, t) − F (t)) ，G

Y
n (Tk, t) =

√
n(Gn(Tk, t) − G(t))であり，Fm(Tk, t)

及び Gn(Tk, t)は，それぞれ k回目の解析時における経験分布関数である．
G

X
n (Tk, t)と G

Y
m(Tk, t)はともに，平均 0のガウシアンプロセスに弱収束し，その共分散関数はそれ

ぞれ，F (s)[1−F (t)] ，G(s)[1−G(t)] となる (s < t)．従って，帰無仮説 H0 : F (·) = G(·)の下では，
(M(T1, t), M(T2, t), . . . , M(TK , t))′ も平均 0のK-次元ガウシアンプロセスとなり，その共分散関数は，

nCov(GX
m(Tk, s), GX

m(Tl, t)) + mCov(GY
n (Tk, s), GY

n (Tl, t))
m + n

, (11)

となる．ここで，

Cov(GX
m(Tk, s), GX

m(Tl, t)) =
m

∑m
i=1 1[Si ≤ Tk]1[Si ≤ Tl]∑m

i=1 1[Si ≤ Tk]
∑m

i=1 1[Si ≤ Tl]
F (s)[1 − F (t)], for s < t,

また，

Cov(GY
n (Tk, s), GY

n (Tl, t)) =
n

∑n
i=1 1[Si ≤ Tk]1[Si ≤ Tl]∑n

i=1 1[Si ≤ Tk]
∑n

i=1 1[Si ≤ Tl]
G(s)[1 − G(t)], for s < t.

である．
プロトタイプケースと同様のシミュレーションの方法を用いて，各k = 1, . . . ,Kに対して，G

X
n (Tk, ·)，

G
Y
m(Tk, ·)のサンプルパスを発生することが可能となる．従って，帰無仮説下における M(Tk, ·) のサ
ンプルパスを発生できる．

M
L(Tk, t) ≡

(
mn

m + n

)1/2 [{∑m
i=1 1{Si ≤ Tk}[1{Xi ≤ t} − Fm(Tk, t)]ZX

i∑m
i=1 1{Si ≤ Tk}

}

−
{∑n

j=1 1{Sj ≤ Tk}[1{Yj ≤ t} − Gn(Tk, t)]ZY
j∑n

j=1 1{Sj ≤ Tk}

}]
,

とする．ここで，ZX
i と ZY

j はともに，標準正規分布から発生される互いに独立な乱数である．このとき，
帰無仮説下において，K-次元確率過程，(ML(T1, t), . . . , ML(TK , t))′ は，各々のデータおよびそのデー
タの観測時間 {Xi, Si}, i = 1, . . . ,m and {Yj , Sj}, j = 1, . . . , n，の条件付で，(M(T1, t), . . . , M(TK , t))′

と同一の極限に弱収束する（m,n → ∞）．
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群逐次コルモゴロフ・スミルノフ検定統計量は，

DFG = sup
t

(
mn

m + n

)1/2

|Fm(t) − Gn(t)| = sup
t

|M(Tk, t)|. (12)

のようにあらわされるので，(ML(T1, t), . . . , ML(TK , t))′ を用いて，シミュレーションにより発生さ
れたサンプルパスから，群逐次コルモゴロフ・スミルノフ検定統計量の帰無仮説下, H0 : F (·) = G(·),
での分布が得られる．
従って，プロトタイプケースと同様のアルゴリズムを用いて，群逐次コルモゴロフ・スミルノフ検
定について，以下の条件を満足する棄却限界値の列を得ることができる．

Pr[sup
t

|M(Tl, t)| ≤ cl for 1 ≤ l ≤ k − 1 and sup
t

|M(Tk, t)| > ck] = πk for k = 1, . . . ,K, (13)

ここで，
∑K

k=1 πk = α. もし，検定統計量の実現値, D̂FG(Tk),がある解析時点においてその時点にお
ける棄却限界値を超えれば，帰無仮説を棄却する．

ここでの主な関心は検定であるが， F (·)−G(·)について，(1−α) 水準の信頼帯も，上記の棄却限
界値を用いて得られる．k回目の解析時における信頼帯は以下のように表される．

Bk =
{

ν(·) : ν(t) ∈
[
F̂m(Tk, t) − Ĝn(Tk, t) − ck

√
mn

m + n
, F̂m(Tk, t) − Ĝn(Tk, t) + ck

√
mn

m + n

]}
(14)

2.3 群逐次検定実施後（試験終了後）の解析）

帰無仮説下における群逐次の検定統計量の分布が得られるので，群逐次コルモゴロフ・スミルノフ検
定についても，p値は容易に得ることができる．群逐次検定を実施する場合には，終了時の統計量とし
て２つの確率変数が存在することとなる．１つは終了時点の解析回数（stopping time, T ∗) ，もう１つ
は終了時点での検定統計量 (Z∗

T ∗)である．通常これら２つの確率変数 (T ∗, Z∗
T ∗) を terminal statistics

と呼ぶ．従って，p値を定義するためには，この確率変数の空間について順序付けを行う必要がある．
順序付けに基づく terminal statisticsの大小関係を記号 � であらわすと，p値は以下のように定義さ
れる．

p-value ≡ Pr{(T ∗, Z∗
T ∗) � (t∗, z∗t∗)|H0}, (15)

ここで，記号� は，定義された順序付けに基づく大小関係を表し，(t∗, z∗t∗)は，terminal statistics の
実現値を表す．
これまでにいろいろな順序付けが提案されているが，ここでは，Tsiatis, Rosner and Mehta (1984)

により提案された stage-wise orderingを適用することとする．Stage-wise ordering は以下のように定
義される．

T1 > T2 → (T1, ZT1) � (T2, ZT2)

T1 = T2 and ZT1 > ZT2 → (T1, ZT1) � (T2, ZT2)

T1 = T2 and ZT1 < ZT2 → (T1, ZT1) � (T2, ZT2)

T1 < T2 → (T1, ZT1) � (T2, ZT2)
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3 解析例

具体的な解析例として，痛みの尺度として用いられる Visual Analog Scale (VAS)データに対して群
逐次コルモゴロフ・スミルノフ検定を適用した結果を示す．VASは，10cmの直線の左端に，“no pain”，
右端に “worst imaginable pain”と記載された痛みを測定する尺度として用いられる．患者は，痛みの強
度に応じて，直線上の１箇所に印をつける．データとしては，通常左端から印がつけられたところまで
の距離 (cm)，あるいはその距離の 10cmに対する割合 (%)で表される．データの特徴としては，VAS

のとり得る値が，0cm～10cm，あるいは 0%～100%というように，一定の区間に限られる連続データ
となる．このようなデータの特徴として，かならずしも正規分布を仮定することが妥当でない場合が
起こりえると考えられる．すなわち，痛みを抑制する効果が非常に大きい薬剤を検討する場合には，
分布は “no pain”に集中したかなり歪んだものとなると考えられるし，逆に，極めて激しい痛みを対象
として検討する場合には，分布が “worst imaginable pain”にいるかもしれない．今回検討した検定方
式は，このような性質を持つデータを扱う場合に，適切なアプローチの 1つとなり得るのではないか
と考えられる．
データを表 3に示した (Akhtar-Darnesh and Appleton (2000)). 抜歯後に， placeboあるいは parac-

etamoが投与され，痛みの強さが，0, 15, 30, 45, 60, 90 分後に測定された．痛みの経時的プロファィ
ルについて関心がある場合，これらのデータを経時観察データとして解析すべきであるが，方法論の
具体例を示すことを目的として，ここでは，抜歯後 90分の測定値のみに着目して解析した．また，こ
の試験自体は中間解析が実際に行われたわけではないが，途中２回（全３回）の解析を行うことと仮
定し，群逐次コルモゴロフ・スミルノフ検定方式を適用した．

［解析結果は当日発表します］
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Placebo Paracetamol
患者 ID 解析 VAS (90min.) 患者 ID 解析 VAS (90min.)
X-01 1 34 Y-01 1 30
X-02 1 9 Y-02 1 29
X-03 1 31 Y-03 1 3
X-04 1 38 Y-04 1 18
X-05 1 46 Y-05 1 22
X-06 1 0 Y-06 1 26
X-07 1 23 Y-07 1 11
X-08 1 41 Y-08 1 20
X-09 1 38 Y-09 1 20
X-10 1 38 Y-10 1 24
X-11 1 2 Y-11 1 54
X-12 1 39 Y-12 1 27
X-13 2 73 Y-13 2 0
X-14 2 38 Y-14 2 24
X-15 2 25 Y-15 2 5
X-16 2 58 Y-16 2 37
X-17 2 10 Y-17 2 3
X-18 2 46 Y-18 2 28
X-19 2 90 Y-19 2 10
X-20 2 74 Y-10 2 12
X-21 2 32 Y-21 2 15
X-22 2 10 Y-22 2 44
X-23 2 70 Y-23 2 5
X-24 2 86 Y-24 2 19
X-25 3 28 Y-25 2 37
X-26 3 39 Y-26 3 25
X-27 3 16 Y-27 3 12
X-28 3 41 Y-28 3 21
X-29 3 63 Y-29 3 36
X-30 3 0 Y-30 3 36
X-31 3 34 Y-31 3 14
X-32 3 48 Y-32 3 45
X-33 3 42 Y-33 3 18
X-34 3 59 Y-34 3 0
X-35 3 38 Y-35 3 32
X-36 3 43 Y-36 3 60
X-37 3 45 Y-37 3 89
X-38 3 48 Y-38 3 46

Y-39 3 19

表 1: VASデータ (Akhtar-Darnesh and Appleton (2000)から引用). 欠側値は省略した．また，列 ”
患者 ID” と ”解析” は方法論の具体例を示す目的で追記した．
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付 　　録

A 命題１の証明

まず，群逐次検定ではなく，検定を１回しか行わない単純な状況を考える．

A.1 表記法と基礎的な結果

独立同一分布に従う確率変数を Xi,X2, . . . ,Xn で表し，その分布関数を F とする．このとき，経
験分布関数は，

Fn(t) ≡ 1
n

n∑
i=1

1[Xi ≤ t],

で表される．
F が連続分布のとき，経験分布関数について，以下のことが知られている．

Gn(·) =
√

n[Fn(·) − F (·)] ⇒ B0(F (·)), as n → ∞, (16)

ここで B0(·) はブラウン橋を表す．B0(F (·)) の平均値関数は 0，共分散関数は，

Cov[B0(F (s)),B0(F (t))] = F (s)[1 − F (t)], for s < t,

となる．

A.2 シミュレーションメソッド

G
L
n(t) ≡ √

n
n∑

i=1

[1 {Xi ≤ t} − Fn(t)]Zi

n
, (17)

とおく．ここで，Zi, (i = 1, . . . , n)は標準正規分布から得られる互いに独立な乱数である．このとき，
G

L
n は {Xi} の条件付で，Gnと同一の極限に弱収束する．すなわち，

G
L
n |{Xi}(·) ⇒ B0(F (·)),

である．
証明
Functional Central Limit Theorem (Pollard, Ch.10)より，G

L
n(·)|{Xi} はガウシアンプロセスに弱収束

する．また，G
L
n(·)|{Xi}の平均値関数は 0であることは明らか．共分散関数，Cov[GL

n(s), GL
n(t)|{Xi}]

については，

Cov[GL
n(s), GL

n(t)|{Xi}]

= Cov

{
√

n
n∑

i=1

[
1 {Xi ≤ s} − Fn(s)

n

]
Zi,

√
n

n∑
i=1

[
1 {Xi ≤ t} − Fn(t)

n

]
Zi

}

=
1
n

E

[{
n∑

i=1

[1 {Xi ≤ s} − Fn(s)]Zi

}{
n∑

i=1

[1 {Xi ≤ t} − Fn(t)]Zi

}]

=
1
n

E

[
n∑

i=1

[1 {Xi ≤ s} − Fn(s)][1 {Xi ≤ t} − Fn(t)]Z2
i

]
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+
1
n

E


∑

i�=j

[1 {Xi ≤ s} − Fn(s)][1 {Xj ≤ t} − Fn(t)]ZiZj




=
1
n

E

[
n∑

i=1

{1 {Xi ≤ s} 1 {Xi ≤ t} − 1 {Xi ≤ s}Fn(t) − 1 {Xi ≤ t}Fn(s) + Fn(s)Fn(t)}Z2
i

]

=
1
n

[
n∑

i=1

1 {Xi ≤ s} 1 {Xi ≤ t} − nFn(s)Fn(t)

]
E(Z2

i )

→ F (s)[1 − F (t)] in prob. (s < t)

であり，これは，Cov[Gn(s), Gn(t)]の極限の共分散関数と同値となる．

A.3 命題１の証明

上記の証明と同様，命題１についても，Functional Central Limit Theorem (Pollard, Ch.10)から，K-

次元確率過程の各要素，G
L
n(Tk, t)|{Xi, Si}(·)は平均値関数 0のガウシアンプロセスに弱収束する．ま

た，共分散関数，Cov(GL
n(Tk, s), GL

n(Tl, t)|{Xi, Si})は，s < tに対して，

Cov

{√
n

[∑n
i=1 1 {Si ≤ Tk} [1 {Xi ≤ s} − Fn(Tk, s)]Zi∑n

i=1 1 {Si ≤ Tk}
]

,
√

n

[∑n
i=1 1 {Si ≤ Tl} [1 {Xi ≤ t} − Fn(Tl, t)]Zi∑n

i=1 1 {Si ≤ Tl}
]}

→ n
∑n

i=1 1[Si ≤ Tk]1[Si ≤ Tl]∑n
i=1 1[Si ≤ Tk]

∑n
i=1 1[Si ≤ Tl]

F (s)[1 − F (t)] in prob.

となり，Gn(Tk, ·)の極限の共分散関数に一致する．
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