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１ はじめに 
現在、構造変化を含む時系列の分析においては Hamilton(1989)のマルコフ･スイッチン
グ･モデルが主流である(Kim and Nelson(1999)参照)。このモデルは基本的には、ある有限
個の状態の間をマルコフの推移確率をもって、確率的にジャンプすることを考えている。

たとえば、Albert and Chib(1993b)ではレベル、分散の高低を有限の個数(3:高中低)の状態
で分析を行っているが、マルコフの推移確率に従いレベルを三状態に分類したに過ぎない。

すなわち、マルコフ･スイッチング･モデルにおいては、一回離れたある状態に戻ることが

わかる。Hamilton(1989)についても同様で、リセッション時(好況時)の傾きは常にそれぞれ
一定である。これは、マルコフ･スイッチング･モデルにおける欠点の一つであると考えら

れる。これを回避するために、レベルや傾きなどのバリエーションを増やすとそれに応じ

て状態数も増えてしまう。また状態数については、マルコフ･スイッチング･モデルを用い
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て分析をするにあたり何らかの基準による状態数の選択が不可欠である。これは、ノン･ネ

ストのモデルセレクション問題となるので、モデルセレクションの方法に依存してしまう

傾向がある。 
構造変化を伴う時系列データを取り扱うことが出来るオルタナティブ1としてMcCulloch 

and Tsay (1993)、Barnette, Kohn, and Sheather (1993)、 Chen and Tiao (1990)、 Chen 
and Liu (1993)、 De Jong and Penzer (1998)、 Gerlach, Carter, and Kohn (2000)などで
取り上げられている、ダイナミック･ミクスチャー(DM)モデルがある。DMモデルにおいて
重要な考え方は、状態を変化と不変という 2 状態に限定し、ある確率で、隠れている確率
変数が出現するというものである。これにより、前述したマルコフ･スイッチングモデルに

おける問題を回避することが出来る。このアイデアは Merton(1976)のジャンプ･ディフュ
ージョンモデルにも見られ、最近の実証研究としては Johannes, Kumar, and Polson 
(1999)、Johannes, Eraker, and  Polson (1999)などがあり、Markov Chain Monte Carlo 
(MCMC)法を用いて推定されている。 
 さらに DM モデルの優れた点は Data augmentation により生起したレベルシフトの大
きさ方向を推定することが出来ることである。また、Gerlach, Carter, and Kohn (2000)、
Johannes, Kumar, and Polson (1999)では確率変数が出現する確率を一期前の外生変数の
関数であるように定式化し、レベルシフトおよびジャンプの予測可能性を示している。ま

た、Johannes, Kumar, and Polson (1999)ではさらに、株価指数データにおける、Jumpの
大きさ方向の予測可能性をも見出している。 
具体的には、DMモデルをレベルシフトに応用する場合、一期前のレベルに対して、ベル
ヌイ分布に従う 0、1 の確率変数とある連続の分布(正規分布など)の積を足し合わせていく
ことで表現される。すなわち、確率的に 1(0)が生起したならば構造変化が生じた(生じない)
と考えるのである。また、DMモデルはアウトライヤーの分析にも用いられるが、その場合、
前述の足し合わせは行われない。Gerlach, Carter, and Kohn (2000)ではレベル･シフトとア
ウトライヤーの両方を考慮したモデリングがおこなわれている。 
上記のように、レベルシフトを内包するデータを取り扱う場合2に、DM モデルは事前に
状態数(平均の個数)を選択する必要もなければ過去の平均に回帰することもないことがわ
かる。このことから、DMモデルを用いることにより上記のマルコフ･スイッチング･モデル
の欠点を解消することが可能となる。このような理由から、本研究では、DMモデルを取り

                                                   
1 Wang and Zivot(2000)の broken trend modelは情報量基準(SBIC)や posterior odds ratio を用いて状
態数を選択するのではなく、標本期間を何分割するかを決定することによりマルコフ･スイッチングにおけ

る問題を解決しているが、やはり、モデルの選択基準により分割する期間数は一定していないので問題を

残している。 
2 期間内に構造変化がおきているかどうかはここでは問題としない。すなわち、構造変化がおきているこ

とを前提としている。構造変化がなかった場合 Davis問題が生じるのはマルコフ･スイッチングと同様であ

る。構造変化の有無の検定についてはWang and Zivot(2000)参照のこと。 
 



上げ、さらに拡張を行う。 
具体的には、本研究では DMモデルの中でもMcCulloch and Tsay (1993)のランダム･レ
ベル･シフト(RLS)モデルを拡張する。レベルシフトが生起する確率が外生変数により説明
されることをモデルに取り入れるためにMcCulloch and Tsay (1993)では単純なベルヌイ
分布ではなくプロビットモデルを導入している。しかし、外生変数をレベルシフトの確率

の説明変数とした場合、プロビットモデルでは、ある外生変数が上昇したときのみもしく

は下落したときのみにレベルシフトが生じることとなる。またそのとき、レベルシフトの

大きさ方向は、レベルシフトの発生と独立であるとされている。しかし、実際に経済デー

タを取り扱う上では、外生変数の大きな上昇も大きな下落もレベルシフトを引き起こす確

率を高めていると考えられることから、プロビットモデルをあてはめるのは問題がある。 
本研究では、第一に、レベルシフトの確率について 3項のオーダード･プロビット3をあて

はめ、レベル上昇、下落、不変とし、上昇と下落を区別するように拡張した。また、レベ

ルシフトの大きさ方向についても、上昇、下落に対応するように分布が切断されるように

拡張をおこなった。さらに、本研究ではレベルシフトの発生の予測可能性のみならず、大

きさ方向の短期的な予測可能性をも探るべく Johannes, Kumar, and Polson (1999)と同様
にレベルシフトの大きさ方向の説明変数として一期前の外生変数を導入した。また、この

モデルについての Markov Chain Monte Carlo 法に基づく推定法を示した。また従来の
Albert and Chib(1993a)によるオーダード･プロビット･モデルのMCMCによる取り扱いに
おいてはサンプリングにおける自己相関の高さが指摘されており、本研究では Liu and 
Sabatti (2000)の Generalized Gibbs Samplerを用いた。  
以上のように拡張した RLSモデルについて、シミュレーションデータを用いて分析を行
った。結果として、パラメーターの推定、および、レベルシフトのタイミング、大きさ、

方向についても良好な推定値を得られることがわかった。また、金利データを用いて

Hamilton型のビジネスサイクルモデルの推定もおこなっている。 
 本論文は以下のような構成になっている。第 2節では拡張された RLSモデルの説明をお
こなう。第 3節では拡張された RLSモデルにおけるMCMCによる推定法について説明を
おこなう。第 4節ではシミュレーションデータを用いた分析の結果について報告する。第 5
節では実際に金利の月次データをもちいて実証研究をおこなう。第 6 節では結論と今後の
発展について述べる。 
 

２  拡張された RLSモデル 
 

                                                   
3 この問題を解決するためには、他に多項ロジット･プロビット･モデルやフリクション･モデルの使用が考
えられる。多項ロジットモデルとフリクションモデルについては、松浦・竹澤(2000)参照のこと。今後、
このモデルセレクション問題についても言及すべきである。 



この節では、McCulloch and Tsay (1993)、Gerlach, Carter, and Kohn (2000)ので取り上
げられている Random Level Shiftモデルを拡張する。従来これらの研究ではレベルシフト
を取り上げるにあたり、ある確率変数に従うレベルシフトの大きさと方向が各期毎に存在

し、そして、この変数が確率的に出現すると仮定する。すなわち、ベルヌイ分布などに従

うレベルシフトの発生を示す とレベルシフトの大きさ方向を示す確率変数 から構成さ

れ、レベルのシフトが発生したら 、そうでなければ、I となり、そのときに生じ

るべきレベルシフトの方向および大きさは となる。ここで初期レベルを とし、

とする。 であると仮定すると、t期のレベルは で表される。こ

こで、実際に観測される系列をY とすると、シンプルな RLSモデルは以下のようにあらわ

される。 
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ここで、Φ は正規分布の累積密度関数を示す。すなわち、(2.3)式はプロビットモデルで
ある。RLS モデルにおいては、(2.2)式のように定式化することによりレベルが階段状に変
化していく構造を表現することができる。このモデルをギブスサンプリングで推定するこ

とにより、それぞれのパラメーターと各期のレベル を推定することができる。 

)(⋅

tt αµ +

ここで、 Iµ が何らかの外生変数 Xによって説明されている、例えば II xβ=µ とすると、

Iβ が正ならば、 xが上昇したときのみレベルシフトが生じることになる。これは、実際の
データ、特に経済データを取り扱う上では不都合である。また同時に、 の説明変数にも

同様に説明変数として

tS
xが存在している、すなわち とすると、 が正ならば、

レベルシフトが発生したときに、レベルシフトの方向は正に偏ってしまう。つまり、従来

の RLSモデルにおいて外生変数による回帰分析を行う上では問題が 2点存在する。まず第
一には外生変数が上昇あるいは下落したときのどちらか片方のみレベルシフトの確率が上

昇する、第 2 には、レベルシフトの発生と大きさ方向の両方に共通の説明変数を導入した
ときに、発生したレベルシフトの方向に偏りが生じるという問題がある。 

SS xβ=µ Sβ

上記の問題を解消するために本研究では RLSを以下のように拡張した。問題点 1に対応
し、従来のレベルの変化および維持の 2 状態からレベルの上昇、下落および維持の 3 状態
へと拡張を行った。具体的には 3 項のオーダード･プロビット･モデルを用いることにより
上記の 3状態を明示的にモデルへと導入した。また、この 3状態に対応し をトランケイ
トすることによりレベルシフトと との相関の表現を可能とした。モデルは以下のように

tS
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示される。 
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ここで、 、 、 はそれぞれ互いに独立を仮定する。V は、Albert and Chib(1993a)

の方法を用いてオーダード･プロビット･モデルを MCMC 推定する際に用いる潜在変数で
ある。u は、オーダード･プロビットにおける閾値を示し、l

w
tz
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v
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s
tz t

u< である。また、識別の問

題上u を仮定する。また、 は説明変数であり、それぞれ、 個の外生

変数から構成される。 を仮定し、そのために は定数項を含まず、その他の外

生変数からは標本平均を引いてある。 についても同様に定数項以外は標本平均を引

いてある。このようにすることにより、 は初期レベルを表すことになり、 はV の

無条件の平均を表すことになる。 
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レベルシフトのルールは以下のとおりである。State1をレベルの上昇、State2をレベル
の現状維持、State3をレベルの下降とすると、 
 

State1：V   ならば  ut ≥ ,1=tJ .0,1 >= tt SI
State2： l  ならば は切断されない。 uVt << ,0=tJ tt SI ,0=
State3： l   ならば  tV≥ ,1−=tJ .0,1 <= tt SI

 
となる。 



 

３  MCMCによる推定手順 

 
 この節では、本研究における拡張された RLSモデルの推定法を説明する。このモデルは
非線形性や潜在変数の多さからクラシカルな方法でアナリティカルに尤度を評価すること

が難しい。そこでベイズ統計学を用いたコンピューターインテンシブな方法、マルコフ連

鎖モンテカルロ法(MCMC)を用いる。 
前節で提案したモデルについて、パラメーター集合θは、 

  },,,,,,{ 22
ssvww l σββσβ=θ

となる。ギブスサンプラーを用いてこのモデルを推定するにあたり、以下のように変数を

定義する。 
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また、Θ は、Θの 番目の要素を抜いた集合を表している。事後分布の表現は以下のよう
になる。 
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)(),( Cba1 はインデックス･バリアブルで、確率変数 Cが区間 a、bに含まれれば 1そうでな

ければ 0となるような変数である。 は結合事前分布であり、個々の事前分布はそれぞ

れ独立であると仮定する。 このモデルは、オーダードプロビットモデルをモデル内に内

包している。オーダード･プロビット･モデルの MCMC 推定において、Albert and 
Chib(1993a)の方法ではサンプリングされた標本の自己相関が高く定常分布への収束が遅
いということが過去の研究で指摘されている。本研究では Liu and Sabatti (2000)の
Generalized Gibbs Sampler

)(θf

4を用いる事により対応している。 
ギブスサンプリングの手順は以下のとおりである。 
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3.3 からθ をサンプリングし、Θ 内のθ をアップデートする。 ),|( 0 YΘ θ−lf 1 0 0

 
3.0からスタートし、3.1、3.2を各ｔ(t＝1､…､T)について繰り返しサンプリングを行う、
その後 3.3 のサンプリング後 3.1に戻る。これらをｎ回繰り返し、最初のｍ回のバーン･イ
ンを捨て、得られたサンプルの標本平均を取ることでポステリア･ミーンを得ることができ

る。ギブスサンプラーの定常分布への収束の判定は Geweke(1992)を用いた。以下では上記
のステップごとの潜在変数およびパラメーターのサンプリング方法を示す。 
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を発生させ、 ),,(),,( γγ ggg vv βVβV = とアップデートすることにより行われる。詳しくは、Liu and 
Sabatti (2000)参照のこと。この方法は、Nandram and Chen(1996)の方法よりも簡単であり、さらに、若
干効率的であると彼等は述べている。 



 
3.1 および のサンプリング tV tJ
 基本的には Albert and Chib(1993a)の方法を用いてオーダードプロビット部分のサンプ
リングが行われるが､通常のオーダードプロビットモデルと異なり、 は潜在変数なので

3.1 式の事後分布から 、V は同時に発生させなければならない。また、ここではオーダ
ード･プロビットを用いているので三状態(上昇、下降、現状維持)を持つが、 を条件とし
たときには、場合分けにより 2 状態として取り扱うことができる。よって、 を条件とす
ることによりレベルシフトが発生したかどうかだけを考えればよい。 
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こ れ よ り 、 の 符 号 を 条 件 と し た 時 ､ 確 率 で

からサンプリングし、確率 で

からサンプリングを行えばよいことがわかる。すなわち、J
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となる。これより、 の場合も同様に考えられるので、 を条件としたレベルシフト

の確率 が求められれば、 、
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分布に従う確率変数であることから容易にサンプリング可能である。さらに、この

によりサンプリングされた に対応し、V は以下のようにサンプリングすれ
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となる。 は、正規分布の累積密度関数を示している。この を用いて のサンプ

リングを行えばよい。 が負のケースにおいても同様な方法でサンプリングすることがで

きる。 について、 
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を用いてサンプリングをおこなえばよい。 
 
3.2 のサンプリング tS
 オーダード･プロビット･モデルを採用したことにより場合分けが発生し、 のとる値に

より 3通りに場合分けされる。基本的には Full Conditional Distribution 
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から、S はサンプリングされる。ただし、J の時に関しては は t+1期以降に影響を
及ぼさないので、 

t 0=t tS

  ),|( YΘ StSf − ),,0|( 2
sstt JSf σβ=∝

となり、すなわち、 

  ),,(~| 2
sst NS σµ⋅

からサンプリングを行えばよい。一方、 に関して、(3.7)式を について整理する
と、 
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とする。このことから、S は、正規分布からサンプリングすればよいことがわかるが、J
の時には は正の値をとり、J の時には負の値のみとることから、トランケーション

が必要なことがわかる。このことから、 のときは、 
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からサンプリングを行えばよく、 の時には、 1−=tJ
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からサンプリングを行えばよい。 
 
以下では、パラメーター集合θのサンプリングについて説明する。本研究では、プライヤ

ーは以下のように、閾値 lには正規分布、βには多変量正規分布、 にはそれぞれ逆

ガンマ分布を仮定した。 
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3.4 のサンプリング l
 は以下のような分布に従う。 l
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3.5 のサンプリング β

 についてそれぞれ多変量正規分布から発生させる。 所与として

以下のような正規分布に従う。 
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3.6 のサンプリング 22 , sw σσ

 はそれぞれ以下のような分布から発生させられる。 22 , sw σσ
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以上のサンプリングを順次繰り返すことによりギブスランが得られる。 
 
 
 

4 シミュレーションデータによる推定 
 
この節では、母パラメーターを既知とした上で人工的にシミュレーションデータを作成

し、前節までで説明をおこなった、オーダード･プロビット型のランダムレベルシフトモデ

ルのパラメーター推定をおこない、推定結果を検証する。MCMCで推定する事により、パ
ラメーターの推定だけでなく、レベルを表す潜在変数 を各期について発生させることが

できる。人工的なデータを発生する場合には、真のレベル も既知であるので、レベルシ

フトの大きさタイミングが正しく推定されているかを比較することができる。この節では

以上のように(1)パラメーターの推定と、(2)レベルシフトの大きさ方向およびタイミングの
推定、の二点について注目しながら議論を進める。 

tα̂

tα

シミュレーションデータは以下のように作成した。外生変数は定数項のみとし、母パラ

メーターの値はそれぞれ とした。ただし、

の仮定を置いているため外生変数がない場合は は推定する必要はない。標本数は

T=100 とした。これにより、100 個の系列の内、レベルシフトが約 5 回あることが期待さ
れる。実際に発生させたデータは図 1 に示している。レベルシフトは合計 7 回(上昇 4 回
t=22,57,63,69、下降 3回 t=24,41,80)発生し、このデータは 8個の区間に分けられ、すなわ
ち、8 個のレベルを持つ。また、この系列は実際には単位根系列ではないが、ADF テスト
をおこなったところ単位根であるという帰無仮説を棄却できない。(表１．基本統計量参照) 
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ギブスサンプリングによりパラメーターの事後分布を求めるにあたり、サンプリングを

20000 回繰り返し、最初の 10000 回をバーンインとした。プライヤーパラメーターは、

である。 25,3,)(,,1000,0 00
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220
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サンプリングされた事後分布は図 2 に、事後平均は表 2 に示している。図 2 は、

についてそれぞれのギブスラン、事後分布、自己相関をまとめたものでlswvw ,,,, 22 σσββ



ある。表 2について、P925と P025は 95％信用区間であり、CDは、Geweke(1992)の収
束判定のための統計量である。これは正規分布に従い、帰無仮説は個々の該当パラメータ

ーについて定常分布に収束している、である。 
CDより、各パラメーターについて定常分布に収束していることがわかる。また、信用区
間より全パラメーターについてについては事後分布が母パラメーターと等しいという帰無

仮説は棄却されない。このことからパラメーター推定における精度には問題ないといえる。 
ギブスサンプリング内で 、 、 がサンプリングされていることから、これらの関

数として各期のレベルをサンプリングすることができる。これを平均することにより各期

のレベルの事後平均を求めることができる。これをプロットしたものが図１における alpha

である。同様に がサンプリングできレベルシフトの確率の事後平均 は、 で与

えられ、それをプロットしたものが図１における確率である。まず、確率についてみると

ピークが 5回推定された。それぞれ 21,28,41,63,80期であり alphaもその前後で大きく変
化している。真のレベルと比較しても 41期、63期、80期に関しては的中している。また
22期に関してもわずか 1期ずれただけに過ぎない。また、シミュレーション時には 63期、
69 期に比較的小さな正のレベルシフトが発生しているが、推定時には認識できなかった。
また、22期 24期のように大きく変化しすぐ戻ってくるような変化は異常値として捉えてい
るようである。 
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5 金利データによる実証例 
 
 この節では実際に金利(コールレート)の月次データを用いた実証研究をおこなう。標本期
間は 1985年 10月から 1994年 1月までであり、標本数は 100である。基本統計量および
単位根検定の統計量は、表 1 に示してある。単位根検定の結果として、このコールレート
の系列は単位根であるという帰無仮説を棄却できない。一方、この標本期間はバブル期を

含み、単なる単位根系列ではなく、タイムトレンド付の単位根系列であった可能性がある。

そこで、以下のような単純化した Hamilton型のモデルを考える。 
 

ttt WY +=∆ α  

 
ここで、 は金利の対数値の階差を取ったものである。このモデルでは、 がタイムト

レンドを示すパラメーターとなる。α は前節までと同様とする。Hamilton(1989)では、
を好況期不況期の 2状態とし分析をおこなっているが、RLSモデルを用いることにより
状態数を考慮せずに分析することができる。 
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 各パラメーターの推定値は表 3、データおよび の事後平均は図 4、各パラメーターの事
後分布は図 5に示したとおりである。 

tα

 パラメーターの推定値に関しては定数項(V)が-1.994、閾値が-3.963であることより約 5％
の確率でレベルシフトが発生することがわかる。しかし、図 4 にプロットされた確率の事
後平均から比較的まんべんなくレベルが推移していることがわかる。これは、シミュレー

ションデータのように劇的なレベルの変化が標本期間中にないからであると考えられる。 
 の事後平均からトレンドの変化点がわかる。金利の下方トレンドから上方トレンドへ

の変化点は、1987 年 8 月であり、上方トレンドから下方トレンドへの変化点は、1990 年
11月である。 

tα

 
 

6 結論と今後の課題 
 
本研究では、RLS モデルにおけるレベルシフトが生起する確率を定式化するにあたり、
新たにオーダード･プロビット･モデルを導入した。これにより、従来の RLSモデルにおい
ては不可能であったレベルの上昇と下落の区別が可能となった。また、オーダード･プロビ

ット型 RLSモデルにおける MCMC法による推定手順を示し、シミュレーションデータを
用いて分析をおこなった。結果として、パラメーター推定および各区間におけるレベルの

両者ともに正確な推定が可能であることが示された。 
本研究では依然としてし、プロビットモデルとオーダード･プロビットモデル間の妥当性

の高さには言及していない。どちらのモデルの妥当性が高いかについては今後 Marginal 
Likelihood によるモデル選択分析をおこなわなければならない。さらには、その他の多項
選択モデルやフリクション･モデルについても同様にモデル選択分析する必要がある。本研

究では単純化のために時系列構造を持たせていないが、実際には観測される変数だけでな

く潜在変数の両方について時系列構造を持っている可能性があると考えられるので、この

点についても改善させられるべきである。 
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表1．基本統計量

仮想データ レベル 変化率
平均 4.225 1.552 -0.011
標準偏差 2.537 0.342 0.076
ADF 4.600 0.297 27.799

表2．推定結果（シミュレーションデータ）

事後平均 標準誤差 95%下限 95%上限 真の値 CD
定数項(Y) 2.685 0.842 1.028 4.121 3.000 0.906
定数項(V) -1.774 0.159 -2.433 -1.243 -1.960 -0.985
分散（W) 1.702 1.084 0.962 2.913 1.000 -0.326
分散（S） 5.159 2.313 1.368 18.405 4.000 -0.017
閾値 -3.635 0.279 -4.591 -2.818 -3.920 -0.239

表３．推定結果（金利データ）

事後平均 標準誤差 95%下限 95%上限 CD
定数項(Y) -0.055 0.262 -0.908 0.605 -0.698
定数項(V) -1.994 0.181 -2.977 -1.149 -0.322
分散（W) 0.048 0.063 0.005 0.336 0.678
分散（S） 0.025 0.033 0.004 0.154 0.468
閾値 -3.963 0.273 -5.392 -2.679 -0.081
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