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1 はじめに

本論文は、取引コストの存在する多資産市場におけるヘッジング問題と効用最大

化問題に関する最近の動向について、特にマルチンゲール・凸解析アプローチに焦

点を絞って解説したサーベイ論文である。中心となる原論文は、Kabanov-Last[20]、

Kamizono[21, 22]である。定理や命題の証明は、文中で特に出典を指定したもの以外は

これらの論文中で見つかるから、本論文では証明を与えていない。Kabanov-Last[20]

は、優ヘッジング (super-hedging)に関する論文であり、Kamizono[21]は部分ヘッジ

ングと効用最大化に関するものである。Kamizono[22]は、Kamizono[21]の効用最大

化を取り扱った章を加筆・修正したものであり、特に凸解析手法の応用に関して述べた

部分では、非完備市場における効用最大化問題を論じたKramkov-Schachermayer[26]

との比較が、より明解に述べられている。なお、本論文ではほとんど取り上げられ

ていないが、資産価格過程がブラウン運動にドライブされる拡散過程である場合に

は、動的計画法・非線形偏微分方程式アプローチも有効であり、この方面でも研究が

進んでいる (例えば、Shreve-Soner[32]、Bouchard-Touzi[3]など)。動的計画法・非線

形偏微分方程式アプローチに関するサーベイとしては、Zariphopoulou[35]がある。
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取引コストのある資産市場モデルに対するマルチンゲール・アプローチは、1危険資

産の場合に、Jouini-Kallal[18]、Kusuoka[27]などの離散時間モデルにその萌芽が見ら

れ、Cvitanić-Karatzas[7]によって連続時間モデルへと拡張された。多資産市場への拡

張は、Kabanov[19]、Kabanov-Last[20]、Deelstra-Pham-Touzi[11]、Kamizono[21, 22]

と続くわけだが、その基本的な路線は、非完備市場におけるヘッジングと効用最大化の

問題に関する理論 (例えば、Cvitanić-Karatzas[5, 6]、Delbaen-Schachermayer[12, 13]、

Kramkov-Schachermayer[26]といった流れ)と並行した理論を構築するというもので

ある。

本論文の構成は次の通りである。まず、第 2節と第 3節では、基礎となるモデルに

ついて述べる。取引コストがある市場では、投資家の富みが正であるとか負である

とかいった性質は、ただ単に 1変数の富過程 (wealth process)の符合によって表され

るわけでなく、多変数のポートフォリオ保有額過程を用いて表現される。このとき

鍵となるのが、第 3節で導入する支払可能領域である。続く第 4節では、Kabanov-

Last[20]による優ヘッジング (super-hedging)問題に関する結果を紹介する。先ほど、

取引コストがある市場においては投資家の富の状態が多変数のポートフォリオ保有

額過程で表現されると述べたが、このことに対応して、取引コストのない市場にお

ける状態価格過程に対応する確率過程は、取引コストがある場合には多変数過程で

ある。そして、例えば Cvitanić-Karatzas[6]に述べらているような非完備市場にお

けるヘッジング理論と類似の理論が、取引コストのある市場についても構築できる、

ということが示されるのである。第 5節では、Kamizono[21]による、部分ヘッジン

グ (partial hedging)問題の理論について、そして最後に第 6節では、Kamizono[22]

による、効用最大化問題に関する理論について解説する。取引コストのない市場

での理論との対応といった観点からは、第 5節の内容は、Föllmer-Leukert[14, 15]、

Cvitanić-Karatzas[8]、Cvitanić[4]に対応し、第6節の内容は、Cvitanić-Karatzas[5]、

Kramkov-Schachermayer[26]に対応する。

2 モデル

本論文で取り扱う資産市場では、有限期間 [0, T ]において、資産 1から資産 dま

での d個の資産が連続的に取引可能である。また、市場において各資産は他のいず

れの資産とも直接交換可能であり、資産 iを引き渡す代わりに資産 j を受け取る場
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合、一定比率 λijの取引コストが生ずるものとする。すなわち、1単位分の資産 iを

取引相手に引き渡して、それと引き換えに資産 jを受け取ろうとする場合に、もし

取引コストがゼロであるならば手元を離れる資産 iの量は 1単位であるのに対し、わ

れわれのモデルでは取引コスト λijがかかるために、実際に手元を離れる資産 iの量

は (1 + λij)単位となるのである。ただし、そのうち実際に取引相手に渡る資産 iの

量はあくまでも 1単位であり、残りの λij単位は、取引コストとして消滅してゆく。

この取引コストは、例えば、税金や仲介手数料、あるいはビット・オファー・スプ

レッドのようなものであると解釈される。このような取引コストのモデル設定は、

Kabanov[19]による。

ところで、異なる二つの資産が直接交換可能であるであるとの仮定は、非現実的

なものであるように見えるかも知れない。なるほど、実際の株式市場においては、

一つの銘柄の株式が他の銘柄の株式と物々交換可能されることはまずない。異種の

資産を交換しようとする場合には、貨幣を媒介とするのが常である。二つの資産が

直接交換可能である場合として考え得るのは、外国通貨同士の交換ぐらいなもので

ある。しかし、われわれのモデルは、以下のような理由から、貨幣を媒介とした通

常の取引形態をも含んでいると考えることができる。すなわち、便宜上資産 1を貨

幣としておけば、資産 iを直接資産 jと交換したい場合、貨幣を媒介としない交換に

かかる取引コスト比率は上で見た通り λijであるのに対し、資産 iを一旦貨幣 (資産

1)を通して資産 jと交換した場合には取引コスト比率は λi1 + λ1j + λi1λ1jである。

したがって、

λi1 + λ1j + λi1λ1j < λij(2.1)

である場合には、合理的な投資家は取引コストのより安い、貨幣を媒介とした交換

を選択するはずである。つまり、i �= jとなるすべての i ≥ 2、j ≥ 2に対して式(2.1)

を仮定しておけば、われわれのモデルは貨幣を媒介とした交換を対象としたモデル

と本質的に変わらない。ただし、以下での理論では交換が貨幣を媒介としているか

否かは重要ではないので、式(2.1)は仮定せず、一般の場合を想定する。

具体的な数学的モデルの構築に入る。基礎となる完備確率空間 (Ω,F,P)、およびそ

の上での σ-加法族の増大系 (filtration) F = {F(t); t ∈ [0, T ]}を固定する。Fについて

は「通常の仮定」(usual conditions, Karatzas-Shreve [24] pp.10)を仮定する。資産 iの

時点 tにおける価格をSi(t)で表す。資産価格プロセスS(·) � {(S1(t), . . . , Sd(t)); t ∈
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[0, T ]}は、サンプル・パスが連続なセミ・マルチンゲールであり、各資産価格 Si(t)

は、つねに正の値をとるものと仮定する。また、資産 1をニューメレールにとり、一

般性を失うことなくS1(·) ≡ 1と仮定する。用語上便利であるので、以下しばしば資

産 1のことを「貨幣」と呼ぶ。他方、その他の各資産 i = 2, . . . , dについては、資産の

物理量の単位を適当に選ぶことにより、初期時点での価格 Si(0)について Si(0) = 1

を仮定できる。資産価格過程 S(·)に対し、次の仮定をおく。

仮定 2.1. 確率測度 Pと同値な確率測度Qが存在し、Qのもとで資産価格過程 S(·)
はマルチンゲールとなる。

よく知られているように、取引コストのない通常の資産市場モデルにおいて、仮

定 2.1のもとでは、裁定機会が消滅している (例えば、Harrison-Pliska[17])。

さて、相異なる i = 1, . . . , d、j = 1, . . . , dに対し、資産 iと引き換えに資産 jを

得るときの取引コスト比率 λijは非負の実数であると仮定する (すなわち、取引時点

やその時の経済状態に依存しない固定比率である)。また便宜上、各 i = 1, . . . , dに

対し λii = 0とおく。取引コスト比率 λijの経済的意味は、本節のはじめに説明した

通りである。なお、空売りに対しての制約は設けない。すなわち、資産 iを資産 jと

引き換えに「空売り」することが可能で、その場合でも、空売りでない場合と同じ

比率 λijの取引コストがかかるものとする。

次に、このような資産市場における取引戦略を表すことを考える。通常の取引コス

トのない市場では、取引戦略は、各時点 tにおいて各資産 iにどれだけの金額を投資

しているかを表す確率過程として定義され、各時点 tにおける投資家の富みは、その

時点で各資産に投資されている金額の合計として捉えられる。ところが、取引コスト

がかかる場合、単に各自点で各資産に投資されている金額を追うだけでは不十分であ

り、過去にどの資産をどの資産と交換したかを記録しておく必要がある。なぜならば、

それによって今まで支払われてきた取引コストの額、したがって現在のポートフォリ

オの状態が違ってくるからである。われわれのモデルにおいては、取引戦略(trading

strategy)とは、Rd×d
+ 値の Fに適合する確率過程 L(·) � {(Lij(·)); t ∈ [0, T )}であっ

て、各要素Lij(·)が右連続かつ単調非減少で Lij(T−) � limt ↑T L
ij(t) < ∞, a.s.とな

るようなものと定義される。ここで、確率変数 Lij(t)の表す経済的内容は、これま

で資産 iと引き換えにどれだけの資産 jを得てきたかを期間 [0, t]で累積した金額で

ある (物理量ではない)。したがって、取引コストを考慮すると、各時点 tの瞬間に
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おいて、ポートフォリオの中の資産 iが金額にして (1 + λij)dLij(t)だけ減少し、そ

の代わりに、資産 jが、金額にして dLij(t)だけ増加することになる。

各資産の初期保有額を並べた初期保有額ベクトル(initial holdings vector) x ∈ Rd

と、取引戦略L(·)が与えられた時、時点 tにおける資産 iの保有額をX iL
x (t)で表そ

う。前段落での考察から、時点 tの瞬間における取引の結果、手持ちのポートフォ

リオに流入した資産 i の金額は
d∑

j=1

dLji(t)

であり、また手持ちのポートフォリオから流出した資産 iの金額は、取引コスト込

みで、
d∑

j=1

(1 + λij)dLij(t)

であることが分かる。また、時点 tの瞬間における価格変化の結果、資産 iに関して

X iL(t−)
dSi(t)

S(t)

だけのキャピタル・ゲインが発生している。このような観察に基づき、ポートフォリオ

保有額過程(portfolio-holdings process) XL
x (·) � {(X1L

x (t), . . . , XdL
x (t)); t ∈ [0, T )}

を確率微分方程式

(2.2) X iL
x (t) = xi +

∫ t

0

X iL
x (u−)

dSi(u)

Si(u)
+

d∑
j=1

{
Lji(t)− (1 + λij)Lij(t)

}
,

t ∈ [0, T ), i = 1, . . . , d.

によって定義する。Protter [29]の Theorem V.7により、確率微分方程式(2.2)をみ

たす確率過程XL
x (·)がただ一つ存在するが、その解XL

x (·)が

(2.3)
X iL

x (t)

Si(t)
= xi +

d∑
j=1

∫
[0,t]

1

Si(u)

{
dLji(t)− (1 + λij)dLij(t)

}
,

t ∈ [0, T ), i = 1, . . . , d.

と書き下ろせることが伊藤の公式により容易に確認できる。式(2.3)の左辺は、時点

tにおける資産 iの保有量 (金額でなく物理単位)を表している。
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なお、われわれのモデルにおいては、取引コストを支払うことなく手持ちの資産

を貨幣に替えることはできないため、時点 tにおける各資産 iの保有額X iL
x (t)の和∑d

i=1 X
iL
x (t)を時点 tにおける投資家の富みの総額と見ることには意味がない。この

点に関しては次節で再び議論する。

3 支払可能領域

いま仮に、各資産 iをそれぞれ金額にして xiだけ保有していたとし、各 i, j =

1, . . . , dについて、資産 iから資産 jへ、額にして aij ≥ 0だけ投資資金を移動させた

としよう。すなわち、適当な取引相手を見つけ、資産 iを資産 jと金額にして aijだ

け等価交換するわけである。すると、取引コストを支払った後の新たなポートフォ

リオにおいて、各資産 i の保有額は、

xi +

d∑
j=1

[
aji − (1 + λij)aij

]
となる。したがって、もともとのポートフォリオ保有額ベクトル xが次式(3.1)で定

義される集合Kに属するということは、資金移動量 a = (aij)をうまく選択するこ

とにより、手持ちのポートフォリオに含まれる空売りをすべて解消できる (つまり債

務をすべて返済できる)ことを意味する。集合Kは、取引コストのある市場におい

て「非負の価値」を持つポートフォリオ保有額ベクトルの集合と解釈されるわけで

ある。

K �
{
x ∈ Rd

∣∣∣∣ (∃a ∈ Md
+

)(∀i = 1, . . . , d
)
: xi +

d∑
j=1

[
aji − (1 + λij)aij

] ≥ 0

}
,

(3.1)

ここで、Md
+は、非負実数を要素とする d次正方行列の全体を表す。上式(3.1)で定

義される集合Kを、支払可能領域(solvency region)と呼ぶ。

さて、二つのポートフォリオ保有額ベクトル x1、x2 ∈ Rdが、x2−x1 ∈ Kを満たし

ていたとしよう。すると、定義により適当な行列a ∈ Md
+が存在して、各 i = 1, . . . , d

に対して、

xi
2 +

d∑
j=1

[
aji − (1 + λij)aij

] ≥ xi
1(3.2)
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が成り立つ。このことは、各資産 iを金額にして xi
2だけ保有している投資家が、資

金移動量 a = (aij)を適当に選択して前段落で述べたように取引することにより、取

引後 (もちろん取引コストをも支払った上で)の各資産 iの保有額を xi
1よりも多くす

ることが可能であることを示している。平たく言えば、条件 x2 − x1 ∈ Kは、ポー

トフォリオ x2がポートフォリオ x1よりも高い価値をもっていることを意味するわ

けである。そこで、このことを数学的に表すため、空間Rd上のに関係�を

x1 � x2
def⇐⇒ x1 − x2 ∈ K(3.3)

によって定めよう。下の命題3.1から、関係�はRdの上の前順序 (partial preordering)

であることが分かる。

ところで、本研究では凸解析における双対理論が一つの主要な数学的ツールとな

る。そこで、まず支払可能領域Kと対になる集合として、Kの共役集合K∗を用意

する。集合K∗は

K∗ �
{
y ∈ Rd | y ·x ≥ 0, ∀x ∈ K

}
.(3.4)

によって定義される。集合Kおよび K∗は d = 2の場合、図 1で示すような形をし

ている。一般に、集合KとK∗は次の性質を持つ。

命題 3.1. 集合Kと K∗は、ともに有限個のベクトルから生成される Rdの閉凸錐

で、K∗ ⊆ Rd
+ ⊆ Kを満たす。

次の命題 3.2は、集合K∗の直接的な表現を与えている。

命題 3.2. 集合K∗は以下のようにも表される。

K∗ =
{
y ∈ Rd

+ | yj − (1 + λij)yi ≤ 0, ∀i �= j
}
.(3.5)

さて、ポートフォリオ保有額ベクトル x ∈ Kが与えられたとしよう。前にも述べ

た通り、このことは、各資産 iを金額にして xiだけ保有している投資家が、適当な

取引を行なえば手持ちの空売りをすべて解消することができることを意味する。こ

のとき、どれだけの資産 iを資産 jと交換すればよいか、その額 aij を並べた行列

a ∈ Md
+は一般には一意でない。つまり、各ベクトル x ∈ Kに対し、式(3.1)の条件

を成立させるような行列 a ∈ Md
+の全体からなる集合A(x) ⊆ Md

+を対応させる写像
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図 1: 支払可能領域Kと、その共役集合K∗ (d = 2の場合)

✲ x1

✻
x2

x2 = −(1 + λ21)x1

x2 = − 1
(1 + λ12)

x1

K

K∗

✐
資産 1 から資産 2 への資金移動


資産 2 から資産 1 への資金移動

は、集合値関数である。次の命題 3.3は、この集合値関数が連続選択子 (continuous

selection)(連続関数 α : K → Md
+であって、条件 α(x) ∈ A(x)を各 x ∈ Kに対して

満たすもの)をもつことを主張している。

命題 3.3. 多価関数A(·)は連続選択子 (したがって特に Borel可測選択子)をもつ。

さて、前節の最後に約束した通り、ポートフォリオ保有額ベクトル x ∈ Rdの「貨

幣価値」を与えよう。支払可能領域Kの定義式(3.1)、および前順序�の定義式(3.3)

と合わせて考えると、次式(3.6)で定義する関数 �(·)は、各ポートフォリオ保有額ベ
クトル x ∈ Rdに対して、xを売却して貨幣に替えたときに、得られる貨幣額が最高

でどれだけになるかを対応させていることが分かる。

�(x) � sup {w ∈ R | x � (w, 0, . . . , 0)} , x ∈ Rd(3.6)

一般に手持ちのポートフォリオを貨幣化する際に、各資産 iを直接貨幣に替えるよ

りも、別の資産 jを経由して貨幣化した方が取引コストが安くなる可能性があるの

で、その可能性を考慮して、関数 �(·)は式(3.6)のような形をとっているが、貨幣を

媒介とした通常の取引形態、つまり条件(2.1)を仮定している場合には、

�(x) =
d∑

i=1

{
1

1 + λi1
(xi)+ − (1 + λ1i)(xi)−

}
, x ∈ Rd
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である。関数 �(·)を貨幣化関数(liquidation function)と呼ぶ。貨幣化関数 �(·)は、次
の意味で双対的な表現を持つ (Bouchard[2] Propotision 1(i))。

�(x) = inf
{
y · x | y ∈ K∗ ∩ ({1} × Rd−1

)}
, ∀x ∈ Rd.(3.7)

また、直観的に自然なことではあるが、ポートフォリオ保有額ベクトル xが支払可

能領域Kの内点であることと、xを貨幣化したときの貨幣価値 �(x)が正であること

とは同値である (Deelstra-Pham-Touzi[11] Lemma 3.1)。

4 優ヘッジング問題

将来時点 Tにおいて確率的な債務 (支払義務)が発生することが分かっているよう

な投資家を考える。例えば、オプション発行者が典型的な例である。そのような投資

家にとっては、初期時点 0においてどれだけの資金を用意し、それを投資期間 [0, T ]

中にどのように投資すれば、最終時点Tにおいて発生する支払義務を履行することが

できるのかということが問題となる。このような問題をヘッジングの問題(hedging

problem)という。このうち、さらに時点 T において確率 1で債務を完全に履行でき

ることを要求するものを、優ヘッジングの問題(superhedging problem)、また完全に

は債務を履行できなくても、あらかじめ決められた損失規準をクリアーしているこ

とを要求するものを部分ヘッジングの問題(partial-hedging problem)という。本節で

は、Kabanov-Last[20]による優ヘッジングの理論、続いて次節では、Kamizono[21]

による部分ヘッジングの理論について概観する。

はじめに、必要な用語と記号を用意する。

まず、条件付請求権(contingent claim)とは、F(T )-可測なRd値確率ベクトルGで

あって、適当な定数 κ > 0に対して条件

G � −κS(T ), a.s.(4.1)

を満たすものを言う。条件付請求権全体の集合を Lbで表す。条件付請求権G ∈ Lb

の各要素Giは、条件付請求権発行者が請求権保有者に対し、満期時点 T において

支払う資産 iの額を表している。例えば、資産 1が貨幣、資産 2が株式であり、この

株式の上に書かれた権利行使価格Kのコールオプションが G = (G1, G2)であると
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き、Gは

G1 = −1{S2(T )≥K}K, G2 = 1{S2(T )≥K}S2(T )

と表される。なお、式(4.1)は、条件付請求権のペイオフに対して、ある種の「下方

から有界性」を課している。

条件付請求権G ∈ Lbを発行した投資家は、満期 T において発生する負債に対応

しなければならない。つまり、一定量の初期保有額ベクトル x ∈ Rdを用意し、それ

を適当な投資戦略 L(·)でもって満期までの期間 [0, T ]において各資産に投資し、そ

の結果得られるポートフォリオ保有額XL
x (T−)を負債Gの返済に充当するわけであ

る。言うまでもなく、はじめに用意する初期保有額 xの一部もしくは全部は、条件

付請求権を発行した時点で、請求権購入者から請求家への代金として支払われた収

入から賄われるべきものである。

ここで、賭事における倍賭けを思い起こそう。倍賭けとは、賭けに負ける度に賭金

を倍にしてゆき勝った時点でやめるという戦略であり、倍賭けは確率 1で正の収益

が得られることを保証する。連続時間モデルににおいては有限期間中に何回でも取

引をすることが可能であるため、倍賭けは理論的には可能である。そして、条件付

請求権発行者が倍賭けのような戦略をとれば、満期において確率 1で債務をカバー

することなどという問題は、自明なものとなってしまう。また他方、倍賭けは最終

的に勝つまでの間に何回負けるか分からないため、倍賭けを続けられるためには無

限の資金 (あるいは、いくらでも多くの資金を借りられるような状態であること)が

必要である。数理ファイナンスでは通常、そのような戦略を排除するために、ポー

トフォリオの価値プロセスに対して、何らかの意味で、「下方からの有界性」を課

す。われわれの場合、「下方からの有界性」の意味は次の通りである。

定義 4.1. Rdに値をもつ確率過程 {Y (t)}t∈[0,T ]は、適当な定数 κ > 0が存在して、

各 t ∈ [0, T ]に対して

Y (t) � −κS(t), a.s.

が成り立つとき、下方から S-有界(S-bounded from below)であると言う。

ポートフォリオ保有額過程XL
x (·)が下方から S-有界であるか否かは、取引戦略L

のみによって定まり、初期保有ベクトル x ∈ Rdには依存しないことが簡単に確認で

きる。われわれは以下、ポートフォリオ保有額過程XL
x (·)が下方から S-有界である

ような取引戦略 Lの全体を Abで表すことにする。
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定義 4.2. 初期保有ベクトル x ∈ Rdが与えられたとする。条件付請求権G ∈ Lbは、

XL
x (T−) � G, a.s.

となるような取引戦略L ∈ Abが存在するとき、x ∈ Rdのもと優ヘッジング可能(super-

hedgable)であると呼ばれる。

初期保有ベクトル x ∈ Rdのもと優ヘッジング可能な条件付請求権全体の集合を

Axで表す。すなわち、

Ax � {G ∈ Lb | ∃L ∈ Ab : X
L
x (T−) � G, a.s.}(4.2)

である。

Kabanov-Last [20]の主要結果は、与えられた条件付請求権 Gが初期保有ベクト

ルx ∈ Rdのもと優ヘッジング可能であるための必要十分条件 (以下の定理4.6)である。

そこでの必要十分条件は、ポートフォリオ保有量過程 (X1L
x (·)/S1(·), . . . , XdL

x (·)/Sd(·))(物
理単位表示)の「共役変数」の役割を果たす確率過程 Z(·)を用いて与えられる。そ
のような「共役変数」としての確率過程Z(·)の満たすべき要件は、マルチンゲール
性と条件

diag[S(t)]−1Z(t) ∈ K∗ ∀t ∈ [0, T ],(4.3)

である。確率 1でこの条件(4.3)を満たすような (0,∞)d値マルチンゲール Z(·)全体
のなすクラスをMで表す。クラスMに属するマルチンゲールは、取引コストのな

い市場における同値マルチンゲール測度の密度過程に相当する。このことは次の補

題によっても示唆される。

補題 4.3. 仮定 2.1で存在を仮定した同値確率測度Qを任意に一つとり、その右連

続版の密度過程を {ρ(t)}t∈[0,T ]で表そう。すなわち、

ρ(t) = E

[dQ
dP

∣∣F(t)], a.s., ∀t ∈ [0, T ]

である。また定数 r ∈ Λを任意にとる。このとき、確率過程

Z(t) � ρ(t) diag[S(t)]r ; t ∈ [0, T ]

はクラスMに属する。
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次の命題 4.4は伊藤の公式 (および確率過程XL
x (·)の下方からの S-有界性)による

直接の帰結であり、定理 4.6の主張の半分はこの命題から直ちに出る。

命題 4.4. 任意の取引戦略 L ∈ Abと任意のマルチンゲール Z ∈ M、および任意の

初期保有額ベクトル x ∈ Rdに対し、確率過程

Z(t) · diag[S(t)]−1XL
x (t) ; t ∈ [0, T )

は優マルチンゲールである。

定理 4.6では次の仮定(4.5)がおかれる。

仮定 4.5. 支払可能領域Kの共役集合K∗は、少なくとも一つの内点を含む。すな

わち、intK∗ �= ∅が成り立つ。

式(3.5)を用いれば、条件 intK∗ �= ∅が、相異なるすべてのペア i = 1, . . . , d、

j = 1, . . . , dに対して λij + λji > 0となることと同値であることが確認できる。い

いかえれば、仮定(4.5)は、相異なるどの二つの資産 i、jに関しても、資産 iを資産

jに替える時かもしくは資産 jを資産 iに替える時の、少なくともどちらかの方向の

取引コストがゼロでない、ということを意味している。したがって、特に、定理 4.6

は取引コストのない資産市場モデルを特殊な場合としては含んでいない。

定理 4.6 (Kabanov-Last). 仮定 4.5が成り立っているとし、初期保有ベクトル x ∈
Kと条件付請求権G ∈ Lbが与えられたとする。このとき、Gが xのもと優ヘッジ

ング可能であるための必要十分条件は、

E
[
Z(T )·diag[S(T )]−1G

] ≤ E[Z(0)]·x, ∀Z(·) ∈ M(4.4)

が成り立つことである。

完備市場において条件付請求権が与えられたとき、よく知られているように、そ

の価格は満期でのペイオフの割引現在価値の期待値を、同値マルチンゲール測度の

もとでとったものに等しい。さらに、その価格以上の初期保有が与えられることと

優ヘッジングが可能であることとは同値である。非完備市場においては、同値マル

チンゲール測度は一つではなく、どの同値マルチンゲール測度を用いるかによって

ペイオフの割引現在価値の期待値は異なってくる。そして、条件付請求権の優ヘッジ
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ング可能性は、任意の同値マルチンゲール測度に対して初期保有がペイオフの割引

現在価値の期待値以上であることと同値である (詳細は Cvitanić-Karatzas[6]など)。

定理 4.6は、このことと同様の結果が取引コストのある市場においても成り立つと

いうことを主張しているのである。

なお、先ほど少し触れたが、定理 4.6の主張の中で、Gの優ヘッジング可能性か

ら式(4.4)を導く方は命題 4.4からすぐ出る。難しいのは逆の方向である。証明の鍵

を握るのは式(4.2)で定義した、優ヘッジング可能な条件付請求権全体の集合Axが

空間 Lbの中で、ある意味で「閉じている」ということである。そしてもう一つ重

要なことは、この空間 Lbで Hahn-Banachの定理の類似が成り立つことである。こ

の二つのことから、xのもと優ヘッジング可能でない条件付請求権G ∈ Lb(つまり

G /∈ Ax)が与えられたとき、

E[η · diag[S(T )]−1G] > sup
Z∈M

E[Z(T ) · diag[S(T )]−1G]

の意味で、Gを集合Axから分離する確率ベクトル η ∈ L1(Rd
+)の存在が云える。そ

して、この ηを用いて Ẑ(t) � E[η|F(t)]としたマルチンゲールがクラスMに属する

ことが証明され、「Gが xに関して優ヘッジング可能でない⇒式(4.4)が成り立たな

い」の因果関係が出て、定理 4.6の証明が完結するのである。なお、離散時間の完

備市場の場合について、これと同じ論法が Harrison-Pliska[17]においてすでに用い

られている。Kabanov-Last[20]は、この論法を適切な修正のもとで取引コストのあ

る多資産市場にまで一般化した研究であると位置付けられるのである。

5 部分ヘッジング問題

前節で調べた優ヘッジングでは、将来に発生する債務について、いかなる状況に

おいても (すなわち確率 1で)、不足分なく債務を遂行できることが要求される。た

だし、債務を遂行してもなお余剰が出ることは一向に差し支えない。条件付請求権

の発行者の取る戦略として最も手堅い、この優ヘッジング戦略は、しかし、しばし

ば過剰なまでの初期資金を必要とする。例えば、Black-Scholesタイプの対数正規株

価過程のモデルにおいて、コールオプションを優ヘッジングするために必要な初期

保有は、原資産である株 1単位に等しい。このような悲観的結果は、Davis-Clark[9]

によって予想され、Soner-Shreve-Cvitanić [33]によって証明された。そしてこの場
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合、最適な取引戦略は、ただ単に株をオプション満期まで持ち続け、満期において

相手が権利行使してきたら手持ちの株を権利行使価格で引き渡すという、単純な買

い持ち (simple buy-and-hold)戦略である。また、より一般に多資産の場合でも、原

資産価格過程がブラウン運動でドライブされるマルコフ型の確率微分方程式にした

がい、なおかつボラティリティーを表す行列が退化しないような場合には、経路独

立 (path-independent)なヨーロッパ型の条件付請求権の優ヘッジングに対しては単

純な買い持ち戦略が最適であることが分かっている (Bouchard-Touzi[3])。

単純な買い持ち戦略が最適なヘッジング戦略であるという主張の持つ意味は非常

に大きい。例えばコールオプションを考えてみよう。そもそもコールオプションの

存在意義は、将来原資産を購入する予定である個人や企業が原資産価格上昇による

リスクを回避できるように、原資産を一定の価格以下で買付けられることを保証す

るということである。もしもそのようなコールオプションを発行する金融機関がリ

スクを避けて優ヘッジング戦略をとるならば、必要な初期保有は原資産 1単位にな

るわけで、この金融機関によって提供されるコールオプションの価格は原資産の価

格と等しくなってしまう。これでは顧客の投資家にとっては、将来購入することに

なっている原資産を今すぐ購入せよと言われているのと同じことになってしまうた

め、オプションを購入する意味は全くなくなってしまうのである。

このような理由により、条件付請求権発行者にとっての本質的な課題は、損失が

発生するリスクをある程度は受容するようなヘッジング戦略をとることとなる。そ

こで優ヘッジングに代わるものとして、部分ヘッジングが関心の対象となるのであ

る。本論文では、Kamizono[21]による議論を概観する。なお、部分ヘッジング問題

は、完備市場の場合について、Föllmer-Leukert[14, 15]、Cvitanić-Karatzas[8]、取引

コストはゼロであるが非完備な市場については、Cvitanić[4]、不完全情報の場合に

ついては、Karatzas[23]や Spivak-Cvitanić[34]などで議論されている。

なお、本節で扱う部分ヘッジ問題、および次節で述べる効用最大化問題では、許

容する取引戦略としては、ポートフォリオ保有額過程XL
x (·)に対する下方から S-有

界性よりやや強い条件を満たすものを考える。

定義 5.1. 初期保有額ベクトル x ∈ Rdが与えられたとする。取引戦略 L(·)は、「非
破産」条件

XL
x (t) � 0, ∀t ∈ [0, T ), a.s.(5.1)
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を満たすとき、xについて許容可能(admissible)であると呼ばれる。

初期保有額ベクトル xについて許容可能な取引戦略の全体を A+(x)で表す。つ

まり、

A+(x) � {L ∈ Ab | XL
x (t) � 0, ∀t ∈ [0, T ), a.s.}(5.2)

部分ヘッジング問題の具体的な内容に入る。まず、Kamizono[21]では、条件付請

求権としてはペイオフが貨幣 (資産 1)の形で発生するものが想定されている。つま

り、条件付請求権の決済は実物渡しではなく、差金決済である。また、ヘッジング

に割り当てる初期資本も、貨幣 (資産 1)の形で与えられるような状況を想定してい

る。初期時点 0での資産売買は可能であるから、このこと自体は本質的になんの制

約にもならない。なお、式(2.2)で導入した記号XL
x (t)では、添字 xは各資産の初期

保有を並べたベクトルを意味していたが、本節に限り若干の記号の濫用をお許し頂

くとして、記号XL
x (t)の添字 xは、本節での仮定にしたがい、貨幣 (資産 1)の形で

与えられた初期保有、つまりスカラーであるとする。つまり、式(2.2)での記法にし

たがえば、XL
(x,0,... ,0)(t)のことを意味する。記号A+(x)についても同様で、本節に限

り記号A+(x)は式(5.2)の記法での A+((x, 0 . . . , 0))を意味するものとする。

ヘッジすべき条件付請求権は差金決済型であるから、ペイオフは F(T )-可測の実

数値確率変数Gで表現される。部分ヘッジング問題とは、与えられたリスク尺度を

最小にするような取引戦略を探すことであるから、まずリスク尺度を導入しなけれ

ばならない。本稿では、Föllmer-Leukert[15]、Cvitanić-Karatzas[8]などで紹介され

ている、平均不足額(expected shortfall)をリスク尺度として採用する。具体的には、

われわれの場合、満期 Tにおける債務はGであり、これを初期保有額 xの期間 [0, T ]

における運用益 �(XL
x (T−))でカヴァーしようとするのであるから、平均不足額は

E(G− �(XL
x (T−)))+

と定義される。したがって、平均不足額最小化問題は、以下である。

所与の初期保有額 x ≥ 0のもと、平均不足額
E
(
G− �(XL

x (T−))
)+を L ∈ A+に関し最小化せよ。

また、この最適化問題に対する最適値関数は、

V (x) � inf
L∈A(x)

E
(
G− �(XL

x (T−))
)+

(5.3)
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である。

平均不足額最小化問題に関する具体的な議論を先に進める前に、差金決済型の条

件付請求権Gの優ヘッジングについて簡単に要約しておく。まず、一般の場合の優

ヘッジングの結果 (定理 4.6)から、次のことが証明できる。

命題 5.2. 仮定 4.5が成り立っているとし、初期保有額 x ∈ Rと差金決済型の条件

付請求権Gが与えられたとする。このとき、Gが xのもと優ヘッジング可能である

ための必要十分条件は、

E [Z(T )G] ≤ x(5.4)

がすべてのZ(·) ∈ Nに対して成り立つことである。ただし、Nは、R-値マルチンゲー

ル {Z(t)}t∈[0,T ]であって、適当な Rd−1-値マルチンゲール {(Z2(t), . . . , Zd(t)}t∈[0,T ]}
に対して、Rd-値マルチンゲール {(Z(t), Z2(t), . . . , Zd(t))}t∈[0,T ]がMに属するよう

なもの全体を表す。

与えられた初期保有量 x ∈ Rのもとで優ヘッジング可能な、非負の差金決済型条

件付請求権の全体を、G(x)で表そう。すなわち、G(x)の定義は、

G(x) � {G ∈ L0(R+) | ∃L ∈ Ab : �(X
L
x (T−)) ≥ G}(5.5)

である。ただし、ここで、一般に Borel集合Eに対し、L0(E)は F(T )-可測な E値

確率変数の集合を表すものとする。Kabanov-Last[20]の Lemma 3.3によれば、条件

�(XL
x (T−)) ≥ 0から条件 “�(XL

x (t)) ≥ 0、∀t ∈ [0, T )”が出るから、集合G(x)の定

義式(5.5)の右辺で、Abを A+(x)に取り替えてもよい。つまり、

G(x) � {G ∈ L0(R+) | ∃L ∈ A+(x) : �(X
L
x (T−)) ≥ G}

この定義から、もとの最適化問題の最適値関数(5.3)が

V (x) = inf
ξ∈G(x)

E(G− ξ)+, ∀x ∈ R(5.6)

と書けることがすぐ分かる。また、式(5.6)に現れる下限を達成するような確率変数

ξ ∈ G(x)が選べたとすると、集合G(x)の定義により直ちに、�(XL
x (T−)) ≥ ξとな

る取引戦略L ∈ A+(x)の存在が分かるが、この L(·)がもとの平均不足額最小化問題
の一つの解になっていることもすぐに分かる。この意味で、もとの平均不足額最小

化問題は、次の最適化問題 (本節では、以下主問題と呼ぶ)に同等である。
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所与の初期保有額 x ≥ 0のもと、期待値
E(G− ξ)+を ξ ∈ G(x)に関し最小にせよ。

さて、命題 5.2により

G(1) = {G ∈ L0(R+) | ∀Z(·) ∈ N : E[Z(T )G] ≤ 1}

が成り立つが、これはすなわち、空間L0(R+)においてG(1)が集合 {Z(T ) | Z ∈ N}
の極集合であることを云っている。ここで、任意の集合 A ⊆ L0(R+)に対し Aの

極集合(polar set)とは、

A◦ � {g ∈ L0(R+) | ∀f ∈ A : E[fg] ≤ 1}(5.7)

で定義される集合A◦のことを意味する。つまり、命題 5.2の主張は

G(1) = H◦
0(5.8)

である。ただし、

H0 � {Z(T ) | Z ∈ N}(5.9)

とおいた。なお、G(x) = xG(1)であることは命題 5.2とは独立に定義から簡単に

チェックできるから、命題 5.2の主張の本質は式(5.8)に他ならない。なお、前にも

注意したように、Mに属するマルチンゲールは取引コストが存在しない市場の状態

価格密度としての意味を持つ。したがって、標語的に言うならば、優ヘッジング可

能な条件付請求権の集合は状態価格密度全体の集合と共役関係をなすのである。

さて、われわれは後に、式(5.3)の最適値関数で表される最適化問題を解く際に、

双対問題を経由することになるのであるが、鍵となるのは双対問題の解の存在であ

る。大まかに言えば、ここでいう双対問題は、もとの空間G(x)の「共役空間」の上

で、目的関数の「共役関数」を最大化するというものであり、その解の存在のため

には、何らかの意味で「共役空間」が「閉じて」いることが重要となる。式(5.8)が

示唆するところは、集合 {Z(T ) | Z ∈ N}が、G(1)の「共役空間」としての候補と

なる、ということではあるのだが、残念ながら一般にこの集合H0は、定理 5.5の証

明で用られる位相であるところの、確率収束の位相のもとで閉じていない。そこで、

H0に代わるものとして G(1)の極集合

H � G(1)◦ = {H ∈ L0(R+) | ∀G ∈ G(1) : E[HG] ≤ 1}(5.10)
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を導入する。式(5.8)によれば Hは H0の双極集合 (bipolar set)である。すなわち、

H = H◦◦
0 � ((H0)

◦)◦(5.11)

である。集合G(1)および Hについて以下が成り立つ。

命題 5.3. (i) 集合G(1)と Hは、それぞれ L0(R+)の凸部分集合で確率収束の位相

のもとで閉である。それらはまた凸体をなす。

(ii) 確率変数G, H ∈ L0(R+)に対し、それぞれ以下が成り立つ。

(a) G ∈ G(1)となるための必要十分条件は、supH∈H E[HG] ≤ 1が成り立つこと

である。

(b) H ∈ Hとなるための必要十分条件は、supG∈G(1) E[HG] ≤ 1が成り立つこと

である。

(iii) 定数 1は G(1)に属する。

(iv) 集合Hは L1(R+)で有界である。

ここで、凸集合 A ⊆ L0(R+)が 凸体(solid convex set)であるとは、f ∈ Aと

g ∈ L0(R+)が g ≤ f a.s. を満たすときにはいつでも g ∈ Aとなることを言う。な

お、同値マルチンゲール測度の密度過程の双極 (bipolar)を共役空間に選んで双対

問題を経由して主問題を解くというアイディアを最初に紹介した論文は、Kramkov-

Schachermayer[26]である。そこでは、非完備市場における効用最大化問題に対して

このアイディアが用いられている。Kramkov-Schachermayer[26]のアイディアの核

にあるのは、Brannath-Schachermayer [1]の双極定理 (bipolar theorem)である。実

際この双極定理によれば、双極集合H = (H0)
◦◦は、H0を含み確率収束の位相のも

とで閉となる最小の凸体 (solid convex set)である。つまり、集合Hは H0を必要最

小限に拡張して得られる集合なのである。特に、確率変数G ∈ L0(R+)に対し、も

との集合H0の上でとられた上限 supH∈H0
E[HG]と H0の双極集合H = (H0)

◦◦の上

でとられた上限 supH∈H E[HG]とは一致する。

さて、もとの最適化問題(5.3)の双対問題を考えるため、目的関数の共役を定義し

よう。まず、各 g ≥ 0に対し、関数Rg(·)を

Rg(u) � (g − u)+, u ≥ 0
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と定義しておき、主問題の最適値関数(5.6)を

V (x) = inf
ξ∈G(x)

E[RG(ξ)], x ∈ R(5.12)

と書いておく。この関数Rg(·)に対し、Rg(·)の共役関数R̃g(·)を

R̃g(z) � inf
u≥0

[(g − u)+ + vu] = (1 ∧ v)g, v ≥ 0.

で定義する。適当に符合を変えてあるが、関数 R̃g(·)は、凸解析の分野での、凸関
数Rg(·)の共役関数 (convex conjugate)に他ならない (例えば、Rockafellar[30])。関

数 R̃g(·)の定義により、

(g − u)+ ≥ (1 ∧ v)g − vu, ∀u ≥ 0, ∀v ≥ 0,(5.13)

が成り立つことがすぐ分かる。さらに

u ∈ Ig(v),(5.14)

ならば、式(5.13)で等号が成り立つ。ただし、各 g ≥ 0に対し、Ig(·)は

Ig(v) �




{g} if 0 ≤ v < 1

[0, g] if v = 1

{0} if v > 1


 .(5.15)

で定義される集合値関数である。

さて、ξ ∈ G(x)、 z ≥ 0および H ∈ Hが任意に与えられたとき、式(5.13)と命題

5.3の (ii)とから、

E(G− ξ)+ ≥ E[(1 ∧ zH)G]− zE[Hξ] ≥ E[(1 ∧ zH)G]− zx,(5.16)

であることが分かる。ここで、

ξ ∈ IG(zH) a.s. および E[Hξ] = x.(5.17)

ならば式(5.16)で等号が成り立つ。さらに、式(5.17)の第一の条件は、0 ≤ U ≤ G

を確率 1で満たすような適当な確率変数 U ∈ L0(R+)が存在して、

ξ = G1{zH<1} + U1{zH=1}, a.s.(5.18)
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と書けるということに同値である。これより、与えられた z > 0、H ∈ Hおよび

U ∈ L0(R+)のもと、式(5.18)によって決まる確率変数 ξが、式(5.6)に現れる下限

を達成するためには、x ∈ G(x)かつ E[Hξ] = xが必要十分であることが分かる。

以上までの観察のもと、もとの最適化問題に対する双対問題として、次のような

最大化問題を考える。

実数 z ≥ 0を所与として、期待値
E[(1 ∧ zH)G]をH ∈ Hに関し最大にせよ。

また、この問題の最適値関数 Ṽ (·)を

Ṽ (z) � sup
H∈H

E[(1 ∧ zH)G], z ≥ 0(5.19)

によって定義する。式(5.16)から直ちに分かるように、V (x) ≥ Ṽ (z)− zxがすべて

の x > 0および z > 0に対して、したがって、

V (x) ≥ sup
z≥0

[
Ṽ (z)− zx

]
(5.20)

がすべての x ≥ 0に対して成り立つ。実はここで等号が成り立つ、ということは下

の定理 5.5の主張の一つである。定理 5.5では、次の仮定 5.4が置かれる。

仮定 5.4. 差金決済型の条件付請求権G ∈ L0(R+)は、条件

E[G] < ∞ and G(0) � sup
H∈H

E[HG] < ∞.(5.21)

を満たすものとする。

仮定 5.4のもとでは、Gは初期保有量 x ≥ G(0)のもと優ヘッジング可能である。

その場合、特に V (x) = 0であるから、部分ヘッジングの問題を考えることは意味が

ない。部分ヘッジング問題として専ら興味があるのは、0 < x < G(0)の場合である。

定理 5.5 (Kamizono). 仮定 5.4のもと、初期保有量 0 < x < G(0)が与えられたと

する。このとき、

(i) 任意の定数 ẑ > 0に対し、式(5.19)に現れる上限を達成する確率変数 Ĥ(z) ∈ H

が存在する。
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(ii) 式(5.20)の右辺に現れる上限を達成する定数 ẑ > 0が存在する。

(iii) 主問題最適値関数 V (·)と双対問題最適値関数 Ṽ (·) とは、互いに共役関係にあ
る。すなわち、

V (x) = sup
z>0

[
Ṽ (z)− zx

]
, ∀0 < x < G(0)(5.22a)

Ṽ (z) = inf
z>0

[
V (x) + xz

]
, ∀z > 0(5.22b)

が成り立つ。

(iv) 条件 0 ≤ U ≤ Gを確率 1で満たす確率変数 U ∈ L0(R+)であって、上で与えら

れた ẑ > 0および Ĥ ≡ Ĥ(ẑ) ∈ Hとを用いて式

ξ̂ � G1{ẑĤ<1} + U1{ẑĤ=1}(5.23)

で定義される確率変数 ξ̂が集合G(x)に属し、かつまた条件 E[Ĥξ̂] = xをも満

たし、したがって主問題の解となるようなもの、そういった確率変数Uが存在

する。

定理の証明はKamizono[21]のChapter 3で見つけることができる。なお、命題 5.3

の前に述べたように、すべての鍵は双対問題の解 Hの存在にある。実際、命題 5.3

の (iv)によれば、凸集合Hは確率収束の位相に関して閉じていて、かつ L1-有界で

ある。このことと目的関数が凹関数であることとを合わせ、さらに Komlósの定理

(例えば Schwartz[31])を用いることによって、双対問題の解の証明が微積分学での

Weirstrassの最大値・最小値定理の証明と同様にしてできるのである。

最後に、命題 5.3は二つの集合G(1)とHとが「共役的」な性質を持っていること

を主張しているが、特に (iv)でいう「L1- 有界性」の「共役的」性質が (iii)でいう

「定数 1を含むこと」に相当することを思い起こそう。すなわち、集合 Hとは異な

り、一般に集合G(1) は L1-有界ではない。この事実のために、Komlósの定理等を

用いて双対問題の最適解の存在を示す、という手法と同じ手法を主問題に対して応

用して、主問題の最適解の存在を直接に証明することはできないのである。そもそ

も、主問題を解くために双対問題を経由する理由はここにあったわけである。
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6 効用最大化問題

本節では、初期時点 0に初期ポートフォリオ保有額 x ∈ Rdが与えられた投資家

が投資期間 [0, T ]において各資産 i = 1, . . . , dに投資し、取引最終時点 T における

効用の期待値を最大にする、という効用最大化問題を考える。取引コストのある市

場におけるこのような効用最大化問題、およびそれと類似の問題に関する研究は、

Davis-Norman[10]に遡る。Davis-Norman[10]は、危険資産が 1種類で価格過程が対

数正規過程の場合の無限期間モデルにおいて、期間中の消費から得られる期待効用

の最大化問題を考え、ベキ型効用関数 (power utility function)の場合について、最適

値関数、および最適投資戦略を明示的に導出している。彼らの手法は、動的計画法か

ら導出される偏微分方程式を解く、というものである。動的計画法アプローチに関す

るより立ち入った議論、特に非線形偏微分方程式の粘性解 (viscosity solution) との

関連性については、Shreve-Soner[32]や Zariphopoulou[35]に詳しい。他方、マルチ

ンゲール理論と凸解析を応用したアプローチは、1危険資産の場合の理論を取り扱っ

た Cvitanić-Karatzas[7]がプロトタイプである。その後の多資産市場への一般化は、

Kabanov[19]に始まる。ただし、ここまでの論文では効用関数は、ポートフォリオ保

有額過程XL
x (·)の貨幣価値 �(XL

x (·))を独立変数にとる、1変数効用最大化である。こ
れに代わって多変数効用関数を最初に取り入れた研究が、Deelstra-Pham-Touzi[11]で

ある。ただし、取引コストのない完備市場の場合で多変数効用関数を用いた効用最大

化問題は、Lakner[28]にまで遡る。Deelstra-Pham-Touzi[11]は、取引コストのある市

場における効用最大化問題に関する一般的な理論、特にKramkov-Schachermayer[26]

の非完備市場における理論と類似の理論を目指しているが、効用関数の設定の仕方

が貨幣錯覚を許すようなものになっていることや、Kramkov-Schachermayer[26]と

の類似の理論を組み立てる辺りの議論の整備が完全ではなく、当初の目的を達成し

ているとは言えない。Kamizono[22]は、効用関数の定式化を貨幣錯覚から自由であ

るようなものに修正し、さらに双対理論の応用の仕方に工夫を加えて、取引コスト

のある多資産市場においても、Kramkov-Schachermayer[26]のオリジナルの議論が

ほぼ平行に進んでゆくこと示している。以下の本節の議論は Kamizono[22]による。

まず、効用関数を定義する。

定義 6.1 (効用関数). 次の３つの条件を満たす関数 U : Rd
+ → Rを効用関数(utility

function)と呼ぶ。
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(i) Uは、集合Rd
+上において、上半連続かつ凹で、

sup
c∈Rd

+

U(c) = ∞(6.1a)

inf
c∈Rd

+

U(c) = U(0) = 0(6.1b)

を満たす。

(ii) Uは次の意味で「単調増加」である。

各 i = 1, . . . , dについて ci
1 ≤ ci

2であるとき、U(c1) ≤ U(c2)が成り

立つ。

(iii) Uは、集合 (0,∞)d上において、C1級かつ強凹で、導関数

∇U(·) �
(∂U
∂c1

(·), . . . , ∂U
∂cd

(·)
)

は (0,∞)dの上の全単射であり、また集合 (0,∞)dの境界に収束するいかなる点

列 {cn}n∈N ⊆ (0,∞)dに対しても、

lim
n→∞

|∇U(cn)| = ∞

が成り立つ。

本節はじめにも述べたように、われわれは投資期間の最終時点 T におけるポー

トフォリオの状態から効用を得る投資家の効用最大化問題を考える。ここで、効

用関数 U の独立変数としてふさわしいのは、物理量で測ったポートフォリオ保有

量 diag[S(T )]−1XL
x (T−)であって、貨幣で測ったポートフォリオ保有額XL

x (T−)で

はない。さもなくば投資家は貨幣錯覚に陥っていることになる (この点については

Kamizono[22]を見よ)。また、前節で考えた部分ヘッジング問題の場合と同様、本

節においても許容する取引戦略を「非破産」条件(5.1)を満たすようなものに限る。

初期保有ベクトル x ∈ Rdに関して許容可能な取引戦略全体の集合を A+(x)で表す

(式(5.2))。さらに、確率ベクトルの集合

Cx � {B ∈ L0(Rd
+) | ∃L ∈ Ax : XL

x (T−) � diag[S(T )]B}.(6.2)

を定義する。この定義中の確率ベクトル Bの各要素Biは、投資期間最終時点 T に

おける資産 iの保有量 (物理単位!)を表しているものと解釈される。すなわち、条件
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B ∈ Cxが意味することは、初期保有ベクトル xから出発して、適当な許容可能な取

引戦略 L ∈ A+(x)をとって期間 [0, T ]にわたって投資することによって、取引最終

時点 Tにおいて各資産 iをそれぞれ Bi単位だけ保有するような状態を確率 1で実現

できるということである。つまり、条件B ∈ Cxは、条件付請求権 diag[S(T )]Gが初

期保有額ベクトル xに関して優ヘッジング可能であるという条件そのものである。

Kamizono[22]で扱われている効用最大化問題は以下である。

所与の初期保有額ベクトル x ∈ Rdに対し、期待効用 E[U(B)]を
B ∈ Cxに関し最大化せよ。

この最適化問題に対する最適値関数(optimum value function)は、

Vx � sup
B∈Cx

E[U(B)], x ∈ Rd(6.3)

である。なお、興味があるのは、初期保有額ベクトル xが「正」の場合、つまり、

x ∈ intKの場合のみである。また、つまらぬ場合を排除するために次の仮定をおく。

仮定 6.2. 少なくとも一つの x0 ∈ intKに対し、Vx0 < ∞が成り立つ。

凸解析を応用するため、与えられた効用関数 Uに対し、その共役関数 Ũを

Ũ(y) � sup
x∈Rd

+

[U(c)− y · c], y ∈ Rd
+(6.4)

で定義する。１変数効用関数の場合 (Karatzas-Shreve [25] Lemma 3.4.3)と同様、以

下が成り立つ。

補題 6.3. (i) Ũは、集合Rd
+上において、下半連続かつ凸で効用関数 Uとの関係

U(c) = inf
y∈Rd

+

[Ũ(y) + c · y], c ∈ Rd
+(6.5)

を満たす。

(ii) Ũは次の意味で「単調減少」である。

各 i = 1, . . . , dについて yi
1 ≤ yi

2であるとき、Ũ(y1) ≥ Ũ(y2)が成り

立つ。

(iii) Ũは、集合 (0,∞)d上において、C1級かつ強凸で、導関数は、∇Ũ = −Iを満
たす。但し、Iは関数∇Uの逆関数を表す。
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(iv) 各ベクトル y ∈ (0,∞)dに対し、式(6.4)に現れる上限は、c = I(y)において唯

一達成される。特に、

Ũ(y) = U(I(y))− y · I(y), ∀y ∈ (0,∞)d(6.6)

が成り立つ。

(v) 各ベクトル c ∈ (0,∞)dに対し、式(6.5)に現れる下限は、y = ∇U(c)において
唯一達成される。特に

U(c) = Ũ(∇U(c)) + c · ∇U(c), ∀c ∈ (0,∞)d(6.7)

が成り立つ。

(vi) 次の２式が成り立つ。

inf
y∈Rd

+

Ũ(y) = 0(6.8a)

sup
y∈Rd

+

Ũ(y) = Ũ(0) = ∞.(6.8b)

例 6.4 (加法型効用関数). 1変数効用関数 ui : R+ → Rを 1変数の効用関数の和と

して、

U(c) �
d∑

i=1

ui(c
i), c = (c1, . . . , cd) ∈ Rd

+,(6.9)

のように書ける効用関数 Uを加法型効用関数と呼ぶ。加法型効用関数に対しては、

共役関数 Ũは和を構成する各 uiの共役関数 ũiを用いて

Ũ(y) =

d∑
i=1

ũi(y
i), y = (y1, . . . , yd) ∈ Rd

+,(6.10)

と表される。さらに、ψiを導関数 u′
iの逆関数とすれば、

Ũ(y) =

d∑
i=1

ui(ψi(y
i))− yiψi(y

i), ∀y ∈ (0,∞)d,(6.11)

となることが分かる。すなわち、I(y) � (ψ1(y
1), . . . , ψd(y

d)), ∀y ∈ (0,∞)d が成り

立つ (Lakner [28] Example 2.3)。
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例 6.5 (CRRA(Constant Relative Risk Aversion)型). δ1, . . . , δdを、δ �
∑d

i=1 δ <

1を満たすような正定数として、関数 Uを

U(c) �
d∏

i=1

(ci)δi, c = (c1, . . . , cd) ∈ Rd
+(6.12)

のように定義すれば、Uは効用関数としての要件を満たすことが容易に分かる。導

関数∇U(·)とその逆関数 I(·)は

∇U(c) =
d∏

i=1

(ci)δi

(δ1

c1
, . . . ,

δd

cd

)

I(y) =

d∏
i=1

( δi

yi

) δi
1−δ

(δ1

y1
, . . . ,

δd

yd

)

で与えられ、また Uの共役関数は

Ũ(y) = (1− δ)
d∏

i=1

(δi

yi

) δi

1−δ

で与えられる (Example 2.4 of [28])。Hanoch [16]は、多変数版の Arrow-Pratt 相対

リスク回避度 (Arrow-Pratt index of relative risk aversion)を

r(c) � − c · ∇U(c)
∇U(c)′[∇2U(c)]−1∇U(c) , ∀c ∈ (0,∞)d(6.13)

で定義している。但し、∇2U(·)は U(·)のヘッセ行列を表す。式(6.12)で与えられる

効用関数Uに対しては、Arrow-Pratt 相対リスク回避度は、1− δである。また、後

の式(6.14)で定義される多変数版の漸近弾力性 (asymptotic elasticity)は δに等しい。

Kramkov-Schachermayer [26]は、１変数の効用関数について漸近弾力性 (asymp-

totic elasticity)を定義し、効用関数の漸近弾力性が 1より小さいという仮定が、非完

備市場における効用最大化問題の解の存在に対しては重要であることを指摘してい

る。次の仮定 6.6はその自然な拡張である。この仮定は後に定理 6.11で用いられる。

仮定 6.6. 効用関数 Uは、

AE(U) � lim
c·1→∞

c · ∇U(c)
U(c)

< 1(6.14)

を満たす。
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式(6.14)の中の AE(U)を、効用関数 Uの漸近弾力性(asymptotic elasticity)と呼

ぶ。特に d = 1の場合は、Kramkov-Schachermayer[26]のオリジナルの Definition 2.2

と同等である。

さて、効用関数 Uが１変数の場合、定義 6.1に現れる性質から limy↓0 I(y) = ∞
がすぐ分かる。多変数の場合も同様、Rockafellar [30]の Theorem 26.5から、集合

(0,∞)dの境界に収束するいかなる点列 {yn}n∈N ⊆ (0,∞)dに対しても、

lim
n→∞

1 · I(yn) = ∞

が成り立つ。次の仮定 6.7は、この収束が次の意味で「一様」であることを要請す

る。この仮定は、仮定 6.6と共に、後の定理 6.11において用いる。

仮定 6.7. 関数 Iは、

lim
m(y) ↓ 0

1 · I(y) = sup
r>0

inf
m(y)<r

1 · I(y) = ∞,(6.15)

を満たす。但し、m(y) � y1 ∧ · · · ∧ ydとおいた。

Kamizono[22]の主要結果は、後の２つの定理 6.10、6.11に示すように、Kramkov-

Schachermayer [26]が取引コストのない非完備市場の場合に提示した結果 Theo-

rem 2.1および 2.2と類似の結果が、取引コストのある市場での多変数効用最大化問

題の場合にも成り立つということである。それを見るためには、最適値関数 V·を、

x ∈ intK の関数 x �→ Vxとして全空間 intK 上で一度に見るのではなく、任意に

x ∈ intKを固定して、半直線 {αx | α > 0}の上の関数として、α �→ Vx(α) � Vαxと

見ることが本質的である。言うまでもなく、はじめに固定する xとしては、|x| = 1

とするなど、ノーマライズしておいてよい。そして、任意に固定された x ∈ intKに

対し、

γZ,x � E[Z(0)] · x, Z(·) ∈ M.

とおき、空間Mxを

Mx �
{ 1

γZ,x
Z(T )

∣∣∣ Z(·) ∈ M
}

(6.16)

で定義する。ここで、Mは第 2節で定義した通り、確率 1で条件

diag[S(t)]−1Z(t) ∈ K∗ ∀t ∈ [0, T ](6.17)
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を満たすような (0,∞)d値のマルチンゲール {Z(t)}t∈[0,T ]の全体である。ついでに、

第 2節で述べた優ヘッジングに関するKabanov-Last[20]の定理 4.6を、本節での記

号に合わせて書き直しておく。

定理 6.8 (Kabanov-Last). 仮定 2.1、4.5のもと、定義 5.1の集合Cxは、

Cx =
{
B ∈ L0(Rd

+)
∣∣∣ E[Z(T ) · B] ≤ E[Z(0)] · x, ∀Z(·) ∈ M

}
.(6.18)

と表される。

さて、式(6.16)で定義された空間Mxを用いれば、式(6.18)は

Cx = (Mx)
◦(6.19)

に他ならない。ここで、一般に集合B ⊆ L0(Rd
+)対し、B◦は Bの極集合(polar set)

B◦ � {g ∈ L0(Rd
+) | E[f · g] ≤ 1, ∀f ∈ B}

である。部分ヘッジング問題のときと同様、主問題の双対問題として効用関数の共

役関数を目的関数とする最小化問題を考えるが、部分ヘッジング問題のときと全く

同じアイディアにしたがい、Cxの極集合

(Cx)
◦ � {H ∈ L0(Rd

+) | E[H · B] ≤ 1, ∀B ∈ Cx}(6.20)

を用意する。式(6.19)から、(Cx)
◦ = (Mx)

◦◦ � ((Mx)
◦)◦がすぐ出るが、Brannath-

Schachermayer [1]の双極定理 (bipolar theorem)によれば、(Mx)
◦◦は、Mxを含み、

確率収束の位相のもとで閉となる最小の凸体 (solid convex set)となる。但し、凸集合

A ⊆ L0(Rd
+)が凸体(solid convex set)であるとは、f ∈ Aと g ∈ L0(Rd

+)が gi ≤ f i,

∀i = 1, . . . , d, a.s.を満たすときにはいつでも g ∈ Aとなることを言う。われわれの

場合、もとの空間Mに対する条件(6.17)を考慮し、やや小さめの集合

Dx � {H ∈ (Cx)
◦ | diag[S(T )]−1H ∈ K∗}(6.21)

を、双対問題の制御変数の空間として用いる。集合CxとDxとの間に、以下が成り

立つ。

命題 6.9. 任意に x ∈ intKを固定し、仮定 2.1と 4.5をおく。このとき、

28



(i) 集合Cxと Dxは、それぞれ L0(Rd
+)の凸部分集合で確率収束の位相のもとで閉

である。また Cxは凸体をなす。

(ii) 確率ベクトル B, H ∈ L0(Rd
+)に対し、それぞれ以下が成り立つ。

(a) B ∈ Cxとなるための必要十分条件は、supH∈Dx
E[H ·B] ≤ 1が成り立つこと

である。

(b) H ∈ Dxとなるための必要十分条件は、supB∈Cx
E[H·B] ≤ 1および diag[S(T )]H ∈

K∗が成り立つことである。

(iii) ある適当な定数 η > 0が存在し、定ベクトル η1は Cxに属する。ここで、1 =

(1, . . . , 1) ∈ Rdである。

(iv) 集合Dxは L1(Rd
+)で有界である。

さて、予告していた通り初期保有額ベクトル x ∈ intKを任意に固定し、もとの

効用最大化問題の最適値関数を

Vx(α) � sup
B∈Cx(α)

E[U(B)], α > 0.(6.22)

で定義しなおそう。ただし、変数 α > 0に対し、

Cx(α) � αCx = Cαx

とおいた。また、前節で扱った部分ヘッジングの問題と全く同様であるが、式(6.4)、

(6.21)から明らかに、

E[U(B)] ≤ E[Ũ(βH)] + βE[H · B] ≤ E[Ũ(βH)] + βα(6.23)

が任意の α > 0、β > 0、B ∈ Cx(α)および H ∈ Dxについて成り立つ。また、

H ∈ (0,∞)d a.s.である場合、上式(6.23)の二つの等号は、

B = I(βH) かつ E[H · B] = α

のとき、またそのときに限って成立する。また、α > 0を固定すれば、式(6.23)の左

辺は B ∈ Cx(α)のみに、右辺は β > 0とH ∈ Dxのみに依存していることから、左

辺で B ∈ Cxに関する上限、右辺で H ∈ Dxと β > 0に関する下限をとってもよい

ことがすぐ分かる。そこで、効用最大化問題の双対問題として最小化問題
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所与のベクトル y ∈ Rdに対し、共役関数の期待値 E[Ũ(H)]を
H ∈ Dyに関し最小化せよ。

を考え、その最適値関数を

Ṽx(β) � inf
H∈Dx

E[Ũ (βH)] = inf
H∈Dx(β)

E[Ũ(H)], β > 0.(6.24)

とおく。ここで、

Dx(β) � βDx

とおいた。式(6.23)の左辺でB ∈ Cxに関する上限、右辺でH ∈ Dxと β > 0に関す

る下限をとれば、関数 Ṽx(·)と Vx(·)との関係、

Vx(α) ≤ inf
β>0

[Ṽx(β) + βα]

がすぐ出る。ここで実は等号が成り立っていることは、下の定理 6.10の主張のうち

の一つである。

下の定理 6.10は、Kramkov-Schachermayer [26]の Theorem 2.1 に対応するもの

である。ここでは漸近弾力性に関する仮定は必要ない。また、特に (ii)は、すぐ上

で述べたように、もとの効用最大化問題の最適値関数と双対問題の最適値関数とが、

互いの共役関数になっていることを主張している。

定理 6.10 (Kamizono). 初期保有額ベクトル x ∈ intKを固定する。このとき、仮

定 2.1、6.2および 4.5のもと、以下が成り立つ。

(i) すべての α > 0に対し Vx(α) < ∞となる。また、ある定数 β0 > 0が存在し、

β > β0となるすべての βに対し、Ṽx(β) < ∞となる。
(ii) 関数 Vx(·)と Ṽx(·)とは、互いに共役である。すなわち、

Ṽx(β) = sup
α>0

[Vx(α)− βα], β > 0(6.25a)

Vx(α) = inf
β>0

[Ṽx(β) + αβ], α > 0.(6.25b)

(iii) 関数 Vx(·)は区間 (0,∞)上で C1級である。関数 Ṽx(·)は、区間 {β > 0 | Ṽx(β) <

∞}上で強凸である。また、導関数 V ′
x(·)と右導関数D+Ṽx(·) は、それぞれ

V ′
x(0+) � lim

α ↓ 0
V ′

x(α) = ∞ および D+Ṽx(∞) � lim
β→∞

D+Ṽx(β) = 0(6.26)

を満たす。
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(iv) Ṽx(β) < ∞となるようなすべての β > 0に対し、式(6.24)に現れる下限を達成

する確率ベクトル Ĥ ≡ Ĥ(β) ∈ Dxが唯一つ存在する。

定理 6.10において、特に (iv)は、集合Dxが L1有界かつ確率収束の位相に関し

て閉であるという事実に強く依存する。なお、集合 Cxは L1有界ではないため (L1

有界性の「共役」は「定数を含むこと」である。命題の 6.9(iii)、(iv))、もとの効用

最大化問題の解の存在を定理 6.10の (iv)と同様にして直接示すことはできない。こ

のことが、そもそも双対問題を経由することの理由である。この辺りの事情は部分

ヘッジング問題のときと全く同様である。

次の定理は、前定理 6.10の仮定に加え、漸近弾力性の仮定 6.6および関数 Iの境

界での挙動に関する仮定 6.7 をおくと、もとの効用最大化問題の解の存在が云える

ことを主張している。なお、定理 6.10と 6.11の両定理とも、証明は、Kamizono[22]

Section 6参照。

定理 6.11 (Kamizono). 初期保有額ベクトル x ∈ intKを固定する。このとき、仮

定 2.1、6.2、4.5、6.6および 6.7のもと、定理 6.10に加え、さらに以下が成り立つ。

(i) すべての β > 0に対し、Ṽx(β) < ∞となる。
(ii) 関数 Ṽx(·)は、区間 (0,∞)上で C1級である。関数 Vx(·)は区間 (0,∞)上で強凸

である。また、導関数 V ′
x(·)と Ṽ ′

x(·)は、それぞれ
V ′

x(∞) � lim
α→∞

V ′
x(α) = 0 および −Ṽ ′

x(0+) � − lim
β ↓ 0

Ṽ ′
x(β) = ∞(6.27)

を満たす。

(iii) −β̂αṼ
′
x(β̂α) = αを満たすような実数 β̂α > 0が、各 α > 0に対し存在し、確率

ベクトル B̂(α) � I(β̂αĤ(β̂α))は、式(6.22)に現れる上限を達成する唯一つの確

率ベクトルとなる。確率ベクトル B̂(α)と Ĥ(β̂α)との間には、

E
[
B̂(α) · β̂αĤ(β̂α)

]
= αβ̂α(6.28)

が成り立つ。

(iv) 最適値関数の導関数V ′
x(·)および Ṽ ′

x(·)は、目的関数の導関数∇U(·)および∇Ũ(·)
と、それぞれ

V ′
x(α) = E

[B̂(α) · ∇U(B̂(α))

α

]
および Ṽ ′

x(β) = E

[βĤ(β) · ∇Ũ(βĤ(β))

β

]
によって結びつけられる。
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[6] Cvitanić, J., Karatzas, I. (1993): “Hedging Contingent Claims with Con-

strained Portfolios.” Ann. Appl. Probab. 3(3), 652–681.
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