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1. はじめに

多変量統計的推測における漸近理論は、標本の大きさ nを無限大としたときの極限

理論，あるいは極限理論を第１次近似とする漸近展開を基にした大標本漸近理論が重

要な位置を占めている。これは変量の次元 p を固定したままでの漸近理論であり、当

然のことであるかも知れないが次元 pが大きくなるにつれて近似が悪くなるという問

題点が生じる。一方、情報化の進展と相俟って、次元 pが大であるデータが入手しや

すくなり、標本数に比べ変量の次元が高い場合の高次元データ特有の解析法が必要に

なってきている。

本報告では、標本の大きさ nと変量の次元 pが共に大であるとした高次元枠組みの

もとでの漸近近似についてのいくつかの結果を取り上げる。このような枠組みでの近

似は伝統的な大標本の枠組みでの近似の弱点を補うのみならず、多くの場合次元が小

さい場合にも良い近似であることは注目すべきことである。取り上げる問題は、（１）

標本共分散行列の固有値に関する経験分布と最大固有値の分布、（２）多変量線形仮説

に関する尤度比検定統計量の分布、（３）判別における誤判別確率、（４）判別解析に

おけるAIC型基準の構成、である。

なお、多変量独立和の漸近分布および漸近展開についての基礎的成果（Portony

(1986)、Anderson, Hall and Titterington (1998)）もあるが、その有用性については今

後検討される必要がある。高次元の場合の平均パラメータの検定については、Dempster

(1958, 1960)による方法が提案されている。同様な考え方に基づく判別法が Saranadasa

(1993)によって考察されている。また、関数データの解析（Ramsay and Silverman

(1997)など）,高次元空間上の回帰（Owen (2000)など）も高次元データ解析として取

り上げられるべき内容であるが、この報告では取り上げていない。

2. 固有値の分布

p次元対称行列 Snの固有値を �1 ≥ . . . ≥ �p とし、これらの固有値に関する経験分

布関数を

Fn(x) =
1

p
�{�i : �i ≤ x}, (2.1)
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とする。ここに、�{·} は指示された集合内の要素の数を表す。経験分布関数 Fn(x)が

F に収束するとき、F は Snの極限スペクトル分布関数とよばれる。

行列 Snは

Sn =
1

n

n∑
j=1

xjx
′
j , (2.2)

で与えられるものとする。ここに、 xj = (x1j , . . . , xpj)
′ 、xijは独立同一分布に従う確

率変数で、平均 0、分散 σ2 をもつものとする。高次元確率行列のスペクトル解析にお

いては、標本分散行列は Sn = 1
n

∑n
j=1(xj − x̄)(xj − x̄)′ ではなく、(2.2)で定義される。

これは正規性のもとでは本質的ではないが、非正規性のもとでは本質的である。

定理 2.1. (2.2)で定義される標本分散行列 Snの経験スペクトル分布を Fnとする。

pが大のとき p/n → c ∈ (0, 1)とする。このとき、

Fn → F, a.s. (2.3)

が成り立つ。ここに

f(x) =
dF (x)

dx
=

{
1

2πcxσ2

√
(x− a)(b− x), (a < x < b),

0, (otherwise),

で、定数 a, bは a = (1−√
c)2σ2, b = (1 +

√
c)2σ2 で与えられる。

この結果は、Wachter (1978), Jonsson (1982) and Yin (1986)等により求められた

ものであるが、モーメント存在に関するより強い条件もとでは Marčenko and Pastur

(1967)により求められた。スペクトル分布は、経験分布関数を用いて表せる統計量

Tn ≡ 1

p
{φ(�1) + . . .+ φ(�p)}

=

∫ ∞

0

φ(x)dFn(x). (2.4)

の高次元枠組みのもとでの挙動を求めるのに利用できる。すなわち、統計量 Tnは適当

な正則条件のもとで漸近的に ∫ ∞

0

φ(x)dF (x) (2.5)

に収束する。

確率行列 S1、S2は互いに独立で、それぞれウィシャート分布Wp(m, Ip)、Wp(n, Ip)

に従うとする。仮定

p/m → c1 > 0 and p/n → c2 ∈ (0,
1

2
). (2.6)
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のもとでの行列F = S1S
−1
2 の経験スペクトル分布は、Wachter (1980), Bai et al (1987),

Silverstein (1985), Yin et al (1983) によって求められた。Bai (1999) は非正規の場合

にも、S1、S2の基礎分布がそれぞれ 2次、4次モーメントをもてば、同様な結果が得

られることを注意している。

次に、(2.2)で定義された標本共分散行列 Snの最大固有値 �1の漸近近似について考

える。Geman (1980)はある種のモーメント条件のもとで

�1 → (1 +
√
c)2 a.s.,

すなわち、n�1 ∼ (
√
n+

√
p)2を示し、この結果はその後Yin et. all (1988)によって次

のように一般化された。

定理 2.2. 確率行列 Snは (2.2)で定義され、その基礎分布は 4次モーメントをもと

ものとする。このとき、p/n → c ∈ (0, 1)のもとで、次が成り立つ。

�1 → (1 +
√
c)2 a.s.,

基礎分布が標準正規分布N(0, 1)に従うとき、nSnはウィシャー分布Wp(n, Ip)に従

う。このとき、Johnstone (2001)は極限分布を求めることに成功している。中心化およ

び尺度化定数は

µnp = (
√
n− 1 +

√
p)2, (2.7)

σnp = (
√
n− 1 +

√
p)

(
1√
n− 1

+
1√
p

)1/3

. (2.8)

で与えられる。また、極限分布関数は

F1(s) = exp

{
−1

2

∫ ∞

s

(q(x) + (x− s)q2(x))dx

}
. s ∈ R,

として与えられる。ここに、qは非線形 Painlevé II微分方程式

q”(x) = xq(x) + 2q3(x),

q(x) ∼ Ai(x) as x → +∞

の解で、Ai(x)は Airy関数である。この分布関数はTracy and Widom (1996)によって、

p = nの特別な場合の極限関数として求められたものであり、次数 1の Tracy-Widom
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法則とよばれる。

Theorem 3.2. 確率行列 nSnはウィシャート分布Wp(n, Ip)に従い、Snの最大固有

値を �1とする。p/n → c ∈ (0, 1]とき

w1 ≡ n�1 − µnp

σnp
→ F1 dist. (2.9)

この極限分布は数値的に求めることができ、数値表のためのソフトウエアが用意さ

れている。

3. 多変量線形モデルにおける尤度比統計量の分布

多変量線形モデルにおける仮説による平方和・積和行列、誤差による平方和・積和

行列をそれぞれ Sh、Se とする。正規性のもとで尤度比検定統計量は Λ = |Se|/|Se +Sh|
の単調関数である。仮説のもとでのΛの分布を考えるとき、一般性を失うことなくSh、

Se は互いに独立にウイシャート分布Wp(q, Ip)、Wp(n, Ip)に従うとしてよい。このよう

な Λの分布を Λp,q,nと表す。

通常の大標本の枠組みでは、pと qを固定し、nを無限大に近づける。このとき、次

の漸近展開が Box (1949)により求められた。

P(−m log Λ) = Gf (x) +
γ2

m2
{Gf+4(x)−Gf(x)}

+
1

m4
[γ4{Gf+8(x)−Gf(x)}

−γ2{Gf+4(x)−Gf (x)}] + o(n−4), (3.1)

ここに、f = pq, m = n− (p− q + 1)/2, γ2 = f(p2 + q2 − 5)/48,

γ4 =
1

2
γ2

2 +
f

1920

{
3(p4 + q4) + 10f 2 − 20(p2 + q2) + 159

}
,

Gf (x)は自由度 fのカイ２乗分布の分布関数である。

Muldhokar and Trivedi (1980), (1981)は T = − log Λp,q,nの分布に対して、p か

つ（または）qが大のときの漸近正規近似を与えている．この近似は χ2-分布に対する

Wilson-Hilferty の正規近似の考えを適用して求められたものである。すなわち、非負

値確率変数列 {Yk}は、k → ∞のとき (Yk − µk)/σk → N(0, 1)であるとする。ここに、

E(Yk) = µk、Var(Yk) = σ2
kで、さらに、µk → ∞ かつ σ2

k/µkは有界であるとする。こ

のとき、変換 Zk = (Yk/µk)
hを考えると、

Zk − 1

h(σk/µk)
=

µk(Zk − 1)

hσk

→ N(0, 1)
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となる。定数 hは正規性への近似が加速するように定められるが、具体的には Zkの分

布が比較的対称になるように３次キュミュラントの主要項が 0になるように定める。

最近、Tonda and Fujikoshi (2001) は高次元枠組み p/n → c ∈ (0, 1) のもとで

T = − log Λの漸近展開を導出している。極限分布は正規分布となるが、その正規化変

換は

T̃ =

√
p

2

(
T − µ

d

)
(3.2)

である。ここに

µ =

m∑
j=1

log ξ2
j , d = {

m∑
j=1

b2j}1/2,

mj = n+ q − p+ 1− j, ξj = (mj + p)m−1
j , bj = p(mj + p)−1,

(j = 1, . . . , q)

漸近展開の係数は

τ1 =
1√
2
aξ−1, τ3 =

1

3
√
2
(2 + 3a)ξ−1,

τ2 = −1

4
a(8 + 17a)ξ−2, τ4 = −7

6
a(2 + 3a)ξ−2, τ6 = − 1

12
a(4 + 5a)ξ−2,

ταj = τα(aj , ξj)

を用いて表せる。

Theorem 3.1. 統計量 T = − log Λの (3.2)で与えられる正規化変量 T̃ の分布は次

のように展開される。

P(T̃ ≤ x) = Φ(x)− φ(x)

[
1√
p
p1(x) +

1

p
p2(x)

]
+ o(p−1). (3.3)

ここに、Φ(x)、φ(x)はそれぞれ N(0, 1)の分布関数、密度関数であり、pj(x)’s はエル

ミート多項式 hj(x)を用いて次のように与えられる。

p1(x) = τ1· + τ3·h2(x),

p2(x) = τ 2
1·h1(x) + (τ4· + 2τ1·τ3· − 2τ(13)·)h3(x) + τ 2

3·h5(x),

τα· =
1

dα

m∑
j=1

bα
j ταj , τ(13)· =

1

d4

m∑
j=1

b4jτ1jτ3j .

この漸近展開近似は、pが nに近づくと Boxの漸近展開近似を相当に改良し、ま

た、nが pより相当大きい場合においても Boxの漸近展開近似と同程度な近似になっ

ている。
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4. 判別関数の分布近似と誤差限界

4.1 線形判別関数

p次元変数xの観測値に基づいて、その観測値が２つの正規母集団N(µ(1),Σ), N(µ(2),Σ)

のいずれに属するかを判定する判別問題を考える。パラメータµ(1),µ(2), Σは未知であ

るが、各母集団Π(i)からの大きさniの標本が与えられているとする。従って、µ(1),µ(2)

はそれぞれ標本平均ベクトル x̄(1), x̄(2) で推定され、Σは２つの標本分散行列を合併し

た標本分散行列 Sで推定される。∆を母集団マハラノビス距離、Dを標本マハラノビ

ス距離とする。このとき、線形判別関数

W = (x̄(1) − x̄(2))′S−1{x− 1

2
(x̄(1) + x̄(2))}

を用いて、W > 0 ⇒ x ∈ Π(1), W ≤ 0 ⇒ x ∈ Π(2) と判別するときの誤判別確率近似

の誤差評価を問題にする。

一般に、誤判別確率を正確に評価することは困難であるが、標本数 n1, n2が大き

いときの漸近展開公式が求められている (Okamoto (1963), Siotani (1982)、等)。また、

誤判別確率の高次漸近不偏推定量が構成されている (McLachlan (1974, 1976))。しか

し、当然のことであろうが、これらの近似の精度は次元が大きくなるにつれて悪くな

る。標本数に加え次元数も大きい場合の研究としては、ロシアの研究者 Deev (1970,

1972)、Rudys (1972)等による線形判別関数に関する結果がある。この場合の漸近的枠

組みとして

lim
p→∞

ni/p = λi(> 0), i = 1, 2, lim
p→∞

(n− p) = ∞, lim
p→∞

∆2 = d2
0 (4.1)

を仮定する。ここに n = n1 + n2。n1 = n2の場合に、彼らによって提案された漸近的

近似公式、およびその拡張の精度は、Wyman et al. (1990)、Fujikoshi and Seo (1997)

によって数値的に調べられ、その精度は著しく良く、また、pが小さいときにも有効げ

あることは注目されてよい。ここでは、高次元の枠組みでの近似のみならずその近似

の誤差限界にいての結果を述べる。簡単のため、漸近分布に対する誤差限界について

述べるが、その結果は漸近展開近似の場合に対しても拡張される (Fujikoshi(2000))。

以下では、xが Π(1)に属するとき誤判別確率の近似とその誤差限界を問題にする。

このときW を

W = V − 1
2Z − U (4.2)
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と表すことができる。ここに

V = (x̄1 − x̄2)
′S−1ΣS−1(x̄1 − x̄2),

Z = V − 1
2 (x̄1 − x̄2)

′S−1(x − µ1),

U = (x̄1 − x̄2)
′S−1(x̄1 − µ1)−

1

2
D2,

で、Z はN(0, 1)に従い、Zと (U, V )は独立である。従って、xが Π(1)に属するとき

の誤判別確率は

e(2|1) = P(W ≤ 0|x ∈ Π(1))

= E(U,V )

{
Φ(V − 1

2U)
}

(4.3)

と表せる。この表示において、U, V をそれぞれの平均

E(U) = − n− 2

2(m− 1)

{
∆2 +

(n1 − n2)p

n1n2

}
= u0 (m > 1),

E(V ) =
(n− 2)2(n− 3)

m(m− 1)(m− 3)

{
∆2 +

np

n1n2

}
= v0 (m > 3),

で置換えた近似

Φ
(
{E(V )}− 1

2 E(U)
)
= Φ(γ) (4.4)

が提案される。ここに、m = n− p− 2、

γ = {m(m− 3)}1/2{(n− 3)(m− 1)}−1/2γ0,

γ0 = −1

2
{∆2 + (N1 −N2)p(N1N2)

−1}{∆2 +Np(N1N2)
−1}− 1

2

である。

この近似は、上記のような確率構造を用いることなく、Lachenbruch (1968)によっ

ても提案されているものである。この近似について次が成り立つ (Fujikoshi (2000))。

Theorem 4.1. 高次元漸近的枠組み (4.1)のもとで、

|e(2|1)− Φ(γ)| ≤ B (4.5)

が成り立つ。ここに、

B = β2,0v
−1
0 Var(U) + β2,2v

−2
0 Var(V )

+β2,1v
− 3

2
0 {Var(U) ·Var(V )} 1

2 ,
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定数 β2,jは、

β2,0 =
1

2
h1, β2,1 =

1

2
h2, β2,2 =

1

2

{√
1 + h1 +

1

2

√
h3

}2

で与えられる。ただし、hj = sup|hj(x)φ(x)| (hj(x)はエルミート多項式)。

定数項のより良い評価として

β2,0 = 0.121, β2,1 = 0.2, β2,2 = 0.5

を用いることができる。上界Bのオーダーは O∗
1を満たしているが、より具体的には、

Uと V の分散を評価する必要がある。ここに、O∗
jは高次元枠組みでのオーダー表示で

あって、(n−1
1 , n−1

2 , p−1)に関するオーダー jの項を表す。通常の大標本でのオーダーは

単に Ojと表す。Uと V の分散は、次のように与えられる。

Var(U) =
(n− 2)2

2m(m− 1)(m− 3)

[
1

m− 1
∆4

+
2(n− 3)

mn2
∆2

{
1 +

n1 − n2

(m− 1)n1

}
+
2(n− 3)p

n1n2

{
1

m
+

(n1 − n2)
2

2(m− 1)n1n2

}]
, (m− 3 > 0).

Var(V ) =
2(n− 3)(n− 2)4

m(m− 1)2(m− 3)2

[
1

m

{
1 +

8(m− 4)

(m− 5)(m− 7)

}
×

{p− 1

m

(
∆2 +

pn

n1n2

)2

+
n(n− 5)

n1n2

(
2∆2 +

pn

n1n2

)}
+

4(n− 3)(m− 4)

m(m− 5)(m− 7)

(
∆2 +

pn

n1n2

)2
]
, (m− 7 > 0).

4.2 ２次判別関数

２つの正規母集団 Π1 : Np(µ1,Σ1),Π2 : Np(µ2,Σ2) に関する判別問題を扱う。母数

θ = (µ1,µ2,Σ1,Σ2)が既知の場合，最適な判別ルールは

Q(x; θ) = (x − µ1)
′Σ−1

1 (x − µ1)− (x − µ2)
′Σ−1

2 (x − µ2) + log detΣ1Σ
−1
2

の大小に基づいて行われる。θ が未知の場合，Π1,Π2 からの，それぞれ大きさ n1, n2

の標本に基づく推定量

θ̂ = (X̄1, X̄2, S1, S2)
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を用いた判別関数 Q(x; θ̂) が用いられることが多い。ただし，Xi, Si はそれぞれ，Πi

からの標本平均ベクトル，不偏分散共分散行列である。Q(x; θ̂)を標本２次判別関数と

呼ぶこととする。

X ∼ Πj ( j = 1 または j = 2 ) として，Q = Q(X; θ̂)の確率分布を考える。p を固

定して，n1 → ∞, n2 → ∞としたときの Q の極限分布は，p個の独立な非心カイ２乗

変数の１次結合の分布として表現できる。Σ−1
1 − Σ−1

2 が正定値行列または負定値行列

ならば，１次結合の係数は同符号となるので，極限分布関数は自由度との異なるカイ

２乗分布関数の無限級数として表される。この場合，Q の特性関数を 1/n1, 1/n2 につ

いて展開し，反転することで分布関数の漸近展開も同様の表現が可能と思われるが p

が大きい場合その近似精度は期待できない。また，Σ−1
1 − Σ−1

2 が正定値でも負定値で

もない場合には，筆者の知るかぎりでは，Q の極限分布についについて扱い易い（数

値積分を必要としない）表現は得られていない。

一方，pも大きくなる場合には，上記の１次結合の係数列および非心率の列が適当

な条件をみたすならば Q の極限分布は正規分布となる。この小節では p → ∞ に対

して

νi := p/(ni − 1) < 1 lim inf
p→∞

νi > 0, i = 1, 2

と仮定したときの Q の分布の漸近展開導出について述べる。

j = 1 すなわち X ∼ Π1とする。Q の分布のアフィン変換に対する不変性から，

Σ1 = Ip,Σ2 = diag(λ1, · · · , λp),µ1 = 0,µ2 = (η1, · · · , ηp)
′ と仮定して一般性を失わな

い。ウィシャート行列に関する定理（例えば，Muirhead(1982), Theorem 3.2.10）から，

Q =

p∑
k=1

{
n1 − 1

v11
(xk − y1k)

2 − n2 − 1

v21
λ−1

k (xk − y2k)
2 + log(v1k/(n1 − 1))− log(v2k/(n2 − 1))

}
,

と表すことができる。ただし，v11, v12, · · · , v1p ; v21, v22, · · · , v2p ; z1, · · · , zp ; y11, y12, · · · ,
y1p ; y21, y22, · · · , y2p は，互いに独立な１次元確率変数で，

zk ∼ N(0, 1); y1k ∼ N(0, n−1
1 ); y2k ∼ N(ηk, n

−1
2 λk); vik ∼ χ2

ni−1−p+k

(k = 1, · · · , p; i = 1, 2)である。

したがって，Q の vi,k, (i = 1, 2; k = 1, · · · , p) を与えたときの条件付き分布は，
独立な確率変数の和の分布となりキュムラント計算によりエッジワース展開可能とな

る。得られた展開公式の，vi,k の分布に関する期待値をとれば Q の分布の漸近展開

公式が得られる。この導出方法の妥当性のために次の補題を準備する。この補題は，

Bhattacharya and Ranga Rao (1976) の Corollary 20.4 と本質的に同等で，i.i.d. の枠

9



組みを，Bhattacharya and Ranga Raoの Theorem 20.6 よりほんのわずか広げただけ

のものである。

Lemma 4.2 n = 1, 2, · · · , に対して，{Z1,n, Z2,n, · · · , Zn,n} を独立な n個の k-次

元確率ベクトルとする。E(Zj,n) = 0,Cov(Zj,n) はすべて正則，ある s ≥ 3 に対して，

E(||Zj,n||s) < ∞であり，次の３つの条件 (i)～(iii)を満たすとする。

(i) λn を Vn = n−1
∑n

j=1 Cov(Zj,n) の最小固有値とすると，lim infn→inf λn > 0,

(ii) lim supn→∞ n−1
∑n

j=1 E(||Zj,n||s) < ∞,かつ，任意の正数 ε に対して

lim
n→∞

1

n

n∑
j=1

E(1{z;||z||>εn1/2}(Zj,n)||Zj,n||s) = 0

(iii) gj,n(t) を Zj,n の特性関数とすると，任意の正数 bに対して

lim sup
n→∞

max
1≤j≤n

sup
||t||>b

|gj,n(t)| < 1,

ただし，|| · ||はユークリッドノルム，Rk の部分集合 A に対して，1A(z) は A の定義

関数，すなわち，z ∈ A のとき１，z /∈ A のとき 0 をとる z の関数を表す。このと

き，C を Rk のボレル可測な凸部分集合の全体とし，Ψs(z) をキュムラントに基づく

Un = n−1/2V −1
n

∑n
j=1 Zj,n の分布関数の O(n−(s−2)/2の項までのエッジワース展開とす

ると，

sup
C∈C

∣∣∣∣Prob(Un ∈ C)−
∫

C

dΨs

∣∣∣∣ = o(n−(s−2)/2)

が成り立つ。

Lemma 4.2. の Zj,n として，

Zk,p =

(
(xk − y1k)

2 − E{(xk − y1k)
2}

λ−1
k (xk − y2k)

2 − E{λ−1
k (xk − y2k)

2}
)
, k = 1, · · · , p

Up =

{
p−1

p∑
k=1

Cov(Zk,p)

}−1/2 p∑
k=1

Zk,p

ととると，

P(Q < c|v11, · · · , v2p)

=P


(
n1 − 1

v11

,−n2 − 1

v21

)′(
p−1

p∑
k=1

Cov(Zk,p)

)1/2

Up < constant

∣∣∣∣∣∣ v11, · · · , v2p


10



と表され，これは，Upが平面で仕切られた領域内にある確率であるから，Zk,pが Lemma

4.2 の条件を満たせば，Q の条件付き分布関数を展開したときの誤差のオーダーは，

v11, · · · , v2p に関して一様であることがわかる。したがって，未知母数に関して次の条

件を仮定すれば O(p−(s−2)/2) の項まで漸近展開可能となる。

1

p

p∑
j=1

λ−k
j |ηj |2 = O(1), (k = 1, · · · , s; l = 0, · · · , s)

v11, · · · , v2p に関する期待値計算が残っているが，自由度が大きくなるカイ２乗確率変

数の有界な C∞級関数の期待値を展開すれば良いので，各カイ２乗変数をその自由度

で割って 1 の周りでテーラー展開し，剰余項のオーダーに注意して項別に期待値をと

れば Q の分布関数の漸近展開が得られる。

現在，Matsumoto and Wakakiにより，O(p−1)のまでの漸近展開公式を導出してお

り，その精度を数値計算によって調べている所である。

5. 判別分析における変数選択基準の構成

5.1 AIC型基準

変数 y = (y1, ..., yp)
′ が q 個の母集団 Π1, ...,Πq で観測され、全観測データを

Y = [y
(1)
1 , ...,y(1)

n1
, ...,y

(q)
1 , ...,y(q)

nq
]′

とする。ここに、 y
(i)
1 , ...,y

(i)
ni は、Πi からの大きさ ni の無作為標本である。 n× p の

観測行列 Y は、真のモデル M∗ のもとで確率密度関数 g(Y ) をもち、

M∗ : E∗(y|Πi) = µ(i)∗, V ar∗(y|Πi) = Σ∗, (5.1)

とする。E∗ および Var∗ は、真のモデル M∗ のもとでの平均、共分散行列である。

添え字の集合 P = {1, 2, . . . , p}の任意の部分集合をKとし、添え字の集合が Kで

ある yの部分ベクトルを yKとする。各部分集合Kに対して、変数選択モデルMK を

定め、そのAIC型リスクRKの推定量AICKを構成することにより、変数選択基準が

構成される。関心のある部分集合の集まりを K とするとき、変数選択基準は

min
K∈K

AICK = AICK̂

となる K̂を選択する。記号を簡単にするため、以下では，K = k = {1, 2, . . . , k}とす
る。モデル Mk のリスク（悪さ）を AIC 基準の考えに沿って

Rk = E∗
Y E

∗
X{−2 log f(X; Θ̂k)}

11



で定義する。ここに、n× p 確率行列 X は Y と同じ分布をもち、Y とは独立であると

する。また、Θ̂k はモデル Mk のもとでの Θ の最尤推定量である。変数選択基準の構

成においては、Rk の推定量を構成することが本質的であるが、Akaike (1973) に沿っ

て Rkを

R̂k = −2 log f(Y ; Θ̂k) + b̂k

として推定する。ここに、b̂k は

bk = E∗
Y E

∗
X{−2 log[f(X; Θ̂k)/f(Y ; Θ̂k)]}

の推定量である。一般に、AIC基準 (Akaike (1973))では、通常の大標本理論と候補の

モデルが真のモデルを含むという仮定のもとで、bk をモデルMk に含まれる独立パラ

メータ数の 2倍として推定する。リスクにより忠実な基準を構成するためには、より

不偏性の高い bk の推定量を構成する必要があるが、これがいわゆる AIC の改良問題

である。一方、変数選択に直結するモデルMkの導入も重要である。より具体的には、

最初の k 変数 y1 = (y1, ..., yk)が十分で、残りの変数 y2 = (yk+1, ..., yp)は冗長である、

すなわち、変数 y2 は、正準判別分析において追加情報をもたないというモデルを考え

る。このようなモデルMkを定式化するため、

µ(i) =

(
µ

(i)
1

µ
(i)
2

)
, Σ =

(
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)
,

と分割し、

µ
(i)
2·1 = µ

(i)
2 − Γµ

(i)
1 , i = 1, ..., q, Γ = Σ21Σ

−1
11 .

とおく。このとき、Mkを、

Mk : µ
(1)
2·1 = . . . = µ

(q)
2·1. (5.2)

と定める (Rao (1948,1970))。y|Πi ∼ N(µ(i),Σ), i = 1, ..., q のときの Y の確率密度関

数を f(Y ; Θ)とかく。ただし、Θ = {µ(1), ...,µ(q),Σ}。第 i群および全標本の平均ベク

トルをそれぞれ、ȳ(i) 、 ȳ とする。また、群内平方和積和行列を W 、群間平方和積

和行列を B とし、T = W +B とする。このとき、最尤推定量は

µ̄
(i)
1 = ȳ

(i)
1 , µ̄

(i)
2·1 = ȳ2 − Γ̂ȳ1,

Γ̂ = T21T
−1
11 , nΣ̂11 = W11,

nΣ̂22·1 = T22·1 = T22 − T21T
−1
11 T12.

12



で与えられる。従って

−2 log f(Y ; Θ̂k) = −n log |n−1W11|
+ n log |n−1T22·1|+ np(1 + log 2π)

= −n log{|W22·1|/|T22·1|} (5.3)

+ n log |n−1W |+ np(1 + log 2π).

バイヤス項 bkは次のように表せる (Fujikoshi (1985, 2000))。

bk = −np+
nk(n+ q)

n− k − q − 1

+ E∗
Y [n

2trT−1{(1 + n−1)Σ + Ω} (5.4)

− n2trT−1
11 {(1 + n−1)Σ11 + Ω11}].

ただし、ここでは真のモデルのもとでのパラメータ µ(i)∗,Σ∗ を、単に µ(i),Σと表し ,

µ̄ =

q∑
i=1

(ni/n)µ
(i), Ω =

q∑
i=1

(ni/n)(µ
(i) − µ̄)(µ(i) − µ̄)′

である。

5.2 高次元・2群の場合

高次元の枠組みで、２群の場合には (5.4)式は次のように評価される。

定理 5.1. 真のモデルM∗に関して正規性を仮定し、q = 2とする。このとき、バイ

ヤス項 bkは高次元枠組みのもとで次のように展開される。

bk = bk1 +O∗
1, (5.5)

ただし、

bk1 =
n

n− k − 3
{−(p− k)n+ pk + 3p+ 2k}

+ n2{Q(n, p, τ 2)−Q(n, k, τ 2
1 )}.

ここに、τ 2 = n1n2

n2 ∆2, τ 2
1 = n1n2

n2 ∆2
1, ∆,∆1 はそれぞれ y,y1 に基づくマハラノビスの

距離、

Q(n, p, τ 2) =
p(n+ 1)

n(n− p− 2)

+ τ 2

{
1

n− p− 3
− n+ 1

n(n− 3)(n− p− 2)

}
− τ 2

(n− p− 1)(n+ 1)

{
τ 2 +

n− 2

n− p− 2

}
.

13



系 4.1. Mk が真のモデル M∗を含むとき、すなわち、τ 2 = τ 2
1 のとき、

bk1 = bk0 + (p− k)τ 2 +O1

= bk0 +O(n−1), if τ 2 = O1, (5.6)

ここに、bk0 = 2{2k + (p− k) + 1
2
p(p+ 1)}。

bk0はモデルMkのもとでの独立パラメータの 2倍であることを注意したい。bk の

推定としては、上記評価式において、∆2,∆2
1 にそれぞれ不偏推定量

∆̂2 =
N − p− 3

N − 2
D2 − Np

N1N2
, ∆̂2

1 =
N − k − 3

N − 2
D2

1 −
Nk

N1N2
,

を代入したものが提案される。ここに、D,D1はそれぞれ y,y1 に基づく標本マハラノ

ビスの距離である。以上よりAICk基準の修正として

MAICk = −2 log f(Y ; Θ̂k) + b̂k1. (5.7)

が提案される。最大尤度は

−2 log f(Y ; Θ̂k) = −n log

{
1 +

D2
1 −D2

n(n− 2)(n1n2)−1 +D2

}
+ log |n−1W |+ np(1 + log 2π), (5.8)

と表せる。ここに、(n− 2)−1W は通常の合併標本共分散行列である。
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